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Aufgabe | 1 2 3 4 5 | Summe
Soll 3 6 4 4 3 20
Ist

Bis auf solche Fakten, die aus dem Vorlesungsbetrieb bekannt sind, miissen alle verwendeten Aussagen

gut formuliert und bewiesen werden. Der Lésungsweg muss deutlich erkennbar sein.

1. Sei x € R™. Zeige die folgenden Aussagen:

(a)
(b)

(c)

Gilt fiir alle y € R™ mit |y| = 1, dass (z,y) = 0 ist, so folgt = = 0.
Sei (yg)ken eine Punktfolge im R™, welche gegen ein y € R" konvergiert, so
folgt

Jim (2, ) = (2, 9)-
Es sei £ C R” eine in R" dichte Teilmenge. Gilt nun fiir alle y € E, dass
(z,y) = 0 ist, so folgt x = 0.

2. Es sei V = C|0, 1] der Vektorraum der stetigen Funktionen f :[0,1] — R.

(a)

Zeige, dann geniigt (-,-) : V x V — R definiert durch

(frg) = / f(@)g(x)dr, f.geV

den Axiomen des Skalarprodukts.

Zeige, dass die Funktion (-,-) aus Teilaufgabe a) der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung geniigt:

(f.9)2 < (f.f){g.9) fiiralle fgeV.

Hinweis: Betrachte dazu die quadratische Form (\f — ug, A\f — pg), unter-
scheide zwei Fiille und setze im Fall (f,g) # 0 die Groke y = $2 und A
geeignet.

Zeige die Funktion || - || : V — R{ definiert durch

I ==~ f) feV

geniigt den Axiomen der Norm.

Wir definieren die Gréke || f|loo := sup,ejoqy [f ()] fiir f € V. Zeige die Un-
gleichung || f|| < ||fl|o filr alle f € V. Zeige weiter, dass es keine Konstante
¢ > 0 gibt, so dass

[fllee < cllf]l fiir alle  feV.

Bitte wenden!



3. (a)

(b)

Sei d: R x R — R{ eine Funktion definiert durch
d(z,y) := |arctanz — arctany|, x,y € R.

Zeige, dass d den Axiomen einer Metrik geniigt.

Seien zu k € N die Abbildungen d;, : R® x R® — RJ gegeben, welche den
Axiomen der Metrik fiir jedes k € N geniigen. Zeige, dann geniigt auch

= dkxy
oh L gy eR”
; 1+ di(z,9) y

den Axiomen der Metrik.

4. Sei (z1)ren eine Folge im R™. Wir unterscheiden zwei Definitionen:

(b)

Der Punkt = € R” heifst Hiufungswert der Folge (zy)ren, Wenn es eine
Teilfolge (xk, )nen gibt mit xy, — x fiir k£ — oo.

Der Punkt z € R" heifst Hiufungspunkt der Folge (z1)kren, wenn es eine
Teilfolge (xy, )nen gibt mit xy, # x fiir alle n € N und x, — x fiir £ — oo.

Zeige jeder Haufungspunkt von (xy)gen ist auch Haufungswert von (z)gen.
Gib ein Beispiel einer Folge an, bei der es einen Haufungswert gibt, der kein
Haufungspunkt ist.

Zeige, dass eine Menge aus endlich vielen Punkten keinen Haufungspunkt
hat.

Gib ein Beispiel einer unendlichen Menge an, die keinen Haufungspunkt hat.
Zeige, dass die Funktion | - || : R® — R{ mit ||| = max;—y . |z;| die
Axiome der Norm erfiillt.

Sei A = {x = (x1,...,2,) € R"|||z|| < 1}. Bestimme die Mengen H(A),
H(CA) und 0A.
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