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Soll 6 4 4 3 3 20
Ist

Bis auf solche Fakten, die aus dem Vorlesungsbetrieb bekannt sind, müssen alle verwendeten Aussagen

gut formuliert und bewiesen werden. Der Lösungsweg muss deutlich erkennbar sein.

1. Wir wollen uns mit Matrixnormen beschäftigen. Wir de�nieren zu einer Matrix
A ∈ Rn×m die Gröÿe

‖A‖ := sup
x∈Rn\{0}

|A ◦ x|
|x|

= inf {C > 0 | |A ◦ x| ≤ C|x|} .

Bearbeite die folgenden Aufgaben:

(a) Zeige zunächst supx∈Rn\{0}
|A◦x|
|x| = inf {C > 0 | |A ◦ x| ≤ C|x|}. Zeige weiter,

dass für alle A ∈ Rn×m gilt: ‖A‖ < +∞.

(b) Zeige, die Funktion ‖ · ‖ : Rn×m → R+
0 ist eine Norm auf dem angegebenen

Raum.

(c) Die Abbildung f : Rn → Rm gegeben durch f(x) := A ◦ x ist gleichmäÿig
stetig im Rn. Gib dazu zu jedem ε > 0 das entsprechende δ = δ(ε) > 0
gemäÿ De�nition 2.4.1 an.

2. (a) Mit U ⊂ Rn sei f : U → R eine in U total di�erenzierbare Funktion. Be-
stimme die Gleichung der Tangentialebene in Normalenform und in Punkt-
Richtungsform.

(b) Nun sei f(x, y) := x exp (y2 − x) für (x, y) ∈ R2. Zeige, dass f in jedem
Punkt (x0, y0) ∈ R2 total di�erenzierbar ist. Bestimme darüberhinaus die
Gleichung der Tangentialebene in Normalenform und in Punkt-Richtungsform.

Bitte wenden!



3. Sei g : S1 → R eine Funktion auf der Kreislinie S1 := {x ∈ R2 | |x| = 1}, welche
darüberhinaus auch noch den Bedingungen g(0, 1) = 0 = g(1, 0) und g(−x) =
−g(x) genügt. Wir de�nieren nun die Funktion f : R2 → R durch

f(x) :=

{
|x|g

(
x
|x|

)
für x 6= 0

0 für x = 0

und lösen die folgenden Aufgaben:

(a) Zu festem x ∈ R2 ist die Funktion hx = hx(t) : R → R de�niert durch
hx(t) = f(tx) di�erenzierbar.

(b) Wenn g nicht identisch verschwindet, so ist f nicht total di�erenzierbar in
(0, 0).

4. Gegeben sei die Funktion f : R2 → R de�niert durch f(x, y) := y3 + 3xy2 für
(x, y) ∈ R2. Bestimme die Taylorentwicklung bis zum Term zweiten Grades um
den Entwicklungspunkt a = (1, 1) und gib Formeln für das Restglied an, mit
denen die Werte f(0, 0) und f(2, 1) berechnet werden können.

5. Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall und f : I → R eine in I stetig di�erenzierbare
Funktion. Betrachte zu einem Punkt a ∈ I die Tangente an f in a und die Tay-
lorentwicklung bis zum Term erster Ordnung im Punkt a. Formuliere in eigenen
Worten, welcher Zusammenhang zwischen diesen beiden Dingen besteht. Gehe
dabei insbesondere auf das Restglied der Taylorentwicklung ein.


