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Bis auf solche Fakten, die aus dem Vorlesungsbetrieb bekannt sind, missen alle verwendeten Aussagen gut formuliert und bewiesen
werden. Der Lésungsweg muss deutlich erkennbar sein.

1. Gegeben seien die folgenden Abbildungen oder Funktionen

f:R?2 > RS, f(x,y)=(X+y,x=yxy), g:R3 5 R2 9% 3,2) = (xyz, X2 + y2 + 22),
xy2 .
h:R2R, h(xy)={ ez A1 (xy)#0,

) i:R—IR?, i(x) = (x, x).
0 fir (x,y)=0,

(a) Bestimme die Jacobimatrizen von f, g, i und den Gradienten von h.

(b) Bestimme die Jacobimatrizen von f o g, g o f und den Gradienten von ho .

(c) Begrinde, warum man flr D(h o i) die Kettenregel nicht verwenden kann.

2. Es seien f,g : R" — R™ stetig differenzierbare Abbildungen.

(a) Drlcke den Gradienten der Abbildung F : R" — R mit F(x) = (f, g)(x) durch die Jacobimatrizen
von fund g aus.

(b) Dricke den Gradienten der Abbildung G : R" — R mit G(x) =|g(x)| durch die Jacobimatrix von g
aus.

3. Zeige: Ist f : U—IR" mit U — R" eine differenzierbare Abbildung und F : R” — R eine differenzierbare
Funktion mit DF(y) = 0 fir alle y € R” und F(f(x)) = const flir alle x € U, so qilt fiir alle x € U die
Gleichung det(Df(x)) = 0.Die Gradienten funktional abhangiger Funktionen fi,..., f, sind also linear
abhéangig.

4. (a) Esseif:U—R"eine stetig differenzierbare Abbildung, U c R” ist konvex und es gelte
(Df(x)oh,h)>0 Vxe U he R"\{0}.

Zeige, danniist f : U — f(U) global invertierbar.
(b) Esseif: U —IR" eine stetig differenzierbare Abbildung, U — IR" und es gelte

If(x)—fylzclx-yl vx.yeU

mit einer Konstanten ¢ > 0. Zeige, dass det(Df(x)) # 0 fir alle x € U giltund dass f : U—f(U) glo-
bal invertierbar ist. Falls U = IR” gilt, so ist auch f(U) = R". (Hinweis: Zeige, dass die nicht-leere
Menge f(IR") sowohl offen als auch abgeschlossen ist und wende dann ein Zusammenhangsar-
gument an.)

5. Es sei f : R2 - R? definiert durch f(x, y) = (x+h(y), y+h(x)), mit einer stetig differenzierbaren Funktion
h: R — R, fir welche |H'(t)] < g < 1 fur alle t € R gilt. Zeige, dass dann f : R? — IR? bijektiv und 1
stetig differenzierbar ist.



