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Bis auf solche Fakten, die aus dem Vorlesungsbetrieb bekannt sind, müssen alle verwendeten Aussagen gut formuliert und bewiesen
werden. Der Lösungsweg muss deutlich erkennbar sein.

1. Bearbeite die folgenden Aufgaben:

(a) Zeige, die Gleichung xey + yez + zex = 0 ist in einer Umgebung der 0 eindeutig nach z auflösbar.

(b) Sei f : R2 → R definiert durch f (x, y ) = x3 + y3 − 3xy . Durch die Gleichung f (x, y ) = 0 wird eine
Kurve im R2 definiert. In welchen Punkten kann die Gleichung nicht nach y aufgelöst werden?
Berechne die Ableitung der Auflösungsfunktion y = g(x) in Termen von x und y .

2. Zeige, dass die einfachen Nullstellen eines Polynoms p(x) = a0 +a1x+. . . +anxn differenzierbar von den
Koeffizienten (a0, . . . , an) ∈ Rn+1 abhängen.

3. Gegeben sei die Funktion f : R2 →R mit f (x, y ) = x2 −y2 −1 und die Menge K = {(x, y ) ∈ R2 : f (x, y ) =

0}.

(a) Zeige, dass es zu jedem Punkt von K eine Umgebung gibt, so dass K lokal in der Form x = ψ(y )
geschrieben werden kann.

(b) Gib eine solche Darstellung in einer Umgebung des Punktes (1, 0) an.

(c) Untersuche, für welche Punkte von K es eine Umgebung gibt, so dass K lokal in der Form
y = φ(x) geschrieben werden kann.

(d) Gib eine solche Darstellung in einer Umgebung des Punktes (
√

2, −1) an.

4. Sei U = {(x, y ) ∈ R2 : x > 0, y > 0} ⊂ R2 und f : U → R definiert durch f (x, y ) = xy − log x + log y .

(a) Zeige: Ist f (a, b) = 0, so gibt es eine in einer Umgebung von a definierte Funktion φ, so dass
f (x,φ(x)) = 0 gilt.

(b) Berechne φ′(x) als Funktion von von x und y .

(c) Zeige: Es gibt genau einen Punkt (a, b) ∈ U mit f (a, b) = 0, so dass die durch f (a, b) = 0 implizit
definierte Funktion φ eine kritische Stelle bei a hat. (D.h. φ′(a) = 0)

(d) Zeige, dass φ an dieser Stelle ein Maximum hat.

5. (a) Seien m ∈ N, r > 0 und n ∈ Rm \ {0}, finde alle Extremstellen der Funktion g(x) = (n, x) auf der
Sphäre Sm−1

r := {x ∈ Rm : |x | = r}.

(b) Finde die Punkte der Menge M = {(x, y, z) ∈ R3 : z2 − xy = 1}, die dem Ursprung am nächsten
liegen.


