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Bis auf solche Fakten, die aus dem Vorlesungsbetrieb bekannt sind, müssen alle verwendeten Aussagen gut formuliert und bewiesen
werden. Der Lösungsweg muss deutlich erkennbar sein.

1. Folgere den Satz über inverse Abbildungen aus dem Satz über implizite Funktionen.

2. Zeige den Satz über die Hauptachsentransformation: Sei A eine symmetrische n×n-Matrix. Dann
gibt es n reelle Eigenwerte λi und zu jedem Eigenwert einen (normierten) Eigenvektor vi so dass
(vi , vj ) = δij gilt. Weiter schreibt sich

Ax =

n∑
i=1

λi (vi , x)vi , x ∈ Rn.

Benutze dabei folgende Methode:

• Zeige zunächst die Implikation: Gilt (x, Ax) = 0 für alle x ∈ Rn, dann folgt A = 0.

• Spalte von einer symmetrischen Matrix den betragsgrößten Eigenwert λ ab, indem man ein ge-
eignetes Variationsproblem betrachtet (vgl. Satz 3.5.8 oder 4.4.3).

• Betrachte mit dem normierten Eigenvektor v zum Eigenwert λ die Abbildung Bx = Ax − λ(v, x)v .
Zeige, dass die Voraussetzungen der obigen Punkte erfüllt sind und spalte nun sukzessive be-
tragsgrößte Eigenwerte ab.

• Begründe, warum das Verfahren endlich ist, warum (vi , vj ) = δij gilt und warum wir alle Eigenwerte
ermittelt haben.

3. Sei M ein vollständiger metrischer Raum (d.h. jede Cauchyfolge konvergiert) mit der Metrik d : M×M →

R+

0. Sei weiter f : M →M eine kontrahierende Selbstabbildung von M, d.h. es gilt d(f (x), f (y )) ≤ qd(x, y )
für alle x, y ∈ M mit einem 0 ≤ q < 1. Zeige, dann hat das Fixpunktproblem x = f (x) genau eine Lösung
in M. (Hinweis: Zeige zunächst die Cauchyfolgeneigenschaft der rekursiv definierten Folge: x0 ∈ M,
xk = f (xk−1) für k = 1, 2, . . ..)

4. Seien π1 und π2 Partitionen eines Intervalls I ⊂ Rn. Finde eine gemeinsame Verfeinerung π′ und gib
alle n-dimensionalen Teilintervalle von π′ an. Zeige weiter für beschränkte Funktionen f : I → R die
Ungleichungen

S(π′, f ) ≤ S(πi , f ) i = 1, 2.

Dabei nennen wir eine Zerlegung π′ Verfeinerung einer anderen Zerlegung π, wenn die Gitterpunkte
von π auch Gitterpunkte von π′ sind.

5. Beweise Lemma 5.2.2. mit den Bezeichnungen aus Definition 5.2.1.: Ist f : I → R beschränkt, so ist

ω(I, f ) = sup
I

f − inf
I

f

und
ω(π, f ) = S(π, f ) − s(π, f ).


