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Bis auf solche Fakten, die aus dem Vorlesungsbetrieb bekannt sind, müssen alle verwendeten Aussagen gut formuliert und bewiesen
werden. Der Lösungsweg muss deutlich erkennbar sein.

1. Beweise oder widerlege dass die folgenden Mengen Jordansche Nullmengen sind:

(a) [0, 1] ∩ Q ⊂ R, (b) Sn−1
= {x ∈ Rn : |x | = 1} ⊂ Rn, (c) H ∩ I ⊂ Rn.

Hierbei bezeichnet in der Aufgabe c) I ein kompaktes Intervall und H eine Hyperebene.

2. Sei J ⊂ Rn ein Jordanscher Bereich. Seien weiter f, g : J → R und p : J → [0, ∞) auf J stetige
Funktionen. Zeige die folgenden Gleichungen oder Ungleichungen:

(a)
∫

J αf (x) + βg(x) dx = α
∫

J f (x) dx + β
∫

J g(x) dx, für alle α,β ∈ R,

(b)
∣∣∫

J f (x) dx
∣∣ ≤

∫
J |f (x)|dx ,

(c)
∫

J f (x)p(x) dx = μ
∫

J p(x) dx mit einem μ ∈ [infJ f, supJ f ].

In anderen Worten: Beweise Bemerkung 5.5.8.

3. Zeige die Existenz der uneigentlichen Integrale∫
Rn

f (x) dx und
∫

Rn
g(x) dx

mit den in a) und b) erklärten Funktionen f und g.

(a) Sei f : Rn → R eine stetige Funktion mit kompaktem Träger, d.h. die Menge
supp(f ) := {x ∈ Rn | f (x) ≠ 0} ist kompakt.

(b) Sei g : Rn → R eine Funktion, welche der Eigenschaft
∫

MR
|g(x)|dx ≤

1
(R+1)α mit einem festen

α > 1 für alle R ≥ 0 in MR = {x ∈ Rn |R ≤ |x | ≤ R + 1} genügt.

4. Untersuche die folgenden uneigentlichen Integrale zum Parameter α ∈ R auf Konvergenz:

(a)
∫ ∞

1
x22−x dx, (b)

∫ 1

0
xα dx, (c)

∫ ∞

1
xα dx, (d)

∫ 1

−1

dx√
1 − x2

.

Bestimme im Falle der Existenz die Werte der Integrale.

5. Untersuche die folgenden Funktionenfolgen auf dem angegebenen Definitionsbereichen auf gleich-
mäßige Konvergenz

(a) fk (x) =
k

k2 + x2 , D = R, (b) fk (x) = ke−kx , D = (0, ∞), (c) fk (x) =
sin(kx)

k
, D = [0,π].

Bestimme den Grenzwert: lim
k→∞

∫
D

fk (x) dx.


