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Bis auf solche Fakten, die aus dem Vorlesungsbetrieb bekannt sind, müssen alle verwendeten Aussagen gut formuliert und bewiesen
werden. Der Lösungsweg muss deutlich erkennbar sein.

1. Zeige die folgende Verallgemeinerung der Transformationsformel: Sei U ⊂ Rn eine beschränkte of-
fene Menge und y : U → Rn ∈ C1(U) eine Abbildung. Sei weiter N = {x ∈ U : Jy (x) = 0} eine
Jordansche Nullmenge und die Abbildung y sei als Abbildung eingeschränkt von U \ N auf y (U \ N)

ein Diffeomorphismus. Außerdem sei f ∈ C0(y (U)) mit
∫

y (U)
|f (y )|dy < ∞ gegeben. Dann folgt

∫
U
|f (y (x))Jy (x)|dx < ∞ und es gilt

∫
U

f (x)|Jy (x)|dx =

∫
y (U)

f (y ) dy.

2. Skizziere die folgenden Mengen und beweise, dass es sich nicht um 1-dimensionale Untermannigfal-
tigkeiten handelt.

(a) {(x, y ) ∈ R2 : xy = 0},

(b) {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, z2 − xy = 1},

(c) {(t, t2) ∈ R2 : t ≥ 0} ∪ {(t, −t2) ∈ R2 : t ≥ 0}.

3. Sei Sn−1 = {x ∈ Rn : |x | = 1} die Einheitssphäre.

(a) Zeige, dass sich Sn−1 lokal als Urbild einer Funktion gemäß Definition 8.1.1 schreiben läßt.

(b) Stelle Sn−1 lokal als Graph einer stetig differenzierbaren Funktion dar.

(c) Parametrisiere Sn−1 für n = 2, 3 durch sphärische Koordinaten.

(d) Sei N = e1 der Nordpol von Sn−1. Für einen beliebigen Punkt p ∈ Sn−1 \ {N} gibt es genau eine
Gerade durch den Nordpol und p. Diese schneidet in genau einem Punkt die Ebene E = {u ∈

Rn | (u, e1) = 0}. Zeige, die so definierte Abbildung φ : Sn−1 → E ist bijektiv, man nennt sie auch
stereographische Projektion. Gib den Punkt φ(p) in Termen der karthesischen Koordinaten von
p ∈ Sn−1 \ {N} an und umgekehrt.

4. (a) Zeige, dass die beiden Vektorfelder V (x, y, z) = (−y, x, 0) und W (x, y, z) = (−zx, −zy, 1 − z2) tangen-
tial an der Sphäre Sn−1 sind (d.h. V (a), W (a) ∈ TaSn−1 für alle a ∈ Sn−1). Skizziere sie.

(b) Berechne die Koeffizienten beider Vektorfelder bezüglich sphärischer Korrdinaten.

(c) Berechne die Koeffizienten beider Vektorfelder bezüglich der durch stereographische Projektion
erhaltenen Koordinaten, außer in N.

5. Seien r,ρ > 0 und die Abbildung X = X (t) : R → R3 mit X (t) = (r cos t, r sin t,ρt) gegeben.

(a) Zeige, dass die Menge X (R) eine 1-dimensionale reguläre Untermannigfaltigkeit des R3 ist.

(b) Bestimme in jedem Punkt t0 ∈ R eine Tangente T (t0) und zwei Normalen N1(t0), N2(t0) so dass
die Abbildungen T, N1, N2 : R → R3 stetig differenzierbar und punktweise linear unabhängig sind.

(c) Gib explizit eine Parametertransformation t = t(s) : R → R an, so dass X (t(s)) der Bedingung∣∣ d
ds X (t(s))

∣∣ = 1 genügt.


