Klausurlosung Analysis III - Mafl und Integral, gewhnliche
Differentialgleichungen

Prof. Dr. Friedmar Schulz, Jens Dittrich
15.02.2006

1. Wir betrachten zunichst die Abbildung | - | und ermitteln fiir beliebige x,y € R™ mit der
inversen Dreiecksungleichung ||z] — |y|| < |x — y|. Folglich gibt es zu jedem € > 0 ein § =
0(e) = € mit

llz| — |yl| < e fiir alle z,y € R"mit |z —y| < 4.
Damit ist die Abbildung | - | stetig. Geméfl Vorlesung ist die Verkettung aus einer mefibaren
und einer stetigen Abbildung mefibar.

2. Da f > 0 folgt wegen der Monotonie des Integrals sofort v > 0, weiter gilt

o) = [ faodu= [ £-0du=o

Sei nun zu k € N eine Folge paarweise disjunkter Mengen Ay € A gegeben. Wir berechnen
nun unter Verwendung des Satzes von der gliedweisen Integration von Reihen nicht negativer

Funktionen
v (U Ak) = / XUz, A, dp
k=1 Q2
Qg1
k=178
o0
= V(Ak).
k=1

Damit ist alles gezeigt.

3. Wir nehmen an, die Aussage wire falsch. Dann gibt es einen Punkt zy € R, an welchem die
stetige Funktion h := f — g nicht verschwindet. Da h stetig ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein
0 =0(g,29) > 0, so dass
|h(z) — h(xo)| < e fiir alle x € R mit |z — zo] < 4.

Wiéhlen wir nun € < @, so folgt mit der inversen Dreiecksungleichung

[|h(z0)| — |h(z)]] < @

fiir alle x € R mit |z — x| §5<|h(§0)|> ’

Damit folgt

1 3 h
0< §|h($0)| <|h(z)| < §|h($0)| fiir alle x € Rmit |z — xo| <4 (' (;0”) )



Damit folgt aber

Mo €R" 5 1(o) £0) 2 A € R+ o~ aol < a((nGaa)/2} = (5 (150) ) >

im Widerspruch zu f = g A-fast {iberall. Damit ist die Annahme falsch, dass f = g nicht gilt,
also folgt f =g.

4. Um die einzelnen Integrale zu berechnen, miissen wir jeweils ¢ = kz, also dt = k dx substitu-
ieren. Wir erhalten

oo e—kac \/E 00—t T
fd)\:/ dx:—/ dt:\/>.
/(o,+oo) : 0 \/5 k 0 \/i k

Es ist auBlerdem f; eine integrable Majorante fiir alle anderen fj, damit folgt nach Lebesgue

1
lim frd\ = lim frd) = /7 lim — =0.
/(o,+oo) k—oo k=00 J(0,400) k—oo \/k

5. Diese Differentialgleichung ist nicht exakt, denn es gilt

—vy(logy + x + 2xlogz) =logy+ 1+ a4+ 2zxloge A1 = 21;
dy ox
Wir berechnen nun

P,—Q, logy+1+x+2xlogr—-1 1

Q  ylogy+az+2rlogr)  y

und wir erhalten

d 1 c
—logp=—— = logu=—-logy+c = pu=-—.
dy y Y

Damit ist die Differentialgleichung
(logy + = + 2z logz) + Ey' =0
)

exakt, wir kénnen integrieren

t

0 Yo

@ y
F(z,y) = /(logy0+s+2310gs)ds+/ Zat

1
= logyo(r — x0) + 5(1'2

= z%logx + zlogy + c.

1
— x%) + 2?logx — zg log ¢ — i(xz - x%) + z(logy — log yo)

Die Losungen sind implizit gegeben durch
z(logy + zlogx) = ¢,
dquivalentes Umstellen nach y liefert dann

c/x
y(z) = exp (E — xlog:r) _—
T x

6. Zunichst nehmen wir vy # 0 an und dividieren durch y2. Wir erhalten

Y 1 1 1

2 zlogry logz




Mit Hilfe der Substitution z = f% gehen wir {iber zu einer linearen Differentialgleichung

1 1
z+ =0
zlogx log x

!

Von dieser bestimmen wir zunéchst die homogene Losung

d dx du
—logz = — = logz = — =—[| —=—-logu+c=—loglogz + ¢
dx xlogx zlogx U
beziehungsweise
c
= logzx’
Variation der Konstanten liefert uns
d 1
logz  loga’
also
c=—-z+c
Somit folgen
r—c 1  logx N
z(x) = — und y(z) = —— = ——, x#E x> 1.
log x z x—¢

. Wir ermitteln wiederum zuniichst die Losung der homogenen Gleichung

, 1
y'=--y.
X

Das liefert

1 c
—logy=— = logy=—-logex+c = y=-—
dz x x

und Variation der Konstanten liefert
¢ =2xcos(z?) = c=sin(2?)+¢,

also erhalten wir

. Zunéchst betrachten wir das charakteristische Polynom dieser Differentialgleichung
N+ E? =0,

welches die rein-imagindren Nullstellen \; o = ik hat. Die allgemeine Losung der Differen-
tialgleichung lautet somit . 4
y(x) _ Cezkaﬁ + de—zkx

mit der Ableitung ) .
y'(z) = ik (cem - deﬂ’”) .

Einsetzen der Anfangswerte fithrt auf ein lineares Gleichungssystem

Yo = c+d
y1 = tkc—1ikd



welches eine nicht-verschwindende Determinante hat. Die Losung lautet
1 i
c = — [
2 Yo kyl )

1 )
d = 2(Zlo+ky1>-

Wir stellen fest, dass ¢ = d gilt, also schreibt sich die Losung des Anfangswertproblems

y(z) = ce™™ 4 ce~" = 2Re (ce’**) € R.



