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1. (4 Punkte) Ein nicht-leeres System A, ∅ 6= A ⊂ P(X), von Teilmengen einer Menge X heiÿtAlgebra,
wenn

(i) A, B ∈ A ⇒ A ∪B ∈ A, (ii) A ∈ R ⇒ CA ∈ A.

Sei nun I das System aller beschränkten und unbeschränkten Intervalle im Rn, und sei E das System
aller endlichen Vereinigungen von disjunkten Intervallen I ∈ I. Beweisen Sie:

(a) E ist eine Algebra.

(b) Es gilt A(I) = A(I). Hierbei ist A(J ) die kleinste σ-Algebra, die von J erzeugt wird und I das
System aller beschränkten Intervalle im Rn.

2. (4 Punkte) Seien X und X∗ Mengen, sei weiter f : X → X∗ eine Abbildung. Man zeige:

(a) Ist A∗ ⊂ P(X∗) eine σ-Algebra, so ist

A := {f−1(A∗) : A∗ ∈ A∗}

ebenfalls eine σ-Algebra.

(b) Ist A ⊂ P(X) eine σ-Algebra, so auch

A∗ := {A∗ ∈ P(X∗) : f−1(A∗) ∈ A}.

3. (4 Punkte) SeiR ⊂ P(X) ein Ring und µ : R→ [0,+∞] ein Inhalt. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Für A, B ∈ R folgt µ(A) + µ(B) = µ(A ∪B) + µ(A ∩B).

(b) Für A, B ∈ R mit A ⊂ B folgt µ(A) ≤ µ(B).

(c) Für A, B ∈ R mit A ⊂ B und µ(A) < +∞ folgt µ(B \A) = µ(B)− µ(A).

(d) Für A1, . . . , An ∈ R folgt

µ

(
N⋃

k=1

Ak

)
≤

N∑
k=1

µ(Ak)

4. (3 Punkte) Es sei X eine Menge, R ⊂ P(X) ein Ring und µ ein Prämaÿ auf R. Für A ⊂ X sei

µ∗(A) :=
{

inf {
∑∞

k=1 µ(Ek) : Ek ∈ R, A ⊂
⋃∞

k=1 Ek} , falls {. . .} 6= ∅
+∞, sonst

erklärt. Man beweise:

(a) µ∗ ≥ 0, µ∗(∅) = 0

(b) A ⊂ B ⇒ µ∗(A) ≤ µ∗(B)

(c) A1, A2, . . . ⊂ X ⇒ µ∗ (
⋃∞

k=1) ≤
∑∞

k=1 µ∗(Ak).

(15 Punkte)
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