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1. (3 Punkte)

(a) Seien A, B ⊂ Rn. Dann gilt: χA∩B = χAχB , χA∪B = χA + χB − χA∩B , χAc = 1− χA

(b) Seien f, g : Rn → R einfache Funktionen, dann ist für alle λ, µ ∈ R die Funktion h := λf + µg
einfach.

(c) In der Situation von Aufgabe (b) ist die Funktion k = fg ebenfalls einfach.

2. (3 Punkte) Seien fn : [0, 1] → R gegeben durch

fn(x) :=
{

nxn falls n gerade
−xn falls n ungerade

Berechnen Sie infn∈N fn(x), lim infn→∞ fn(x) und lim supn→∞ fn(x)

3. (4 Punkte)

(a) Seien f, g : Ω → R meÿbare Funktionen. Dann sind die Mengen

A := {x ∈ Ω | f(x) < g(x)} und B := {x ∈ Ω | f(x) = g(x)}

meÿbar.

(b) Seien f, g : Ω → R meÿbare Funktionen. Dann sind die Funktionen

f(x) + g(x) und f(x)g(x)

meÿbar.

(c) Sei {fn}n∈N eine Folge von meÿbaren Funktionen Ω → R. Sei S die Menge aller Punkte x ∈ Ω für
die {fn}n∈N konvergiert. Zeigen Sie, dass S meÿbar ist.

4. (5 Punkte) Sei

A :=

{
z +

∞∑
k=1

ak2−2k | z ∈ Z, , ak ∈ {0, 1}

}
.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge A0 := A∩ [0, 1) eine Lebesguesche Nullmenge ist. Wählen Sie dazu eine
geeignete endliche Teilmenge {a1, . . . , al} ∈ A0 und überdecken Sie A0 durch Intervalle [ai, ai +ε),
so dass die Überdeckung beliebig kleines Maÿ hat.

(b) Folgern Sie daraus, dass A eine Lebesguesche Nullmenge ist.

(c) Beweisen Sie, dass es eine weitere Nullmenge A′ so gibt, dass gilt: Sei x ∈ R, dann kann man

x = a + a′

mit einem a ∈ A und einem a′ ∈ A′ schreiben.

(15 Punkte)
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