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1. (4 Punkte) Es sei (X,A, µ) ein Maÿraum und f : X → [0,+∞) einfach. Zeigen Sie:

(a) ∫
X

f dµ = sup

{
n∑

k=1

(
inf

x∈Bk

f(x)
)

µ(Bk) : B1, . . . , Bn ∈ A, paarweise disjunkt,
n⋃

k=1

Bk = X

}

= inf

{
n∑

k=1

(
sup

x∈Ck

f(x)
)

µ(Ck) : C1, . . . , Cn ∈ A, paarweise disjunkt,
n⋃

k=1

Ck = X

}
.

(b) Sind 0 < c1 < c2 < · · · < cn die endlich vielen verschiedenen positiven Werte, die f annimmt, und
setzt man c0 = 0, so gilt:∫

X

f dµ =
n∑

k=1

(ck − ck−1)µ ({x ∈ X : f(x) ≥ ck}) .

2. (4 Punkte) Es sei (X,A, µ) ein Maÿraum und f : X → R̄ eine nicht-negative meÿbare Funktion.
Zeigen Sie: Es gibt eine Folge {fn}∞n=1 von einfachen Funktionen X → R, so dass für alle x ∈ X gilt

0 ≤ fn(x) ≤ fn+1(x)∀n ∈ N und lim
n→+∞

fn(x) = f(x).

Hinweis: De�nieren Sie für festes n ∈ N:

Ek,n = {x ∈ X : k2−n ≤ f(x) < (k + 1)2−n} für k ∈ 0, 1, . . . , n2n − 1,

Ek,n = {x ∈ X : f(x) ≥ n} für k = n2n,

und fn =
∑n2n

k=0 k2−nχEk,n
.

3. (3 Punkte) Es sei (X,A, µ) ein Maÿraum mit µ(X) = +∞. Sei weiter {fn}∞n=1 eine Folge von meÿbaren
Funktionen mit fn : X → R für alle n ∈ N und f : X → R meÿbar. Geben Sie ein Beispiel an für:

fn → f (n →∞) µ− f.ü., aber nicht fn
µ→ f.

4. (4 Punkte) Es sei (X,A, µ) ein Maÿraum. Zeigen Sie

(a) Sei N = {N ⊂ X : ∃Ñ ∈ A : N ⊂ Ñ , µ(Ñ) = 0}. Dann ist Â := {A∪N : A ∈ A , N ∈ N} eine
σ-Algebra und µ̂(A ∪N) := µ(A) ein wohlde�niertes, vollständiges Maÿ auf Â mit µ̂|A = µ.

(b) Sei Ã ⊂ P(X) eine σ-Algebra mit A ⊂ Ã und µ̃ ein vollständiges Maÿ auf Ã mit µ̃|A = µ. Dann
ist Â ⊂ Ã mit µ̃|Â = µ̂.

(15 Punkte)
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