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Analog zum Riemann—Integral (siehe Analysis ) definieren wir fiir eine monoton wachsende Funktion a :
[a, b] = R und eine beschrinkte Funktion f Ober— und Untersummen fiir eine Partition m: 1y = a < 11 <
.<m,=0b

n n

S(m fa)=>_ sup f(x)(alx)—alx-1), s(rfa)=> inf f(x)Aa(x)
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Falls inf S(m, f, &) = sup s(m, f, a) so bezeichnen wir diesen Wert als (Riemann—) Stieltjes—Integral von f in
™ T

Bezug auf a, sagen f ist Stieltjes—integrierbar auf [a, b] beziiglich a, f € R(a), und schreiben fiir den Wert

/ab fda = /ab f(x)da(x) .

1. Man beweise die folgenden Behauptungen:

(a) Fiir eine Verfeinerung w' einer Partition 7, d.h. w C 7', gilt
s(m, f,a) <s(n',f,a), und S(n',f,a) < S(rw, f,a).
(b) inf S(m, f,a) > sups(w, f,a).

(c) Falls f € R(ay) und f € R(ap), dannist £ € R(a; + as) und es gilt

b b b
/fd(a1+a2)=/ fdal—l—/ fdas

Weitere Eigenschaften des Stieltjes—Integrals folgen (ebenfalls) analog zum Riemann—Integral.

0 x<0

2. Wir definieren die Einheitsstufenfunktion 6(x) := .
1 x>0

(a) Man zeige: fiir a < t < b, f beschrankt auf [a, b], f stetig in t und a(x) = 6(x — t) ist

‘/ab fda = f(t) .

[e.e]

(b) Sei Z ¢, konvergent mit ¢, > 0, {t,} eine Folge von paarweise verschiedenen Punkten in (a, b)
n=0

und a(x) = Z c,0(x — t,). Beweisen Sie, dass fiir eine auf [a, b] stetige Funktion f gilt
n=0

b 00
/ fda = cuf(ty) .
a n=0

Bitte wenden.



3. Eine Funktion p[a, b] — R nennen wir von beschrankter Variation und schreiben p € BV]a, b], wenn
fiir alle Partitionen 7 von [a, b]

n(m)

D loxk) = p(xk-1)| < M < o0
k=1

b
gilt. Das Supremum dieser Summe iiber alle Partitionen bezeichnen wir mit / |dp].
a

(a) Man zeige, dass fiir p € BV[a, b] und a < x < b gilt:

X b b
/|dp|+/ |dp|=/ \dol
a X a

(b) Beweisen Sie: Jede Funktion p € BV]a, b] lasst sich darstellen in der Form
p(x) = p1(x) = p2(x) x € [a, b].

Dabei sind py, p> : [a, b] = R beschrankte monoton wachsende Funktionen.
Hinweis: konstruieren Sie mit 3a eine geeignete Funktion p;.

Klausurtermin:
20.02.08., 10:00 Uhr, HelmholtzstraBe 18, Raum 220.



