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Bis auf solche Fakten, die aus dem Vorlesungsbetrieb bekannt sind, miissen alle verwendeten Aussagen gut formuliert und bewiesen werden.
Der Losungsweg muss deutlich erkennbar sein.

1. Nicht jedes Variationsproblem ist zu beliebigen Randwerten 16sbar! Betrachten Sie dazu mit einem
R > 1 den Kreisring
Q:={zeR®:1<|z| <R} CR?

mit dem Flicheninhaltsfunktional
u) 1= // V1+|Vu(z)|? de.
Jo
Um das Problem nicht allzu kompliziert werden zu lassen, sei F' auf der Menge
Vi={veC*Q) : v(z) =0, |z| =1, v(z) = vy, 2| = R}

mit einem vy € R erklirt. Bearbeiten Sie bitte die folgenden Aufgaben.

(a) Zeigen Sie: Wenn u € V ein kritischer Punkt von F in V ist, so ist u rotationssymetrisch, d.h. es
gilt [z = [yl = w(z) = u(y).
(b) Sei
W:={o€ C?[1,R] : o(1) =0, o(R) = vo }

der Definitionsbereich des Funktionals

R
:/1 ry/ 1+ (o'(r))2dr.

Zeigen Sie: Wenn u € V ein kritischer Punkt von F in V ist, so ist ¢ = o(r) € W definiert durch
die Gleichung u(z) = o(|z|) ein kritischer Punkt von G in W.

:d< ro'(r) )
dr \ 1+ (¢'(r))?

die Euler-Lagrange Gleichung von G darstellt.

(d) Zeigen Sie: Sei p € W ein kritischer Punkt von G in W, so ist fiir « €  die Funktion
u(x) := o(|z|) € V und Losung der Minimalflachengleichung

(c) Zeigen Sie, dass

(1+ ufcz)umlm1 — QU Uy Uy e + (1 + uil)umm2 =0 in .
Folglich ist u damit ein kritischer Punkt von F.
(e) Bestimmen Sie die allgemeine Losung ¢ der Euler-Lagrange Gleichung von G.

(f) Sei 0 < ¢ < 1 ein Parameter. Zeigen Sie, dass die Funktion

£le) = e (arcosh <Jj> — arcosh (i))

eine beschrinkte Funktion ist.

(g) Unter welcher Voraussetzung an vy gibt es kritische Punkte v € V' des Funktionals F in V?



