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Bezeichnungen v

Bezeichnungen und Konventionen

Grundsätzlich wollen wir in dieser Arbeit Matrizen mit Großbuchstaben, Vektoren und
skalare Größen mit Kleinbuchstaben bezeichnen. Außerdem sollen folgende Konventio-
nen gelten.

Es bezeichnet
N die Menge der natürlichen Zahlen.
R die Menge der reellen Zahlen.
C die Menge der komplexen Zahlen.
Rn die Menge der reellwertigen Vektoren der Dimension n.
Cn die Menge der komplexwertigen Vektoren der Dimension n.
Rm×n die Menge der m× n-Matrizen, deren Elemente reelle Zahlen sind.
K◦ das Innere der Menge K, d.h. die Menge aller inneren Punkte von K.
[a, b] das abgeschlossene reelle Zahlenintervall mit den Eckpunkten a und b.
(a, b] das halboffene reelle Zahlenintervall mit den Eckpunkten a und b, wobei

der Eckpunkt a im Gegensatz zum Eckpunkt b nicht zum Intervall gehört.
(a, b) das offene reelle Zahlenintervall mit den Eckpunkten a und b.
C([a, b]) die Menge der stetigen reellwertigen Funktionen auf [a, b].
Cs([a, b]) die Menge der stückweise stetigen reellwertigen Funktionen auf [a, b], d.h.

die Menge aller reellen Funktionen auf [a, b], die mit Ausnahme end-
lich vieler Punkte stetig sind und an ihren Unstetigkeitsstellen einseitige
Grenzwerte besitzen.

L2([a, b]) die Menge der messbaren und zweimal integrierbaren Funktionen auf
[a, b].

dim V die Dimension des Vektorraums V .
0n×n, In×n die n×n-Nullmatrix, bzw. die n×n-Einheitsmatrix. Geht die Dimension

klar aus dem Kontext hervor, so verzichten wir auf die Dimensionsangabe
n× n.

ker M den Kern der Matrix M ∈ Rm×n.
Im M das Bild der Matrix M ∈ Rm×n.
rgM den Rang der Matrix M ∈ Rm×n.
def M den Defekt der Matrix M ∈ Rm×n, d.h. die Dimension des Kerns der

Matrix M .



Bezeichnungen vi

ind M den negativen Index der symmetrischen Matrix M ∈ Rn×n, d.h. die An-
zahl der negativen Eigenwerte dieser Matrix.

MT die Transponierte der Matrix M ∈ Rm×n.
M−1 die Inverse der Matrix M ∈ Rn×n.
M † die Moore-Penrose Inverse von M ∈ Rm×n, siehe den Abschnitt A.2.
M ≥ 0 eine nichtnegativ definite Matrix M ∈ Rn×n, d.h. es gilt M = MT und

xTMx ≥ 0 für alle Vektoren x ∈ Rn.
M > 0 eine positiv definite Matrix M ∈ Rn×n, d.h. es gilt M = MT und

xTMx > 0 für alle Vektoren x ∈ Rn\{0}.
M(t) eine Matrix, deren Einträge reellwertige Funktionen der Variable t sind.

Entsprechend sollen Operationen wie Differenzieren oder Integrieren sol-
cher Objekte immer komponentenweise verstanden sein, also etwa

Ṁ(t) die Matrix (ṁµν(t)) = ( d
dt

mµν(t)) für M(t) = (mµν(t)).

ker M(t−)den „linksseitigen Grenzwert“ des Kerns der matrixwertigen Funktion M

im Punkt t, d.h. es gibt ein ε > 0 so, dass ker M(·) konstant auf [t− ε, t)

ist, und diesen Vektorraum bezeichnen wir mit ker M(t−).
ker M(t+)den „rechtsseitigen Grenzwert“ des Kerns der matrixwertigen Funktion M

im Punkt t, d.h. es gibt ein ε > 0 so, dass ker M(·) konstant auf (t, t + ε]

ist, und diesen Vektorraum bezeichnen wir mit ker M(t+).
Im M(t+) den „rechtsseitigen Grenzwert“ des Bildes der matrixwertigen Funktion

M im Punkt t.

‖x‖ =

√
n∑

µ=1

x2
µ die Euklidische Vektornorm, sofern in dem entsprechenden

Textabschnitt nicht anders definiert.
⊕ eine direkte Summe.

Wir nennen eine symmetrische matrixwertige Funktion M(t) monoton nicht fallend
(streng monoton wachsend) auf dem reellen Intervall I, falls M(t2) − M(t1) ≥ 0

(M(t2) −M(t1) > 0) für alle t1, t2 ∈ I, t1 < t2, gilt. Wir sagen sie ist monoton nicht
wachsend (streng monoton fallend) auf I, falls M(t1)−M(t2) ≥ 0 (M(t1)−M(t2) > 0)

für alle t1, t2 ∈ I, t1 < t2, gilt. Ferner nennen wir eine Menge diskret, falls sie nur aus
isolierten Punkten besteht, d.h. falls sie keine Häufungspunkte besitzt.
Wir verstehen unter f(t−) (bzw. f(t+)) den üblichen „linksseitigen“ („rechtsseitigen“)
Grenzwert der Funktion f . Ist f ganzzahlig, so bedeutet dies, dass ein ε > 0 so
existiert, dass f konstant auf [t − ε, t) (bzw. auf (t, t + ε]) ist und diesen Wert
bezeichnen wir mit f(t−) bzw. f(t+).
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1 Einleitung

Die Oszillationstheorie linearer Differentialgleichungen begann mit den Untersuchun-
gen gewöhnlicher linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung von J. C. F. Sturm
[45] im Jahre 1836 und wurde durch J. Liouville [31] vorangetrieben. Auf letzteren
geht die Betrachtung der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertprobleme zweiter Ordnung
zurück. Obwohl diese Theorie in der Physik vielfältige Anwendungen findet (es sei
bemerkt, dass diese allgemeine Randwertprobleme expliziter linearer Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung beinhaltet, siehe etwa [[48], Kapitel VI §26]), konnte vor dem
Jahr 1911 kein Analogon dieser Theorie für Systeme höherer Ordnung gefunden wer-
den. In diesem Jahr erweiterte G. D. Birkhoff [6, 7] die Betrachtungen auf Systeme
dritter Ordnung. C. N. Reynolds Jr. [41] vermochte einige Resultate von G. D.

Birkhoff auf Systeme n-ter Ordnung zu übertragen.
In der ersten Dekade des 20. Jahrhunderts stellte D. Hilbert [20] einen Zusam-
menhang zwischen Randwertproblemen selbstadjungierter Differentialgleichungssyste-
me und der Variationsrechnung her. Die Bedeutsamkeit dieses Zusammenhangs, ins-
besondere bezüglich der Sturmschen Theorie, hob M. Morse 1930 in [35] (siehe auch
[36, 37]) hervor und gab der Oszillationstheorie mit seinen Betrachtungen zahlreiche
neue Impulse. M. Morse vermochte zudem einen Satz zu erzielen, der die Anzahl aller
Eigenwerte bis zu einer gewissen Grenze mit so genannten „konjugierten Punkten“ von
speziellen Lösungen des betrachteten Differentialgleichungssystems vergleicht. Aufbau-
end auf diese Theorie trug W. T. Reid [39, 40] viele Erweiterungen der Sturmschen
Theorie bei.
C. Carathéodory [14] fand einen neuen Zugang zur Feldtheorie, mitunter auch als
Königsweg bezeichnet, der den Zusammenhang von dem Fundamentalsatz vonK. Wei-

erstraß mit der Identität von M. Picone [38] herstellt. Dieser begründet einerseits
die Wichtigkeit von konjugierten Basen und fokalen Punkten, die wir in den Kapiteln
3 und 4 einführen werden, andererseits ermöglichte diese Identität die Untersuchung
der Definitheit quadratischer Funktionale (siehe etwa [25, 28]), die für den globalen
Oszillationssatz, der im Kapitel 6 präsentiert wird, wichtig ist. C. Carathéodory
erweiterte zudem den Lösungsbegriff von Differentialgleichungen dahingehend, dass er
als Lösungen von diesen absolut stetige Funktionen definierte, die die Ableitungsbedin-
gungen der Differentialgleichung fast überall im Sinne von H.L. Lebesgue erfüllen.
Diesem Ansatz möchten wir in dieser Arbeit folgen.
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Eine ausführliche historische Darstellung der Oszillationstheorie bis etwa 1970 findet
man in den Büchern von W.A. Coppel [16], C.A. Swanson [47] und W. T. Reid

[40].
Die Identität von Picone verallgemeinerten W. Kratz und A. Peyerimhoff. Sie
machten sich diese in den 1984 bzw. 1985 erschienenen Arbeiten [23, 24] zunutze und
erarbeiteten eine umfassende Theorie für Sturm-Liouvillesche Eigenwertprobleme ge-
rader Ordnung, in der sie einen Oszillationssatz für die zugehörigen Hamiltonschen
Systeme bewiesen. Hamiltonsche Systeme sind 2n × 2n-Differentialgleichungssysteme
der Form

J
(

ẋ

u̇

)
= H

(
x

u

)
,

wobei

J =

(
0 −I

I 0

)
und H =

(
−C + λC0 AT

A B

)

mit einem reellen (Eigenwert-)Parameter λ ist. Der (lokale) Oszillationssatz besagt,
dass die Anzahl aller Eigenwerte des betrachteten Eigenwertproblems kleiner oder
gleich λ (inkl. Vielfachheiten) bis auf eine Konstante, die sich aus der Asymptotik
für λ → −∞ ergibt, gleich der Anzahl aller fokaler Punkte einer geeigneten von den
Randbedingungen abhängigen konjugierten Basis des zugrunde liegenden Hamilton-
schen Systems (inkl. Vielfachheiten) plus der Anzahl der negativen Eigenwerte einer
zugehörigen quadratischen Matrix ist.
In seiner Dissertation an der Universität Ulm verallgemeinerte G. Baur [3] 1986 dieses
Resultat dahingehend, dass er die spezielle Gestalt des Hamiltonschen Systems fallen
ließ. In dem 1995 veröffentlichten Buch [25] verallgemeinerteW. Kratz dieses Resultat
wiederum in mehrerlei Hinsicht. Zum einen durften gewisse Randbedingungen von λ

abhängen, zum anderen vermochte er einen Oszillationssatz für Hamiltonsche Systeme
zu beweisen, für die

H(t, λ) =

(
−C(t) + λC0(t) AT(t, λ)

A(t, λ) B(t, λ)

)

für alle festen t ∈ [a, b] monoton wachsend in λ auf R und B ≥ 0 auf I × R ist. Da-
bei war statt C − λC0 eine beliebige stetige Funktion C1(·, λ) zugelassen. Schließlich
gelang ihm die Angabe eines globalen Oszillationssatzes. Dieser besagt, dass unter der
zusätzlichen Annahme der Positivität eines gewissen quadratischen Funktionals die von
der Asymptotik für λ → −∞ abhängigen Konstante gleich Null ist, siehe hierzu auch
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[27]. Der globale Oszillationssatz liefert also eine explizite Formel zur Berechnung aller
Eigenwerte kleiner oder gleich λ in Abhängigkeit der Anzahl der fokalen Punkte einer
geeigneten konjugierten Basis des zugrunde liegenden Hamiltonschen Systems.
Beide Autoren setzen in ihren Arbeiten jedoch voraus, dass das zugrunde liegende
Hamiltonsche System streng normal ist, vergleiche [[25], Definition 4.1.2]. Strenge Nor-
malität eines Hamiltonschen Systems impliziert, dass das System steuerbar ist, siehe
[[25], Definition 4.1.1], was wiederum damit äquivalent ist, dass die fokalen Punkte jeder
konjugierten Basis des Hamiltonschen Systems isoliert sind, vergleiche [[25], Theorem
4.1.3]. Weiterhin impliziert die strenge Normalität, dass die Eigenwerte des betrachte-
ten Eigenwertproblems isoliert sind, siehe [[25], Lemma 7.1.1].
Das zentrale neue Resultat dieser Arbeit ist, dass wir die Voraussetzung der strengen
Normalität, insbesondere die Annahme der Steuerbarkeit, fallen lassen. Um die Iso-
liertheit der Eigenwerte des betrachteten Eigenwertproblems und der fokalen Punkte
einer konjugierten Basis des zugrunde liegenden Hamiltonschen Systems, die selbstver-
ständlich nach wie vor benötigt werden, zu gewährleisten, müssen diese Begriffe enger
gefasst werden. Der neue Begriff des eigentlichen Eigenwertes eines Eigenwertproblems
erlaubt es Systeme zu betrachten, deren „Ausgangsmatrix C0“ auf Teilintervallen iden-
tisch gleich Null ist. Damit erschließt sich eine neue Klasse von Sturm-Liouvilleschen
Eigenwertproblemen, siehe Bemerkung 6.2. Der erstmals in [28] definierte Begriff des
verallgemeinerten (hier: eigentlichen) fokalen Punktes einer konjugierten Basis erlaubt
die Untersuchung von nicht-steuerbaren Hamiltonschen Systemen. Da wir die Annah-
me der Steuerbarkeit des dem Eigenwertproblem zugrunde liegenden Hamiltonschen
Systems fallen lassen, vermögen wir Eigenwertprobleme mit nicht separierten Randbe-
dingungen auf Eigenwertprobleme mit separierten Randbedingungen zurückzuführen,
vergleiche Abschnitt 6.3.
Wir möchten einige aktuelle Untersuchungen der Oszillation linearer Hamiltonscher
Systeme erwähnen. Diese gehen in drei Richtungen, die allesamt verschieden von der
von uns betrachteten Untersuchung sind. M. Bohner, O. Došlý und W. Kratz un-
tersuchen in [11, 17, 29] Oszillationssätze diskreter Eigenwertprobleme, deren zugrunde
liegende Differenzengleichungssysteme symplektische Gestalt besitzen.
D.R. Anderson, F. Meng, S. Kumari, S. Umamaheswaram und Q. Yang u.a.
beschäftigen sich mit der qualitativen Natur der Lösungen von linearen Hamilton-
schen Systemen, d.h. sie untersuchen Fragestellungen, unter welchen Voraussetzungen
eine konjugierte Basis eines Hamiltonschen Systems auf einem Intervall [a,∞), a ∈ R,
unendlich viele fokale Punkte besitzt. Dabei werden in allen Veröffentlichungen dies-
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bezüglich stets B(t) > 0, t ∈ [a,∞), und damit insbesondere die Steuerbarkeit des
zugrunde liegenden Systems, vorausgesetzt (siehe etwa die Arbeiten [1, 15, 18, 30, 32,
33, 34, 46, 49, 50]). In eine andere Richtung gehen die Untersuchungen von M. Boh-

ner und R. Hilscher in [13], bzw. von M. Bohner und O. Došlý in [12]. In diesen
Arbeiten untersuchen sie Eigenwertprobleme, bzw. die qualitative Natur von Lösun-
gen von Hamiltonschen Systemen, auf time-scales, ein Konzept welches die diskreten
und zeitstetigen Systeme verallgemeinert und beide zusammen führt. Siehe hierzu auch
[9, 10].
Wir möchten nun den Aufbau dieser Arbeit darlegen. Im zweiten Kapitel stellen wir
Hilfsmittel aus der Matrix Analysis zusammen, die bis auf Satz 2.3, der neu zu sein
scheint, [25] entliehen und zum Teil nur Spezialfälle dort formulierter allgemeinerer
Sätze sind.
Bekannte Resultate aus der Theorie der Hamiltonschen Systeme geben wir im dritten
Kapitel an. Dabei spielt der dort definierte Begriff einer konjugierten Basis eines Ha-
miltonschen Systems eine zentrale Rolle in dieser Arbeit.
Im vierten Kapitel führen wir den Begriff des eigentlichen fokalen Punktes einer kon-
jugierten Basis ein. In [28] definiert W. Kratz zunächst, wann eine konjugierte Basis
keinen eigentlichen (dort: verallgemeinerten) fokalen Punkt in dem betrachteten In-
tervall besitzt. Darauf aufbauend wird dann in dieser Arbeit ein eigentlicher (dort:
verallgemeinerter) fokaler Punkt definiert. Da jedoch in jener Arbeit die Vielfachheit
eines eigentlichen (dort: verallgemeinerten) fokalen Punktes nicht benötigt wird, ist die
Definition der Vielfachheit eines eigentlichen fokalen Punktes folglich neu. Der Satz 4.1,
der eine Formel für die lokale Änderung der Anzahl aller eigentlichen fokalen Punk-
te einer konjugierten Basis auf dem betrachteten Intervall bezüglich λ angibt, ist der
wichtigste Satz in dieser Arbeit.
Im fünften Kapitel führen wir den neuen Begriff des eigentlichen Eigenwertes einer
konjugierten Basis eines Hamiltonschen Systems ein. Wir zeigen, dass die eigentlichen
Eigenwerte isoliert sind und geben zwei charakteristische Gleichungen für die eigentli-
chen Eigenwerte an. Ferner leiten wir eine Transformation eines Hamiltonschen Systems
und der Randbedingungen auf kanonische Form her, mit der wir den Indexsatz für
Eigenwertprobleme, Satz 5.2, beweisen.
Die Hauptresultate zur Oszillation linearer Hamiltonscher Systeme sind im sechsten
Kapitel aufgeführt. Dort werden wir ebenfalls erläutern, wie man das Eigenwertpro-
blem mit nicht separierten Randbedingungen auf den Fall separierter Randbedingungen
zurückführen kann.
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In dieser Arbeit benutzen wir einige mathematische Grundlagen wie etwa den Existenz-
und Eindeutigkeitssatz für stückweise stetige lineare Differentialgleichungssysteme und
deren lineare Abhängigkeit von einem reellen Parameter λ oder aber die Moore-Penrose
Inverse einer Matrix. Um das Wesentliche nicht aus den Augen zu verlieren, sind diese
Hilfsmittel im Anhang aufgelistet und wir werden an den jeweiligen Stellen, an denen
wir sie benötigen, auf diese verweisen.
Abschließend möchten wir die vorliegende Arbeit anhand dreier Beispiele motivieren.

Beispiel 1.1. (Sturm-Liouville)
Es sei das Eigenwertproblem

(SL) (py′)′ − qy + λy = 0

mit y(0) = y(1) = 0 (so genannten Dirichletschen Randbedingungen) gegeben. Dabei
sei λ ∈ R ein reeller (Eigenwert-)Parameter und p, q seien stetige Funktionen auf
[0, 1] mit p(t) > 0 für alle t ∈ [0, 1]. Bezeichnet y nun die Hauptlösung von (SL)
bei 0, d.h. ist y eine Lösung von (SL) mit y(0) = 0, p(0)y′(0) = 1, so besagt ein
bekanntes Resultat aus der Theorie der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertprobleme, dass
die Anzahl der Nullstellen der Funktion y = y(·; λ) im Intervall (0, 1] gleich der Anzahl
der Eigenwerte, die kleiner oder gleich λ sind, für alle λ ∈ R ist. Dabei ist λ ∈ R ein
Eigenwert des obigen Eigenwertproblems falls es eine nichttriviale Lösung y gibt, die
(SL) und den Dirichletschen Randbedingungen genügt.
Substituiert man in der Gleichung (SL) etwa x := y und u := py′, so ist die Hauptlösung
von (SL) bei 0 gegeben durch die Lösung des Anfangswertproblems

ẋ =
1

p
u, u̇ = (q − λ)x, x(0) = 0, u(0) = 1

mit der in diesem Zusammenhang üblichen Notation ẋ, u̇ anstelle von x′, u′.

Beispiel 1.2.
Wir diskutieren nun drei Eigenwertprobleme im skalaren Fall (d.h. n = 1) jeweils
bestehend aus dem linearen Hamiltonschen System

ẋ = Bu, u̇ = (C − λC0)x

mit

B(t) :=





1, t ∈ [0, π]

0, t ∈ (π, 2π],
C(t) :=




−1, t ∈ [0, π]

0, t ∈ (π, 2π],
C0(t) :=





0, t ∈ [0, π]

1, t ∈ (π, 2π],
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und den Randbedingungen

(i) x(0) = x(2π) = 0 (Dirichletsche Randbedingungen).

(ii) x(0) = u(2π) = 0.

(iii) u(0) = u(2π) = 0.

Wie üblich heißt λ ∈ R ein Eigenwert dieses Eigenwertproblems, falls es eine nichttrivia-
le Lösung (x, u) dieses linearen Hamiltonschen Systems gibt, die die Randbedingungen
erfüllt.
Die Lösung des Hamiltonschen Systems mit den Anfangswerten x(0, λ) = 0, u(0, λ) = 1,
λ ∈ R, ist gegeben durch

x(t, λ) =





sin t, t ∈ [0, π]

0, t ∈ (π, 2π],
u(t, λ) =





cos t, t ∈ [0, π]

−1, t ∈ (π, 2π].

Skizze von x.

x(t, λ)

t

Damit ist jedes λ ∈ R ein Eigenwert des Eigenwertproblems (i), so dass sich im Sinne
unserer Untersuchungen keine sinnvolle Theorie ergeben würde. Im Eigenwertproblem
(ii) gibt es wegen u(2π, λ) = −1 6= 0 für alle λ ∈ R hingegen keine Eigenwerte.
Schließlich ist die Lösung des gegebenen Hamiltonschen Systems mit den Anfangswer-
ten x(0, λ) = 1, u(0, λ) = 0, λ ∈ R, gegeben durch

x(t, λ) =





cos t, t ∈ [0, π]

−1, t ∈ (π, 2π],
u(t, λ) =




− sin t, t ∈ [0, π]

λ(t− π), t ∈ (π, 2π].
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Skizze von x.

x(t, λ)

t

Es gibt also genau einen Eigenwert des Eigenwertproblems (iii) und dieser wird für
λ = 0 angenommen. Dabei ist die Funktion x bezüglich λ konstant.

Beispiel 1.3.
Es sei das Eigenwertproblem

ẋ = Bu, u̇ = −λC0x

mit

B(t) :=





1, t ∈ [0, π] ∪ [2π, 3π]

0, t ∈ (π, 2π),

, C0(t) :=





1, t ∈ [0, π] ∪ [2π, 3π]

0, t ∈ (π, 2π)

und den Randbedingungen
x(0) = x(3π) = 0

gegeben. Die Lösung des Differentialgleichungssystems mit den Anfangswerten
x(0) = 0, u(0) = 1 ist für λ > 0 gegeben durch

x(t, λ) =





sin(
√

λt)√
λ

, t ∈ [0, π]

sin(
√

λπ)√
λ

, t ∈ [π, 2π]

cos(
√

λπ) sin(
√

λt)− sin(
√

λπ) cos(
√

λt)√
λ

, t ∈ [2π, 3π],
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u(t, λ) =





cos(
√

λt), t ∈ [0, π]

cos(
√

λπ), t ∈ [π, 2π]

sin(
√

λπ) sin(
√

λt) + cos(
√

λπ) cos(
√

λt), t ∈ [2π, 3π].

Skizze von x(t, λ) für λ = 0, 9; 1; 1, 1:

x(t, λ)

t

λ = 0, 9

λ = 1

λ = 1, 1

Das Eigenwertproblem besitzt für λ ≤ 0 keine nichttriviale Lösung des Differentialglei-
chungssystems, die die Randbedingungen erfüllt. Im Fall λ > 0 ist λ genau dann ein
Eigenwert des gegebenen Eigenwertproblems, wenn x(3π, λ) = 0 für die obige Funkti-
on x gilt. Anhand der Skizze sieht man, dass die „linksseitigen Nullstellen“ von x mit
wachsendem λ kleiner werden. Damit bleiben sie insbesondere mit wachsendem λ im
Intervall [0, 3π] „erhalten“, und x besitzt genau dann eine „neue“ linksseitige Nullstelle,
falls x(3π, λ) = 0 gilt. Die Anzahl der linksseitigen Nullstellen von x(·, λ) ist also für al-
le δ > 0 größer als die Anzahl der linksseitigen Nullstellen von x(·, λ− δ) in [0, 3π], und
es kommt genau dann eine „neue“ linksseitige Nullstelle hinzu, wenn λ ein Eigenwert
des gegebenen Eigenwertproblems ist. Daher ist ähnlich wie in Beispiel 1.1 die Anzahl
der Eigenwerte dieses Eigenwertproblems kleiner oder gleich λ gleich der Anzahl aller
linksseitigen Nullstellen von x(·, λ) in (0, 3π].
Ferner bemerken wir, dass sowohl die linksseitigen Nullstellen von x wie auch die
„rechtsseitigen Nullstellen“ von x Sprünge haben können. Für die kleinste linksseitige
Nullstelle t0 = t0(λ) im Intervall (0, 3π] gilt etwa: t0(1) = π, t0(1−) = 2π; für die klein-
ste rechtsseitige Nullstelle τ0 = τ0(λ) im Intervall (0, 3π) gilt: τ0(1) = 2π, τ0(1+) = π.
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2 Matrix Analysis

In diesem Kapitel stellen wir einige Hilfsmittel aus der Matrix Analysis bereit, auf die
wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit zurückgreifen werden. Bis auf Satz 2.3, der neu
zu sein scheint, und Proposition 2.1, die eine Zusammenstellung bekannter Resultate
ist, sind die Resultate dieses Kapitels allesamt [25] entnommen und werden daher in
dieser Arbeit nicht bewiesen. Insbesondere der Indexsatz, Satz 2.2 (siehe auch [26]),
spielt eine zentrale Rolle für die Oszillation linearer Hamiltonscher Systeme.

Satz 2.1. ([[25], Theorem 3.1.2])
Gegeben seien m×m-Matrizen Q1, Q2 so, dass Q1Q

T
2 symmetrisch ist.

(i) Dann gibt es eine symmetrische Matrix S1 und eine Matrix S2 mit

Q1 = Q2S1 + S2, S2Q
T
2 = 0.

Gilt zusätzlich rg(Q1, Q2) = m, so gilt darüber hinaus

(ii) rg(QT
1 , QT

2 ) = m und ker Q1Q
T
2 = ker QT

1⊕ ker QT
2 .

(iii) Q1 + Q2 ist regulär, sofern Q1Q
T
2 nichtnegativ definit ist.

Korollar 2.1. ([[25], Corollary 3.1.3])

(i) Gegeben seien m×m Matrizen R1, R2, für die gilt:

R1R
T
2 = R2R

T
1 und rg(R1, R2) = m.

Dann gibt es eine symmetrische Matrix S1 und eine Matrix S2 so, dass

R1 = R2S1 + S2, S2R
T
2 = 0, ker R2 = Im ST

2 ,

ker(R1, R2) = Im

(
RT

2

−RT
1

)

gilt, und für Vektoren d1, d2 ∈ Rm gilt R1d1 + R2d2 = 0, d.h.
(

d1

d2

)
∈ ker(R1, R2),

genau dann, wenn

d1 ∈ Im RT
2 und d2 + S1d1 ∈ ker R2 = Im ST

2

gilt.
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(ii) Es seien umgekehrt eine m×m-Matrix R2 und eine symmetrische m×m-Matrix
S1 gegeben. Dann gibt es eine m×m-Matrix S2, für die gilt:

Im ST
2 = ker R2, R1R

T
2 = R2R

T
1 , rg(R1, R2) = m, wobei R1 = R2S1 + S2.

Proposition 2.1.

(i) Es seien X1, U1, X2, U2 m×m-Matrizen mit

(∗)
(

X1 X2

U1 U2

)−1

=

(
UT

2 −XT
2

−UT
1 XT

1

)
.

Dann gelten die folgenden Gleichungen:

XT
i Ui = UT

i Xi für i = 1, 2, X1X
T
2 = X2X

T
1 , U1U

T
2 = U2U

T
1 ,

XT
1 U2 − UT

1 X2 = X1U
T
2 −X2U

T
1 = I.

(ii) Es seien X2, U2 m×m-Matrizen mit

rg(XT
2 , UT

2 ) = m, XT
2 U2 = UT

2 X2.

Dann gibt es Matrizen X1, U1 so, dass die Matrizen X1, U1, X2, U2 die Gleichung
(∗) erfüllen, und so, dass X1 regulär und X−1

1 X2 ≥ 0 (oder X−1
1 X2 ≤ 0) ist.

Beweis

(i) Die Behauptung folgt aus der Gleichung
(

UT
2 −XT

2

−UT
1 XT

1

)(
X1 X2

U1 U2

)
=

(
I 0

0 I

)

und aus der Tatsache, dass eine Matrix mit ihrer Inversen kommutiert.

(ii) Wir verwenden den Beweis von [[25], Corollary 3.3.9] mit D := ηI und wählen

X1(η) := U2K
−1 + ηX2, U1(η) := −X1K

−1 + ηU2

mit K := XT
2 X2 + UT

2 U2 und η ∈ R. Dabei ist K regulär, da nach (∗)
rg(XT

2 , UT
2 ) = m gilt. Folglich ist

(
UT

2 −XT
2

−UT
1 (η) XT

1 (η)

)(
X1(η) X2

U1(η) U2

)
=

(
I 0

0 I

)
,
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d.h. (
X1(η) X2

U1(η) U2

)−1

=

(
UT

2 −XT
2

−UT
1 (η) XT

1 (η)

)
für alle η ∈ R.

Aus (i) folgt, dass X1(η)XT
2 für alle η ∈ R symmetrisch ist. Gemäß Satz 2.1(i)

existiert daher eine symmetrische Matrix S1 ∈ Rm×m und eine Matrix S2 ∈ Rm×m

mit
X1(0) = X2S1 + S2, S2X

T
2 = 0.

Dann ist
X1(η)XT

2 = (X1(0) + ηX2)X
T
2 = X2(S1 + ηI)XT

2

nichtnegativ (nichtpositiv) definit für genügend großes (kleines) η ∈ R.
Da X1(η)XT

2 symmetrisch ist und nach (∗) rg(X1(η), X2) = m gilt, sind die
Voraussetzungen von Satz 2.1(iii) mit Q1 = X1(η), Q2 = X2 (mit Q1 = X1(η),

Q2 = −X2) erfüllt. Demnach ist X1(η) regulär für genügend großes (kleines)
η ∈ R. Damit ist

X−1
1 (η)X2 = X−1

1 (η)X1(η)XT
2 (X−1

1 )T(η) = X−1
1 (η)X2(S1 + ηI)XT

2 (X−1
1 )T(η) ≥ 0

(X−1
1 (η)X2 ≤ 0) für genügend großes (kleines) η ∈ R. Setzt man nun mit diesem

genügend großen (kleinen) η

X1 := X1(η), U1 := U1(η),

so ergibt sich die Behauptung.

¤

Proposition 2.2. ([[25], Proposition 3.2.3])
Es sei Q(t) eine hermitische m×m-matrixwertige Funktion auf einem Intervall J ⊂ R
mit den Eigenwerten µ1(t), . . . , µm(t) mit µ1(t) ≤ . . . ≤ µm(t) für t ∈ J . Dann gilt für
alle ν = 1, . . . ,m:

(i) µν(t) ist stetig auf J , falls Q(t) stetig auf J ist.

(ii) µν(t) ist monoton nicht wachsend (nicht fallend) auf J , falls Q(t) monoton nicht
wachsend (nicht fallend) auf J ist.
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Satz 2.2. (Indexsatz, siehe [25], Theorem 3.4.1)
Es seien reelle m×m-Matrizen R1, R2, X, U gegeben, die den Gleichungen

rg(R1, R2) = rg(XT, UT ) = m, R1R
T
2 = R2R

T
1 , XTU = UTX

genügen, sowie m×m-matrixwertige Funktionen X(t), U(t) definiert auf [−ε, ε], ε > 0,
für die gilt:

XT(t)U(t) = UT(t)X(t) für t ∈ [−ε, ε], und
X(t) → X, U(t) → U für t → 0;

X(t) ist regulär für t ∈ [−ε, ε] \ {0};
und

U(t)X−1(t) ist monoton nicht wachsend für t ∈ [−ε, 0) und für t ∈ (0, ε].

Ferner seien
M(t) := R1R

T
2 + R2U(t)X−1(t)RT

2 ,

Λ(t) := R1X(t) + R2U(t),

Λ := R1X + R2U.

Dann existieren ind M(0+), ind M(0−) und def Λ(0+) und es gilt:

ind M(0+)− ind M(0−) = def Λ− def Λ(0+)− def X.

Genauer gilt das

Korollar 2.2. ([[25], Corollary 3.4.2])
Es gelten die Voraussetzungen und die Notation des vorangegangenen Indexsatzes 2.2.
Die orthogonale Zerlegung von Im RT

2 in Im X und dessen orthogonales Komplement
führt auf eine eindeutige Matrix S∗ und eine Matrix S mit

RT
2 = XS + S∗ mit XTS∗ = 0.

Ferner sei T eine Matrix mit

Im T = ker S∗, und es sei Q := TTΛST.

Dann gilt:

ind M(0+) = ind Q + m− rgT + def Λ− def Λ(0+)− def X, und

ind M(0−) = ind Q + m− rgT.
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Bemerkung 2.1.
Beachte, dass die Matrix S∗ des vorangegangenen Korollars 2.2 nicht die hermitesch
konjugierte Matrix von S bezeichnet, wie es eine gängige Notation ist. Wir haben an
dieser Stelle die Notation von [25] übernommen.

Der nachstehende Satz ist zentral für die Transformation der Randbedingungen auf
„kanonische Form“, siehe Lemma 5.4. Dieser Satz scheint ein neues Resultat zu sein,
das in der Literatur noch nicht aufgetreten ist.

Satz 2.3.
Es seien R ∈ Rm×n, m ≤ n, und r ∈ {0, . . . , m}. Dann gibt es eine reguläre Matrix
Z ∈ Rn×n und eine Matrix C ∈ Rr×(m−r) mit

RZ =

(
R11 CR22

0 R22

)

mit gewissen Matrizen R11 ∈ Rr×r und R22 ∈ R(m−r)×(n−r).

Beweis
Es sei k1 die maximale Anzahl von linear unabhängigen Vektoren c1, . . . , ck1 ∈ Rr,
für die es gewisse z1, . . . , zk1 ∈ Rn mit Rzν = (cTν , 0)T, ν = 1, . . . , k1, gibt. Es sei
{zk1+1, . . . , zk2} eine Basis von ker R. Dann sind die Vektoren z1, . . . , zk2 linear unab-
hängig. Es ist

rgR ≤ k1 + m− r

und damit
r ≤ m− n + k1 + def R ≤ k1 + def R = k2.

Es seien nun weitere Vektoren zk2+1, . . . , zn ∈ Rn so gegeben, dass {z1, . . . , zn} eine
Basis des Rn bildet. Setzt man Z := (z1, . . . , zn), so ist

RZ = (Rz1, . . . , Rzn) =

(
R11 R12

0 R22

)

mit gewissen Matrizen R11 ∈ Rr×r, R12 ∈ Rr×(n−r), R22 ∈ R(m−r)×(n−r).
Ferner ist ker R22 ⊂ ker R12, denn sei d ∈ ker R22, so ist

RZ

(
0

d

)
=

(
R12d

0

)
.
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Es sei angenommen, es wäre d 6∈ ker R12. Dann wäre Z

(
0

d

)
linear abhängig von den

Vektoren z1, . . . , zk1 , k1 ≤ r, d.h.

Z

(
0

d

)
=

k1∑
ν=1

ανzν =
n∑

ν=r+1

dνzν ,

mit d = (dr+1, . . . , dn)T und gewissen α1, . . . , αk1 ∈ R.
Da die Vektoren z1, . . . , zk1 , zr+1, . . . , zn jedoch linear unabhängig sind, hieße dies d = 0

im Widerspruch zu d 6∈ ker R12.
Es implizieren

Rn−r = ker R22 ⊕ Im RT
22 = ker R12 ⊕ Im RT

12

und ker R22 ⊂ ker R12, dass Im RT
12 ⊂ Im RT

22 gilt, d.h. es ist R12 = CR22 mit einer
gewissen Matrix C ∈ Rr×(n−r).

¤

Bemerkung 2.2.
Ein alternativer Beweis für den Satz 2.3 ergibt sich mit dem Gaußschen Eliminations-
verfahren. Hierbei bringt man zunächst die Matrix R mittels elementarer Spaltenope-
rationen auf Spaltenstufenform. Durch Vertauschen von Spalten erreicht man nun stets
eine Gestalt (

R11 R12

0 R22

)

mit gewissen Matrizen R11 ∈ Rr×r, R12 ∈ Rr×(n−r), R22 ∈ R(m−r)×(n−r) so, dass man die
Einträge der Matrix R12 durch elementare Zeilenoperationen der Matrix R22 darstellen
kann.
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3 Hamiltonsche Systeme

In diesem Kapitel tragen wir bekannte Resultate aus [25, 28] über das lineare
Hamiltonsche System

(H) ẋ = Ax + Bu, u̇ = (C − λC0)x− ATu,

zusammen. Differentialgleichungssysteme dieser Form haben ihren Ursprung in der
Variationsrechnung, siehe etwa [[4], Kapitel 25], [[25], Chapter 1.3, 2.3 und 8.2] und
[43]. Sie besitzen eine symplektische Struktur, d.h. es gilt HTJ + JH ≡ 0, wobei

H = H(t, λ) :=

(
A(t) B(t)

C(t)− λC0(t) −AT(t)

)
, J :=

(
0 −I

I 0

)
.

Wir legen die folgenden Annahmen zu Grunde:

(A)

A,B, C,C0 sind stückweise stetige, reelle, auf dem Intervall I := [a, b]

erklärte n× n-matrixwertige Funktionen;
B(t), C(t) und C0(t) sind symmetrisch für alle t ∈ I; und es ist
B(t) ≥ 0, C0(t) ≥ 0 für alle t ∈ I.

Bemerkung 3.1. (Lösungsbegriff)

(i) Da wir in der Annahme (A) lediglich voraussetzen, dass die im Hamiltonschen
System (H) auftretenden vektorwertigen Funktionen stückweise stetig sind, kann
es vorkommen, dass die Funktionen Ax+Bu, bzw. (C−λC0)x−ATu, an endlich
vielen Stellen Sprünge aufweisen, so dass die Ableitung von x, bzw. von u, an
diesen Stellen nicht existiert. Wir lesen dann ẋ, bzw. u̇, als Ableitung von x, bzw.
von u, außer in endlich vielen Stellen, in denen ẋ, bzw. u̇, nicht definiert ist.
Gemäß Satz A.3 verstehen wir unter einer Lösung des Hamiltonschen Systems
(H) das Paar zweier absolut stetiger Funktionen (x, u) mit

x(t)− x(τ) =

∫ t

τ

{A(ξ)x(ξ) + B(ξ)u(ξ)} dξ,

u(t)− u(τ) =

∫ t

τ

{(C(ξ)− λC0(ξ))x(ξ)− AT(ξ)u(ξ)} dξ.

Die Existenz und Eindeutigkeit solcher Lösungen sowie die Abhängigkeit der
Lösungen von dem Parameter λ werden wir im Anhang A.1 diskutieren.
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(ii) Es gelte (A). Unter einer (n × m)-matrixwertigen Lösung des
Hamiltonschen Systems (H) verstehen wir das Paar zweier absolut stetiger n×m-
matrixwertiger Funktionen (X,U), die das Differentialgleichungssystem

Ẋ = AX + BU, U̇ = (C − λC0)X − ATU

im Sinne von (i) lösen.
Wir werden im Verlauf dieser Arbeit stets vektorwertige Lösungen von (H) mit
Kleinbuchstaben, matrixwertige Lösungen von (H) mit Großbuchstaben bezeich-
nen.

Untersuchen wir explizit den Einfluss der Variablen λ auf eine matrixwertige Lösung
von (H), so werden wir (X, U)(t; λ) schreiben. Verzichten wir hingegen auf die Angabe
der Variable λ, so heißt dies, die entsprechende Behauptung gilt für alle (fest gewählten)
λ ∈ R. Ferner werden wir der Übersichtlichkeit halber an gewissen Stellen ebenfalls auf
die Angabe der Variablen t verzichten. Dies bedeutet, dass die entsprechende Aussage
für alle t ∈ I gilt.

Proposition 3.1. ([[25], Proposition 1.1.1])
Es gelte (A) und es seien (X1, U1), (X2, U2) zwei n × m-matrixwertige Lösungen von
(H). Dann ist die Wronski-Matrix

{XT
1 U2 − UT

1 X2}(t)

konstant auf I.

Beweis
Wir verifizieren die Behauptung mittels Differentiation. Für alle t ∈ I ist

d
dt
{XT

1 U2 − UT
1 X2} = (AX1 + BU1)

TU2 + XT
1 ((C − λC0)X2 − ATU2)

−((C − λC0)X1 − ATU1)
TX2 − UT

1 (AX2 + BU2)

= 0.

¤

Korollar 3.1.
Es gelte (A) und es sei (X, U) eine n × m-matrixwertige Lösung von (H). Dann ist
{XTU − UTX}(t) konstant auf I.
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Beweis
Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Proposition 3.1 durch Setzen von
X1 = X2 = X, U1 = U2 = U . ¤

Proposition 3.2.
Es gelte (A) und es sei (X, U) eine n × m-matrixwertige Lösung von (H). Dann ist
rg(XT, UT)(t) konstant auf I.

Beweis
Es sei Φ(t) ∈ R2n×2n eine Fundamentalmatrix von (H). Dann ist jede matrixwertige Lö-
sung (X, U) von (H) von der Form (XT, UT)T(t) = Φ(t)M mit einer konstanten Matrix
M ∈ R2n×m. Da Φ(t) regulär für alle t ∈ I ist, ergibt sich die Behauptung. ¤

Wir werden im weiteren Verlauf eine n× n-matrixwertige Lösung (X, U) von (H) mit
maximalem Rang so wählen, dass die resultierende Wronski-Matrix die Nullmatrix ist.
Die hiermit erzielte Symmetrie von XTU wird sich als hilfreich erweisen.

Definition 3.1.
Es gelte (A).

(i) (X, U) heißt konjugierte Basis von (H), falls (X,U) eine n × n-matrixwertige
Lösung von (H) ist, für die gilt:

rg(XT, UT) ≡ n und {XTU − UTX} ≡ 0 auf I.

(ii) Zwei konjugierte Basen (X1, U1), (X2, U2) von (H) heißen normalisierte konjugier-
te Basen von (H), falls {XT

1 U2 − UT
1 X2} ≡ I auf I gilt.

Bemerkung 3.2.

(i) Weitere Bezeichnungen für matrixwertige Lösungen (X,U) von (H), bei denen
XTU symmetrisch ist, sind „prepared solutions“ [19], „isotropic solutions“ [16] und
„conjugate solutions“ [40, 44]. Ferner wird eine konjugierte Basis von (H) auch als
„Lagrange plane“ [2] benannt.



3 Hamiltonsche Systeme 18

(ii) Da eine konjugierte Basis (X, U) von (H) eine Lösung des Hamiltonschen Systems
(H) mit maximalem Rang ist, kann man (X,U) als „halbe Fundamentalmatrix“
von (H) ansehen. Sind (X1, U1), (X2, U2) normalisierte konjugierte Basen von (H),
so bildet (

X1 X2

U1 U2

)

eine Fundamentalmatrix von (H).

Proposition 3.3.
Es gelte (A) und es sei (X2, U2) eine konjugierte Basis von (H). Ferner sei t0 ∈ I.
Dann existiert eine konjugierte Basis (X1, U1) von (H) so, dass (X1, U1), (X2, U2) nor-
malisierte konjugierte Basen von (H) sind, und dass X1(t0) regulär und {X−1

1 X2}(t0)
nichtnegativ (oder nichtpositiv) definit ist.

Beweis
Gemäß Proposition 2.1 existieren Matrizen X1, U1 ∈ Rn×n so, dass
XT

1 U2(t0)− UT
1 X2(t0) = I, X1 regulär ist und X−1

1 X2(t0) ≥ 0 (X−1
1 X2(t0) ≤ 0) gilt.

Es sei nun (X1, U1)(t) die matrixwertige Lösung von (H) mit den Anfangswerten
X1(t0) = X1, U1(t0) = U1. Dann erfüllt diese Lösung gemäß Proposition 3.1 und der
Definition normalisierter konjugierter Basen von (H), Definition 3.1, die Behauptung.

¤

Mit der Proposition 2.1 ergibt sich unmittelbar die

Proposition 3.4. ([[25], Proposition 1.1.5])
Es gelte (A) und es seien (X1, U1), (X2, U2) normalisierte konjugierte Basen von (H).
Dann gelten die folgenden Gleichungen für alle t ∈ I:

XT
i Ui = UT

i Xi für i = 1, 2, X1X
T
2 = X2X

T
1 , U1U

T
2 = U2U

T
1 ,

XT
1 U2 − UT

1 X2 = X1U
T
2 −X2U

T
1 = I.

Proposition 3.5.
Es gelte (A) und es seien (X1, U1), (X2, U2) normalisierte konjugierte Basen von (H).
Dann ist

{X−1
1 X2}(t)

monoton nicht fallend auf allen Intervallen, auf denen X1 regulär ist.
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Beweis
Wir verifizieren die Behauptung mittels Differentiation. Für alle t ∈ I, für die X1(t)

regulär ist, gilt:

d
dt

X−1
1 X2 = −X−1

1 Ẋ1X
−1
1 X2 + X−1

1 Ẋ2

= −X−1
1 (AX1 + BU1)X

−1
1 X2 + X−1

1 (AX2 + BU2)

= X−1
1 B(U2 − U1X

−1
1 X2)

= X−1
1 B(X−1

1 )T ≥ 0

¤

Satz 3.1. ([[28], Theorem 3])
Es gelte (A) und es sei (X, U) eine konjugierte Basis von (H). Dann ist ker X(t) stück-
weise konstant auf I. Genauer: Es gibt a = t0 < t1 < · · · < tm = b so, dass für alle
ν = 1, . . . ,m gilt:

ker X(t) ist konstant auf (tν−1, tν) und es ist

ker X(t) ⊂ ker X(tν−1) ∩ ker X(tν) für alle t ∈ (tν−1, tν).

Korollar 3.2.
Es gelte (A) und es sei (X, U) eine konjugierte Basis von (H). Dann existieren

(i) ker X(t−) für alle t ∈ (a, b] und

(ii) ker X(t+) für alle t ∈ [a, b).
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4 Eigentliche fokale Punkte

In diesem Kapitel untersuchen wir so genannte fokale Punkte („Nullstellen“) einer kon-
jugierten Basis (X, U) von

(H) ẋ = Ax + Bu, u̇ = (C − λC0)x− ATu.

Dies sind Stellen t0 ∈ I := [a, b], an denen X(t0) singulär ist. Insbesondere sind wir an
einer Formel für die lokale Änderung der Anzahl aller fokalen Punkte einer konjugier-
ten Basis von (H) in dem Intervall I (inklusive Vielfachheiten) bezüglich λ interessiert.
Im Hinblick auf diese Fragestellung ist es unerlässlich, dass die fokalen Punkte einer
konjugierten Basis von (H) isoliert sind. In den Beispielen 1.2(i),(ii) und 1.3 (mit λ = 1)
haben wir jedoch gesehen, dass dies ohne weitere Voraussetzungen im allgemeinen nicht
der Fall ist. Daher muss der Begriff des fokalen Punktes einer konjugierten Basis von
(H) wie in [28] enger gefasst werden, was uns auf die Definition eines eigentlichen fo-
kalen Punktes einer konjugierten Basis von (H) führt.
Der Satz 4.1, der eine Formel für die lokale Änderung der Anzahl der eigentlichen foka-
len Punkte einer konjugierten Basis von (H) in I bezüglich λ angibt, ist der wichtigste
Satz der vorliegenden Arbeit.

Definition 4.1.
Es gelte (A).

(i) t0 ∈ I heißt fokaler Punkt von X für eine konjugierte Basis (X,U) von (H), falls
die Matrix X(t0) singulär ist. Die Zahl def X(t0) heißt Vielfachheit des fokalen
Punktes t0 von X.

(ii) t0 ∈ (a, b] heißt eigentlicher fokaler Punkt von X für eine konjugierte Basis (X,U)

von (H), falls
ker X(t0) % ker X(t0−)

gilt. Die Zahl def X(t0) − def X(t0−) heißt Vielfachheit des eigentlichen fokalen
Punktes t0 von X.

Bemerkung 4.1.

(i) Ist (X, U) eine konjugierte Basis von (H), so existieren ker X(t0−) für alle
t0 ∈ (a, b] und ker X(t0+) für alle t0 ∈ [a, b) nach Korollar 3.2. Mit Korollar
A.1 folgt die Stetigkeit von X auf I, so dass ker X(t0−)∪ker X(t0+) ⊂ ker X(t0)

für alle t0 ∈ (a, b) sowie ker X(a+) ⊂ ker X(a) und ker X(b−) ⊂ ker X(b) gilt.
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(ii) Aufgrund der Definition 4.1 ergibt sich unmittelbar, dass jeder eigentliche fokale
Punkt einer konjugierten Basis von (H) insbesondere auch ein fokaler Punkt die-
ser konjugierten Basis ist. Umgekehrt ist dieses (bis auf t0 = a) im Allgemeinen
genau dann der Fall, wenn das Hamiltonsche System (H) steuerbar ist, vergleiche
[[25], Definition 4.1.1]. Dieses ergibt sich unmittelbar aus [[25], Theorem 4.1.3].
In diesem Fall sind die Vielfachheiten des eigentlichen fokalen Punktes einer kon-
jugierten Basis von (H) und des fokalen Punktes dieser konjugierten Basis gleich.

(iii) Die Definition eines eigentlichen fokalen Punktes von X für eine konjugierte Basis
(X, U) von (H) wurde [[28], Definition 2], bzw. [[28], Remark 11], entnommen und
wird dort als „verallgemeinerter fokaler Punkt“ bezeichnet. Dort wird zunächst
(ohne Untersuchung der Existenz von ker X(t−) für t ∈ (a, b]) erklärt, wann X

keinen eigentlichen fokalen Punkt in (a, b] besitzt. Die Definition der Vielfachheit
eines eigentlichen fokalen Punktes t0 ∈ (a, b] einer konjugierten Basis (X,U) von
(H) ist hingegen neu.

Zur Illustration des Begriffs eines fokalen Punktes und eines eigentlichen fokalen Punk-
tes einer konjugierten Basis von (H) möchten wir das Beispiel 1.3 für λ = 1 aufgreifen.

Beispiel 4.1.
Eine konjugierte Basis (x, u) des linearen Hamiltonschen Systems

ẋ =

{
u, t ∈ [0, π] ∪ [2π, 3π]

0, t ∈ (π, 2π),
u̇ = −x

ist gegeben durch

x(t) =





sin t, t ∈ [0, π]

0, t ∈ [π, 2π]

− sin t, t ∈ [2π, 3π],

u(t) =





cos t, t ∈ [0, π]

−1, t ∈ [π, 2π]

− cos t, t ∈ [2π, 3π].
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Skizze von x.

x(t)

t

In diesem Beispiel ist jeder Punkt t ∈ [π, 2π] ∪ {0, 3π} ist ein fokaler Punkt von x.
Hingegen sind die Punkte t = π und t = 3π die einzigen eigentlichen fokalen Punkte
von x im Intervall (0, 3π].

Proposition 4.1.
Es gelte (A) und es sei (X,U) eine konjugierte Basis von (H). Dann besitzt X nur
endlich viele eigentliche fokale Punkte in (a, b]. Insbesondere sind diese Punkte stets
isoliert.

Beweis
Die Behauptung ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 3.1. ¤

Proposition 4.2.
Es gelte (A) und es seien t0 ∈ I, λ0 ∈ R. Ferner sei (X2, U2) eine konjugierte Basis von
(H). Dann existiert eine konjugierte Basis (X1, U1) von (H) so, dass

(i) (X1, U1), (X2, U2) normalisierte konjugierte Basen von (H) sind,

(ii) (X1, U1) bezüglich λ konstante Anfangsbedingungen im Punkt a besitzt, d.h.
X1(a; λ) ≡ X1(a), U1(a; λ) ≡ U1(a),

(iii) X1(t0; λ0) regulär ist, und

(iv) {X−1
1 X2}(t0; λ0) nichtnegativ (oder nichtpositiv) definit ist.
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Beweis
Nach Proposition 3.3 existiert eine konjugierte Basis (X1, U1) von (H) so, dass
(X1, U1)(·; λ0), (X2, U2)(·; λ0) normalisierte konjugierte Basen von (H) sind, X1(t0; λ0)

regulär ist und {X−1
1 X2}(t0; λ0) ≥ 0 ({X−1

1 X2}(t0; λ0) ≤ 0) gilt.
Betrachtet man nun für beliebiges λ die n× n-matrixwertige Lösung von (H) mit den
bezüglich λ konstanten Anfangsbedingungen

X1(a; λ) ≡ X1(a; λ0), U1(a; λ) ≡ U1(a; λ0),

so gelten für dieses Paar (X1, U1) nach Konstruktion (ii), (iii) und (iv). Ferner gilt mit
Proposition 3.1

{XT
1 U2 − UT

1 X2}(t; λ) ≡ {XT
1 U2 − UT

1 X2}(a; λ)

≡ {XT
1 U2 − UT

1 X2}(a; λ0) = I,

d.h. (X1, U1), (X2, U2) sind normalisierte konjugierte Basen von (H), und damit gilt (i).
¤

Lemma 4.1. ([[25], Lemma 4.1.4])
Es gelte (A) und es seien (X1, U1), (X2, U2) normalisierte konjugierte Basen von (H)
mit bezüglich λ konstanten Anfangsbedingungen im Punkt a, d.h. Xi(a; λ) ≡ Xi(a),

Ui(a; λ) ≡ Ui(a), λ ∈ R, i = 1, 2. Weiterhin seien für t ∈ I, λ ∈ R

X∗(t; λ) :=

(
0 I

X1(t; λ) X2(t; λ)

)
, U∗(t; λ) :=

(
I 0

U1(t; λ) U2(t; λ)

)
und

Φ(t; λ) :=

(
X1(t; λ) X2(t; λ)

U1(t; λ) U2(t; λ)

)
.

Dann gilt für jedes feste t ∈ I und auf allen Intervallen, auf denen X1(t; λ) regulär ist:

∂

∂λ

(
−X−1

1 X2 X−1
1

(X−1
1 )T U1X

−1
1

)
(t; λ)

= (X−1
∗ )T(t; λ)

∫ t

a

ΦT(τ ; λ)

(
−C0(τ) 0

0 0

)
Φ(τ ; λ) dτ X−1

∗ (t; λ).



4 Eigentliche fokale Punkte 24

Insbesondere ist also für jedes feste t ∈ I

(i) {X−1
1 X2}(t; λ) monoton nicht fallend in λ

(ii) {U1X
−1
1 }(t; λ) monoton nicht wachsend in λ

auf allen Intervallen, auf denen X1(t; λ) regulär ist.

Korollar 4.1.
Es gelte (A) und es seien (X1, U1), (X2, U2) normalisierte konjugierte Basen von (H)
mit bezüglich λ konstanten Anfangsbedingungen im Punkt a, d.h. Xi(a; λ) ≡ Xi(a),

Ui(a; λ) ≡ Ui(a), λ ∈ R, i = 1, 2. Ferner seien t0 ∈ I, λ0 ∈ R und X1(t0; λ) regulär auf
[λ0 − δ, λ0 + δ] für ein δ > 0.
Dann gilt für alle c ∈ ker X2(t0; λ), λ ∈ [λ0 − δ, λ0 + δ]:

∂

∂λ
cT{X−1

1 X2}(t0; λ)c = cT
∫ t0

a

XT
2 (t; λ)C0(t)X2(t; λ) dt c.

Beweis
Mit den Bezeichnungen aus Lemma 4.1 gilt

X−1
∗ (t; λ) =

(
−X−1

1 (t; λ)X2(t; λ) X−1
1 (t; λ)

I 0

)

für alle t ∈ I und λ ∈ R, für die X1(t; λ) regulär ist. Somit gilt für alle λ ∈ [λ0−δ, λ0+δ]:

∂

∂λ
cT{X−1

1 X2}(t0; λ)c

= −
(

c

0

)T
∂

∂λ

(
−X−1

1 X2 X−1
1

(X−1
1 )T U1X

−1
1

)
(t0; λ)

(
c

0

)

=

(
c

0

)T

(X−1
∗ )T(t0; λ)

∫ t0

a

ΦT(t; λ)

(
C0(t) 0

0 0

)
Φ(t; λ)dtX−1

∗ (t0; λ)

(
c

0

)

=

(
0

c

)T ∫ t0

a

ΦT(t; λ)

(
C0(t) 0

0 0

)
Φ(t; λ) dt

(
0

c

)

= cT
∫ t0

a

XT
2 (t; λ)C0(t)X2(t; λ) dt c.

¤
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Proposition 4.3.
Es gelte (A) und es sei (X,U) eine konjugierte Basis von (H) mit konstanten Anfangs-
bedingungen im Punkt a, d.h. X(a; λ) ≡ X(a), U(a; λ) ≡ U(a).
Dann sind die Räume

Ṽ :=
⋂
t∈I

ker{XT(t; λ)C0(t)X(t; λ)},

V := Ṽ ∩ ker X(b; λ),

W := Ṽ ∩ ker{Rb
1X(b; λ) + Rb

2U(b; λ)},
⋂
t∈I

ker X(t; λ)

unabhängig von λ.

Beweis
Es seien c ∈ Ṽ = Ṽ (λ0) und (x, u) := (X, U)(t; λ0)c für ein λ0 ∈ R. Dann sind
x(a), u(a) unabhängig von λ nach Voraussetzung, und es gilt C0(·)x(·; λ0) ≡ 0 auf I.
Folglich ist

ẋ = Ax + Bu, u̇ = Cx− ATu,

d.h. (x, u) löst (H) auf I unabhängig von λ.
Aufgrund der Eindeutigkeit von Lösungen des Hamiltonschen Systems (H), siehe Korol-
lar A.1, ist das Paar (x, u) eine Lösung von (H) für alle λ ∈ R. Damit ist C0(·)x(·; λ) ≡ 0

auf I für alle λ ∈ R, d.h. es ist c ∈ Ṽ (λ) für alle λ ∈ R.
Damit haben zum einen gezeigt, dass Ṽ unabhängig von λ ist, und zum anderen, dass
ebenfalls X(t; λ)c und U(t; λ)c für alle c ∈ Ṽ , t ∈ I unabhängig von λ sind. Hieraus
ergibt sich die Behauptung. ¤

Proposition 4.4.
Es gelte (A) und (X, U) sei eine konjugierte Basis von (H) mit konstanten Anfangsbe-
dingungen im Punkt a, d.h. X(a; λ) ≡ X(a), U(a; λ) ≡ U(a). Ferner seien

V :=
⋂
t∈I

ker{XT(t; λ)C0(t)X(t; λ)} ∩ ker X(b; λ)

und V ∈ Rn×q eine Matrix mit Rn = V ⊕ Im V , wobei q := n− dim V .
Dann gilt:

ker X(b; λ) = V für alle λ ∈ R \M,
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wobei
M := {λ ∈ R | def X(b; λ) 6= def X(b; λ+)},

und diese Menge M ist diskret. Insbesondere gilt für alle λ ∈ R:

def X(b; λ)− def X(b; λ+) = def X(b; λ)− def X(b; λ−) = def {X(b; λ)V}.

Beweis
V ist gemäß Proposition 4.3 unabhängig von λ, so dass die Matrix V konstant ist.
Folglich gilt mit V ⊂ ker X(b; λ) für alle λ ∈ R:

def X(b; λ) = dim V + def {X(b; λ)V}.

Es sei λ0 ∈ R fest gewählt. Dann ergibt sich die Behauptung, wenn wir nur zeigen,
dass es δ1 > 0 und δ2 > 0 so gibt, dass def {X(b; λ)V} = 0 für alle λ ∈ (λ0, λ0 + δ1]

und für alle λ ∈ [λ0 − δ2, λ0) gilt.
Zunächst zeigen wir, dass es ein δ1 > 0 mit def {X(b; λ)V} = 0 für alle
λ ∈ (λ0, λ0 + δ1] gibt. Es sei (X̃, Ũ) gemäß Proposition 4.2 so, dass (X̃, Ũ), (X,U)

normalisierte konjugierte Basen von (H) sind, (X̃, Ũ) bezüglich λ konstante Anfangs-
bedingungen im Punkt a besitzt, X̃(b; λ0) regulär ist und {X̃−1X}(b; λ0) ≥ 0 gilt.
Dann gibt es ein δ1 > 0 so, dass X̃(b; λ) regulär auf [λ0, λ0 + δ1] ist. Mit Korollar 4.1 ist
cT{X̃−1X}(b; λ)c > 0 für alle c ∈ Im V \{0} und für alle λ ∈ (λ0, λ0 +δ1]. Insbesondere
ist also X(b; λ)c 6= 0 für alle c ∈ Im V\{0} und für alle λ ∈ (λ0, λ0+δ1]. Da kerV = {0}
nach Konstruktion der Matrix V gilt, bedeutet dies, dass X(b; λ)Vd 6= 0 für alle d 6= 0

gilt. Hieraus ergibt sich die Behauptung.
Wir zeigen nun, dass es ein δ2 > 0 mit def {X(b; λ)V} = 0 für alle λ ∈ [λ0−δ2, λ0) gibt.
Es sei (X˜ , U˜) gemäß Proposition 4.2 so, dass (X˜ , U˜), (X, U) normalisierte konjugierte
Basen von (H) sind, (X˜ , U˜) bezüglich λ konstante Anfangsbedingungen im Punkt a

besitzt, X˜ (b; λ0) regulär ist und {X˜
−1X}(b; λ0) ≤ 0 gilt. Dann gibt es ein δ2 > 0 so,

dass X˜ (b; λ) regulär auf [λ0 − δ2, λ0] ist. Mit Korollar 4.1 ist cT{X˜
−1X}(b; λ)c < 0 für

alle c ∈ Im V \ {0} und für alle λ ∈ [λ0− δ2, λ0). Insbesondere ist also X(b; λ)c 6= 0 für
alle c ∈ Im V \ {0} und für alle λ ∈ [λ0 − δ2, λ0). Analog wie oben ergibt sich hieraus
die Behauptung. ¤
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Satz 4.1.
Es gelte (A) und (X, U) sei eine konjugierte Basis von (H) mit konstanten Anfangsbe-
dingungen im Punkt a, d.h. X(a; λ) ≡ X(a), U(a; λ) ≡ U(a). Es seien

V :=
⋂
t∈I

ker{XT(t; λ)C0(t)X(t; λ)} ∩ ker X(b; λ)

und V ∈ Rn×q eine Matrix mit Rn = V ⊕ Im V , wobei q := n− dim V . Ferner sei

n1(λ) die Anzahl der eigentlichen fokalen Punkte von X(t; λ) in (a, b]

(inklusive Vielfachheiten).

Dann existieren n1(λ+), n1(λ−) und es gilt

n1(λ+) = n1(λ), n1(λ−) = n1(λ)− def {X(b; λ)V}

für alle λ ∈ R.

Beweis
Gemäß Proposition 4.1 ist n1(λ) endlich für alle λ ∈ R. Weiterhin ist V nach Proposi-
tion 4.3 unabhängig von λ, so dass die Matrix V konstant ist.
Es sei nun λ0 ∈ R fest gewählt. Wir zeigen zunächst, dass n1(λ0+) existiert und
n1(λ0+) = n1(λ0) gilt, d.h. es gibt ein δ > 0 mit n1(λ) = n1(λ0) für alle
λ ∈ (λ0, λ0 + δ]. Anschließend zeigen wir, dass n1(λ0−) existiert und
n1(λ0−) = n1(λ0)− def {X(b; λ0)V} gilt.
Für jedes t0 ∈ I gibt es nach Proposition 4.2 eine konjugierte Basis (X̃, Ũ) von (H)
(abhängig von t0 und λ0) derart, dass (X̃, Ũ), (X, U) normalisierte konjugierte Basen
von (H) sind, (X̃, Ũ) bezüglich λ konstante Anfangsbedingungen im Punkt a besitzt,
und so, dass X̃(t0; λ0) regulär und {X̃−1X}(t0; λ0) ≥ 0 ist. Gemäß Korollar 3.2 und
der Stetigkeit konjugierter Basen von (H) auf I gibt es für alle t0 ∈ I ein εt0 > 0 so,
dass gilt:

(i) ker X(t; λ0) = ker X(t−; λ0) für alle t ∈ [t0 − εt0 , t0 + εt0 ] \ {t0},
ker X(t; λ0) = ker X(t+; λ0) für alle t ∈ [t0 − εt0 , t0 + εt0 ] \ {t0}.

(ii) X̃(t; λ0) ist regulär auf [t0 − εt0 , t0 + εt0 ].

Gemäß dem Satz von Heine-Borel existieren nun endlich viele paarweise verschiedene
Punkte t1, . . . , tN so, dass I ⊂ ⋃N

ν=1(tν−εtν , tν+εtν ). Dann sind wegen (i) und Definition
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4.1 alle eigentlichen fokalen Punkte von X(·; λ0) in {t1, . . . , tN} enthalten.
Es sei

Vξ :=
⋂

t∈[a,ξ]

ker{XTC0X}(t; λ) ∩ ker X(ξ; λ), ξ ∈ I.

Dann ist Vξ nach Proposition 4.3 (mit b = ξ) für alle ξ ∈ I unabhängig von λ. Weiter
seien V1 ∈ Rn×m1 ,V2 ∈ Rn×m2 ,V3 ∈ Rn×m3 mit m1 := n−dim Vtν−εtν

, m2 := n−dim Vtν ,

m3 := n − dim Vtν+εtν
so, dass Rn = Im V1 ⊕ Vtν−εtν

= Im V2 ⊕ Vtν = Im V3 ⊕ Vtν+εtν

gilt.
Für alle tν , ν = 1, . . . , N , gibt es wegen der Stetigkeit konjugierter Basen von (H) und
aufgrund der Proposition 4.4 ein δtν > 0 so, dass gilt:

(iii) X̃(t; λ) ist regulär auf [tν − εtν , tν + εtν ]× [λ0 − δtν , λ0 + δtν ].

(iv) VT
1 {X̃−1X}(tν − εtν ; λ)V1 ist regulär für alle λ ∈ [λ0 − δtν , λ0 + δtν ] \ {λ0},
VT

2 {X̃−1X}(tν ; λ)V2 ist regulär für alle λ ∈ [λ0 − δtν , λ0 + δtν ] \ {λ0},
VT

3 {X̃−1X}(tν + εtν ; λ)V3 ist regulär für alle λ ∈ [λ0 − δtν , λ0 + δtν ] \ {λ0}.

Es sei δ := minν=1,...,N δtν > 0. Nach (iii) ist die matrixwertige Funktion H(t; λ) :=

{X̃−1X}(t; λ) wohldefiniert auf [tν− εtν , tν + εtν ]× [λ0− δ, λ0 + δ] für alle ν = 1, . . . , N .
Es bezeichnen µ1(t; λ), . . . , µn(t; λ) die Eigenwerte von H(t; λ). Da H symmetrisch,
stetig in beiden Variablen und monoton nicht fallend sowohl in t als auch in λ ist, sind
ebenfalls die Eigenwerte µ1(t; λ), . . . , µn(t; λ) bei geeigneter Nummerierung stetig und
monoton nicht fallend sowohl in t wie auch in λ, vergleiche Proposition 2.2.
Weiterhin impliziert (iv) gemäß Korollar 4.1 folgende Eigenschaften. Ist µi(tν−εtν ; λ) =

0 für ein λ ∈ [λ0 − δ, λ0 + δ] \ {λ0}, so ist dieses µi(tν − εtν ; λ) ≡ 0 auf [λ0 − δ, λ0 + δ];
ist µi(tν + εtν ; λ) = 0 für ein λ ∈ [λ0 − δ, λ0 + δ] \ {λ0}, so ist dieses µi(tν + εtν ; λ) ≡ 0

auf [λ0 − δ, λ0 + δ]; ist µi(tν ; λ) = 0 für ein λ ∈ [λ0 − δ, λ0 + δ] \ {λ0}, so ist dieses
µi(tν ; λ) ≡ 0 auf [λ0−δ, λ0+δ]. Hierbei sei eine geeignete Nummerierung der Eigenwerte
µi, i = 1, . . . , n, vorausgesetzt.
Nun sei tν ein eigentlicher fokaler Punkt von X(·; λ0) der Vielfachheit k ≥ 0. Wir
zeigen, dass es für alle λ ∈ [λ0, λ0 + δ] genau k eigentliche fokale Punkte von X(·; λ)

(inklusive Vielfachheiten) in (tν−εtν , tν +εtν ) gibt. Da die Vereinigung dieser Intervalle
I überdeckt, folgt dann die Existenz von n1(λ0+) und die Gültigkeit der Gleichung
n1(λ0+) = n1(λ0).
Wegen {X̃−1X}(tν ; λ0) ≥ 0 und da k die Vielfachheit des eigentlichen fokalen Punktes
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tν von X(·; λ0) ist, gibt es ein c ∈ {0, . . . , n− k} mit

µ1(tν ; λ0) = . . . = µk(t0; λ0) = 0,

µk+1(tν ; λ0) = . . . = µk+c(t0; λ0) = 0,

µk+c+1(tν ; λ0) , . . . , µn(t0; λ0) > 0.

Da ker X(t; λ0) konstant auf [tν − εtν , tν), bzw. auf (tν , tν + εtν ], nach (i) ist und wegen
der Monotonie der Eigenwerte µi bezüglich t gilt für alle t ∈ [tν − εtν , tν)

µ1(t; λ0) , . . . , µk(t; λ0) < 0,

µk+1(t; λ0) = . . . = µk+c(t; λ0) = 0,

µk+c+1(t; λ0) , . . . , µn(t; λ0) > 0,

sowie für alle t ∈ (tν , tν + εtν ]

µ1(t; λ0) , . . . , µk(t; λ0) ≥ 0,

µk+1(t; λ0) , . . . , µk+c(t; λ0) ≥ 0,

µk+c+1(t; λ0) , . . . , µn(t; λ0) > 0,

Es liegt also die folgende Situation für die Eigenwerte µi(·; λ0), i = 1, . . . , k, vor:

λ = λ0: µi(t; λ0)

tν − εtν tν tν + εtν

t oder

µi(t; λ0)

tν − εtν tν tν + εtν

t

Wegen (iv) und der Monotonie der Eigenwerte µi in λ gilt für alle λ ∈ [λ0, λ0 + δ]:

µ1(tν − εtν ; λ) , . . . , µk(tν − εtν ; λ) < 0,

µk+1(tν − εtν ; λ) , . . . , µk+c(tν − εtν ; λ) ≥ 0,

µk+c+1(tν − εtν ; λ) , . . . , µn(tν − εtν ; λ) > 0.
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Weiterhin folgt mit (iv) und der Monotonie der Eigenwerte µi in λ, dass für alle
λ ∈ [λ0, λ0 + δ] gilt:

µ1(tν ; λ) , . . . , µk(tν ; λ) ≥ 0,

µk+1(tν ; λ) , . . . , µk+c(tν ; λ) ≥ 0,

µk+c+1(tν ; λ) , . . . , µn(tν ; λ) > 0.

Schließlich gilt mit der Monotonie der Eigenwerte µi in t für alle λ ∈ [λ0, λ0 + δ]:

µ1(tν + εtν ; λ) , . . . , µk(tν + εtν ; λ) ≥ 0,

µk+1(tν + εtν ; λ) , . . . , µk+c(tν + εtν ; λ) ≥ 0,

µk+c+1(tν + εtν ; λ) , . . . , µn(tν + εtν ; λ) > 0,

gilt.
Für λ ∈ (λ0, λ0 + δ] können die Eigenwerte µi(·; λ), i = 1, . . . , n, also die folgende
Gestalt haben:

λ > λ0: µi(t; λ)

tν − εtν tν tν + εtν

t oder

µi(t; λ)

tν − εtν tν tν + εtν

t oder
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µi(t; λ)

tν − εtν tν tν + εtν

t oder

µi(t; λ)

tν − εtν tν tν + εtν

t

Für alle i = 1, . . . , k und alle λ ∈ [λ0, λ0 + δ] gibt es wegen der Stetigkeit und der
Monotonie der Eigenwerte µi in t eindeutig bestimmte τi,λ ∈ (tν − εtν , tν ], für die
µi(τi,λ; λ) = 0 und µi(τ ; λ) < 0 für alle τ ∈ [tν − εtν , τi,λ) gilt. Da der Defekt von
X(t; λ) für alle t ∈ I, λ ∈ R gleich der Anzahl der Eigenwerte der Matrix H(t; λ),
die gleich Null sind, ist, sind genau diese Punkte die eigentlichen fokalen Punkte von
X(·; λ) mit λ ∈ [λ0, λ0 + δ], und diese sind die einzigen Punkte in (tν− εtν , tν + εtν ) mit
dieser Eigenschaft, d.h. für alle λ ∈ [λ0, λ0+δ] gibt es genau k eigentliche fokale Punkte
von X(·; λ) in (tν − εtν , tν + εtν ). Wie auf Seite 28 beschrieben ergibt sich hieraus die
Existenz von n1(λ0+) und die Gleichung n1(λ0+) = n1(λ0).
Es bleibt zu zeigen, dass n1(λ0−) existiert und dass n1(λ0−) = n1(λ0)−def {X(b; λ0)V}
gilt. Dafür führen wir nur für diesen Beweis den Begriff des „rechtsseitigen fokalen
Punktes“ einer konjugierten Basis X von (H) ein, und zwar wie folgt: Für t0 ∈ (a, b)

sei r ∈ {0, . . . , n} die Anzahl der linear unabhängigen Vektoren d1, . . . , dr ∈ Rn mit

di ∈ ker X(t0), di 6∈ ker X(t0+), di 6∈
⋂

t∈[a,t0]

ker X(t).

Dann nennen wir t0 einen rechtsseitigen fokalen Punkt von X der Vielfachheit r, falls
r ≥ 1 gilt. Beachte, dass ein rechtsseitiger fokaler Punkt von X zwar stets ein fokaler
Punkt von X, im allgemeinen jedoch kein eigentlicher fokaler Punkt von X ist.
Etwa besitzt die Funktion x des Beispiels 4.1 nur im Punkt 2π einen rechtsseitigen
fokalen Punkt. Dieser ist jedoch kein eigentlicher fokaler Punkt von x.
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Skizze der Funktion x des Beispiels 4.1.

x(t)

rechtsseitiger
fokaler Punkt

t

Wir möchten an dieser Stelle eine Interpretation der rechtsseitigen fokalen Punkte von
X geben und einen Zusammenhang zu den („linksseitigen“) eigentlichen fokalen Punk-
ten von X herstellen. Der Defekt von X(t; λ) ist für alle t ∈ I, λ ∈ R gleich der Anzahl
der Eigenwerte der Matrix H(t; λ), die gleich Null sind. Ein eigentlicher fokaler Punkt
(t; λ) von X der Vielfachheit k ist etwa dadurch charakterisiert, dass es genau k Eigen-
werte µi von H gibt, für die bei geeigneter Nummerierung µi(t; λ) = 0, µi(t− ε; λ) < 0

für alle hinreichend kleinen ε > 0 gilt. Jeder dieser Eigenwerte von H ist (bei ge-
eigneter Nummerierung der Eigenwerte von H) nun auf einem abgeschlossenen (evtl.
entarteten) Intervall von I identisch Null. Den rechten Endpunkt eines solchen Inter-
valls bezeichnen wir als rechtsseitigen fokalen Punkt von X, sofern dieser nicht gleich
b ist. Dabei möchten wir garantieren, dass dieser Punkt in einem Zusammenhang mit
einem eigentlichen fokalen Punkt von X steht und nicht etwa der entsprechende Ei-
genwert von H (geeignete Nummerierung vorausgesetzt) auf [a, t0] identisch Null ist.
Ist nun ñ1(λ) die Anzahl der rechtsseitigen fokalen Punkte von X(·; λ) in (a, b) (in-
klusive Vielfachheiten), so ergibt sich der folgende Zusammenhang zu der Anzahl der
eigentlichen fokalen Punkten von X in I:

ñ1(λ) = n1(λ)− (def X(b; λ)− dim
⋂
t∈I

ker X(t; λ)) für alle λ ∈ R.

⋂
t∈I ker X(t; λ) ist gemäß Proposition 4.3 unabhängig von λ. Wir zeigen, dass ñ1(λ−)

existiert und ñ1(λ−) = ñ1(λ) für alle λ ∈ R gilt. Da nach Proposition 4.4 def X(b; λ−)

existiert und da
⋂

t∈I ker X(t; λ) unabhängig von λ ist, existiert somit n1(λ−) für alle
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λ ∈ R und es folgt mit Proposition 4.4

(∗)

n1(λ)− n1(λ−) = ñ1(λ) + ñ1(λ−) + def X(b; λ)− def X(b; λ−)

= def X(b; λ)− def X(b; λ−)

= def {X(b; λ)V}

für alle λ ∈ R, die Behauptung des Satzes.
Analog wie oben zeigen wir nun, dass ñ1(λ0−) für ein festes λ0 ∈ R existiert und
ñ1(λ0−) = ñ1(λ0) gilt. Dabei seien t1, . . . , tN , εt1 , . . . , εtN , δ wie oben und es gelten
(i)-(iv). Wegen (i) sind dabei alle rechtsseitigen fokalen Punkte von X(·; λ0) in
{t1, . . . , tN} enthalten. Es sei tν ∈ (a, b) ein rechtsseitiger fokaler Punkt von X(·; λ0)

der Vielfachheit r ≥ 0. Wir zeigen, dass es für alle λ ∈ [λ0− δ, λ0] genau r rechtsseitige
fokale Punkte von X(·; λ) (inklusive Vielfachheiten) in (tν − εtν , tν + εtν ) gibt. Da die
Vereinigung dieser Intervalle I überdeckt, folgt die Existenz von ñ1(λ0−) und es gilt
ñ1(λ0−) = ñ1(λ0).
Wegen {X̃−1X}(tν ; λ0) ≥ 0 und da r die Vielfachheit des rechtsseitigen fokalen Punk-
tes von X(·; λ0) ist, gibt es bei geeigneter Nummerierung der Eigenwerte µ1, . . . , µn

von H ein d ∈ {0, . . . , n− r} mit

µ1(tν ; λ0) = . . . = µr(tν ; λ0) = 0,

µr+1(tν ; λ0) = . . . = µr+d(tν ; λ0) = 0,

µr+d+1(tν ; λ0) , . . . , µn(tν ; λ0) > 0.

Da ker X(t; λ0) nach (i) konstant auf [tν − εtν , tν), bzw. auf (tν , tν + εtν ], ist und wegen
der Monotonie der Eigenwerte µi bezüglich t gilt für alle t ∈ [tν − εtν , tν)

µ1(t; λ0) , . . . , µr(t; λ0) ≤ 0,

µr+1(t; λ0) , . . . , µr+d(t; λ0) ≤ 0,

µr+d+1(t; λ0) , . . . , µn(t; λ0) > 0,

sowie für alle t ∈ (tν , tν + εtν ]

µ1(t; λ0) , . . . , µr(t; λ0) > 0,

µr+1(t; λ0) = . . . = µr+d(t; λ0) = 0,

µr+d+1(t; λ0) , . . . , µn(t; λ0) > 0.
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Es liegt also die folgende Situation für die Eigenwerte µi(·; λ0), i = 1, . . . , r, vor.

λ = λ0: µi(t; λ0)

tν − εtν tν tν + εtν

t oder

µi(t; λ0)

tν − εtν tν tν + εtν

t

Weiterhin gilt wegen (iv) und der Monotonie der Eigenwerte µi in λ für alle
λ ∈ [λ0 − δ, λ0):

µ1(tν ; λ) , . . . , µr(tν ; λ) ≤ 0,

µr+1(tν ; λ) , . . . , µr+d(tν ; λ) ≤ 0,

µr+d+1(tν ; λ) , . . . , µn(tν ; λ) > 0.

Schließlich folgt mit (iv) und der Monotonie der Eigenwerte µi in λ, dass für alle
λ ∈ [λ0 − δ, λ0) gilt:

µ1(tν − εtν ; λ) , . . . , µr(tν − εtν ; λ) ≤ 0,

µr+1(tν − εtν ; λ) , . . . , µr+d(tν − εtν ; λ) ≤ 0,

µr+d+1(tν − εtν ; λ) , . . . , µn(tν − εtν ; λ) > 0,

sowie
µ1(tν + εtν ; λ) , . . . , µr(tν + εtν ; λ) > 0,

µr+1(tν + εtν ; λ) , . . . , µr+d(tν + εtν ; λ) ≤ 0,

µr+d+1(tν + εtν ; λ) , . . . , µn(tν + εtν ; λ) > 0.
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Für λ ∈ [λ0 − δ, λ0) können die Eigenwerte µi(·; λ), i = 1, . . . , r, also die folgende Ge-
stalt haben:

λ < λ0: µi(t; λ)

tν − εtν tν tν + εtν

t oder

µi(t; λ)

tν − εtν tν tν + εtν

t oder

µi(t; λ)

tν − εtν tν tν + εtν

t oder

µi(t; λ)

tν − εtν tν tν + εtν

t

Für alle i ∈ {1, . . . , r} und alle λ ∈ [λ0 − δ, λ0] gibt es wegen der Stetigkeit und
der Monotonie der Eigenwerte µi in t eindeutig bestimmte τi,λ ∈ [tν , tν + εtν ), für die
µi(τi;λ; λ) = 0, µi(τ ; λ) > 0 für alle τ ∈ (τi,λ, tν + εtν ] gilt. Für diese Punkte gibt es folg-
lich c ∈ Rn mit c ∈ ker X(τi,λ; λ), c 6∈ ker X(τi,λ+; λ) und c 6∈ ⋂

t∈I ker X(t). Wäre näm-
lich c ∈ ⋂

t∈[a,τi,λ] ker X(t), so würde wegen der Unabhängigkeit von
⋂

t∈[a,τi,λ] ker X(t)

von λ folgen, dass c ∈ ker X(τi,λ; λ0), c 6∈ ker X(τi,λ+; λ0) wäre, im Widerspruch dazu,
dass der Kern von X(·; λ0) nach (i) auf (tν , tν + εtν ] konstant ist. Folglich sind diese
Punkte die rechtsseitigen fokalen Punkte von X(·; λ) für λ ∈ [λ0− δ, λ0]. Diese sind die
einzigen Punkte in (tν−εtν , tν +εtν ) mit dieser Eigenschaft, d.h. für alle λ ∈ [λ0−δ, λ0]

gibt es genau r rechtsseitige fokale Punkte von X(·; λ) in (tν − εtν , tν + εtν ). Hieraus
ergibt sich, wie in (∗) auf Seite 33 erläutert, die Behauptung. ¤
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Bemerkung 4.2.
Ist das Tripel (A,B,C−λC0) streng normal, vergleiche [[25], Definition 4.1.2], so ist im
obigen Satz V = {0}, so dass V = I gewählt werden kann. Bilden (X̃, Ũ), (X,U) nor-
malisierte konjugierte Basen von (H) mit bezüglich λ konstanten Anfangsbedingungen
im Punkt a, so ist {X̃−1X}(t; λ) sowohl streng monoton wachsend in t als auch in λ

auf allen Intervallen, auf denen X̃ regulär ist. Dies ergibt sich aus [[25], Theorem 4.1.3,
Proposition 4.1.2 und Proposition 4.1.5]. Insbesondere sind dann mit den Bezeichnun-
gen aus dem Beweis des obigen Satzes die („linksseitigen“) eigentlichen fokalen Punkte
von X gleich den rechtsseitigen fokalen Punkten von X und ihre Vielfachheiten sind
jeweils gleich. Daher benötigen wir in diesem Fall den Begriff des rechtsseitigen fokalen
Punktes nicht. Ferner vereinfacht sich in diesem Fall der obige Beweis an den Stellen,
an denen wir mit der Monotonie bezüglich t und λ argumentiert haben. Damit erhalten
wir einen neuen elementaren Beweis für [[25], Lemma 4.2.2] der kürzer ist, jedoch eine
lineare Abhängigkeit des Hamiltonschen Systems (H) von λ voraussetzt.
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5 Eigentliche Eigenwerte

Wir betrachten Eigenwertprobleme bestehend aus dem linearen Hamiltonschen System

(H) ẋ = Ax + Bu, u̇ = (C − λC0)x− ATu

und separierten Randbedingungen, d.h. wir betrachten

(E)
ẋ = Ax + Bu, u̇ = (C − λC0)x− ATu auf I := [a, b],

Ra
1x(a) + Ra

2u(a) = Rb
1x(b) + Rb

2u(b) = 0 (wir schreiben (x, u) ∈ B).

Dabei setzen wir stets die Annahme (A) aus dem Kapitel 3 sowie

(R)
Ra

1, R
a
2, R

b
1, R

b
2 ∈ Rn×n mit

rg(Ra
1, R

a
2) = rg(Rb

1, R
b
2) = n, Ra

1R
a
2
T = Ra

2R
a
1
T, Rb

1R
b
2
T

= Rb
2R

b
1
T
,

voraus.
In der nachstehenden Definition eines (eigentlichen) Eigenwertes von (E) lassen wir
komplexe Eigenwerte von (E) zu. Wie wir im Lemma 5.1 jedoch zeigen werden, sind
alle eigentlichen Eigenwerte von (E) reell. Ferner können wir gemäß Bemerkung 5.1
stets reelle Eigenfunktionen zu den eigentlichen Eigenwerten von (E) wählen.

Definition 5.1.
Es gelten (A) und (R).

(i) λ ∈ C heißt Eigenwert von (E), falls es eine (komplexwertige) Lösung (x, u) von
(H) mit (x, u) 6≡ (0, 0) auf I gibt, die den separierten Randbedingungen genügt,
d.h. mit (x, u) ∈ B. Die Anzahl der linear unabhängigen Funktionen mit dieser
Eigenschaft nennen wir Vielfachheit des Eigenwertes λ.

(ii) λ ∈ C heißt eigentlicher Eigenwert von (E), falls es eine (komplexwertige) Lösung
(x, u) von (H) mit C0x 6≡ 0 auf I gibt, die den separierten Randbedingungen
genügt, d.h. mit (x, u) ∈ B. Eine solche Lösung (x, u) nennen wir Eigenfunktion
von (E) zum eigentlichen Eigenwert λ.
Die Zahl

dim {C0(t)x(t) | (x, u) ist eine Lösung von (H) mit (x, u) ∈ B}

nennen wir die Vielfachheit des eigentlichen Eigenwertes λ.
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Lemma 5.1.
Es gelten (A) und (R). Dann gilt:

(i) Jeder eigentliche Eigenwert von (E) ist reell.

(ii) Es seien (x1, u1), (x2, u2) zwei Eigenfunktionen von (E) zu den eigentlichen Ei-
genwerten λ1, λ2 resp. mit λ1 6= λ2. Dann sind x1 und x2 orthogonal zueinander,
d.h. es gilt:

< x1, x2 >:=

∫

I
{xT

1 C0x2}(t) dt = 0.

Beweis
Wir zeigen zunächst, dass das Eigenwertproblem (E) selbstadjungiert ist, d.h. für alle
(x1, u1), (x2, u2) ∈ B gilt I(x1, x2) = I(x2, x1), wobei

I(x1, x2) = I(x1, x2, u1, u2) :=

∫

I
{xT

1 Cx2 + uT
1 Bu2}(t) dt− xT

1 u2|ba.

Dazu bemerken wir, dass nach Korollar 2.1(i) gilt:

ker(Ra
1, R

a
2) = Im

(
Ra

2
T

−Ra
1
T

)
, ker(Rb

1, R
b
2) = Im

(
Rb

2
T

−Rb
1
T

)
.

Damit ist (xi, ui) ∈ B genau dann, wenn

xi(a) = Ra
2
Tca

i , ui(a) = −Ra
1
Tca

i ,

xi(b) = Rb
2
T
cb
i , ui(b) = −Rb

1
T
cb
i

mit gewissen Vektoren ca
i , c

b
i ∈ Cn, i = 1, 2, gilt. Demnach ist

I(x1, x2)− I(x2, x1) = xT
1 u2|ba − xT

2 u1|ba
= −cb

1
T
Rb

2R
b
1
T
cb
2 + ca

1
TRa

2R
a
1
Tca

2 + cb
2
T
Rb

2R
b
1
T
cb
1 − ca

2
TRa

2R
a
1
Tca

1

= 0

für alle (x1, u1), (x2, u2) ∈ B.
Es sei nun λ ∈ C ein eigentlicher Eigenwert von (E) mit zugehöriger Eigenfunktion
(x, u). Mittels partieller Integration folgt < x, λx >= I(x, x). Die Selbstadjungiertheit
von (E) impliziert dann

λ =
< x, λx >

< x, x >
=

I(x, x)

< x, x >
=

I(x, x)

< x, x >
=

< x, λx >

< x, x >
= λ,
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d.h. jeder eigentliche Eigenwert von (E) ist reell. Damit gilt (i).
Es seien nun (x1, u1), (x2, u2) zwei Eigenfunktionen von (E) zu den eigentlichen Eigen-
werten λ1, λ2 resp. mit λ1 6= λ2. Dann ist mit partieller Integration und der Selbstad-
jungiertheit von (E)

(λ2 − λ1) < x1, x2 > = < x1, λ2x2 > − < λ1x1, x2 > = I(x1, x2)− I(x2, x1) = 0.

Damit gilt (ii). ¤

Aufgrund des Lemmas 5.1 und der nachstehenden Bemerkung 5.1(i) betrachten wir im
weiteren Verlauf dieser Arbeit nur reelle Lösungen (x, u) von (H) und werden entspre-
chend den (Eigenwert-)Parameter λ stets reell annehmen, wie schon in den vorange-
gangenen Kapiteln.

Bemerkung 5.1.

(i) Es sei (x = x1 + ix2, u = u1 + iu2) eine Eigenfunktion zum eigentlichen Eigenwert
λ ∈ R von (E) mit reellen Funktionen x1, x2, u1, u2. Dann sind auch (x1, u1) und
(x2, u2) Eigenfunktionen zum eigentlichen Eigenwert λ von (E), falls C0x1 6≡ 0,
bzw. C0x2 6≡ 0, auf I ist.

(ii) Die Einschränkung C0x 6≡ 0 auf I in der Definition eines eigentlichen Eigenwertes
von (E) ist notwendig, wie das Beispiel 1.2(i) zeigt. In diesem Beispiel ist nämlich
jedes λ ∈ C ein Eigenwert des dortigen Eigenwertproblems. Eigenwerte von (E)
sind also im allgemeinen nicht zwingend reell.
Weiterhin entnimmt man diesem Beispiel, dass es weder ausreicht, Lösungen (x, u)

von (H), für die x ≡ 0 auf I gilt, auszuschließen, noch solche Lösungen von (H)
auszuschließen, deren „übliche Halbnorm“

∫

I
{xTC0x + uTBu}(t) dt

nicht positiv ist.

Wir zeigen in diesem Kapitel die Isoliertheit der eigentlichen Eigenwerte von (E) und
leiten zwei charakteristische Gleichungen für die eigentlichen Eigenwerte von (E) her.
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Wie wir sehen werden, genügt dabei jeweils die Betrachtung der speziellen konjugierten
Basis (Xa, Ua) von (H) mit den Anfangswerten

Xa(a; λ) ≡ −Ra
2
T, Ua(a; λ) ≡ Ra

1
T,

die in unseren weiteren Untersuchungen folglich eine zentrale Rolle spielt. Um die dege-
nerierten Eigenwerte aus dem Spektrum der Eigenwerte zu nehmen, ist es unerlässlich
den nachstehenden Raum W , der die „bezüglich λ konstanten Eigenfunktionen“ cha-
rakterisiert, herauszunehmen. Im Falle der rechten Randbedingung x(b) = 0 stimmt
dieser Raum mit dem nachstehenden Raum V überein, den wir herausnehmen möch-
ten, wenn wir an der Untersuchung des Kerns von Xa(b; λ) interessiert sind.
Ferner leiten wir eine Transformation des Hamiltonschen Systems (H) und der Randbe-
dingungen auf kanonische Form her, mit der wir den Indexsatz für Eigenwertprobleme,
Satz 5.2, mittels des Indexsatzes 2.2 zeigen werden.

Es seien

(V)
V :=

⋂
t∈I ker{XT

a (t; λ)C0(t)Xa(t; λ)} ∩ ker Xa(b; λ)

und V ∈ Rn×q eine Matrix mit Rn = V ⊕ Im V , wobei q := n− dim V,

sowie

(W)
W :=

⋂
t∈I ker{XT

a (t; λ)C0(t)Xa(t; λ)} ∩ ker(Rb
1Xa(b; λ) + Rb

2Ua(b; λ)),

und W ∈ Rn×r eine Matrix mit Rn = W ⊕ ImW , wobei r := n− dim W.

Die Räume V und W sind gemäß Proposition 4.3 unabhängig von λ.

Lemma 5.2. (Charakteristische Gleichung, 1. Teil)
Es gelten (A) und (R) und es sei (Xa, Ua) die spezielle konjugierte Basis von (H) mit
den Anfangswerten

Xa(a; λ) ≡ −Ra
2
T, Ua(a; λ) ≡ Ra

1
T.

Ferner sei W eine Matrix wie in (W) und es sei

Λ(λ) := Rb
1Xa(b; λ) + Rb

2Ua(b; λ).

Dann ist eine Zahl λ ∈ R genau dann ein eigentlicher Eigenwert von (E), falls

def {Λ(λ)W} > 0
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gilt. In diesem Fall ist die Vielfachheit des eigentlichen Eigenwertes λ von (E) gleich
def {Λ(λ)W}.

Beweis
Gemäß Proposition 4.2 existiert eine konjugierte Basis (X̃, Ũ) von (H) so, dass
(X̃, Ũ), (Xa, Ua) normalisierte konjugierte Basen von (H) sind. Insbesondere ist

Φ(t) :=

(
X̃ Xa

Ũ Ua

)
(t), t ∈ I,

eine Fundamentalmatrix von (H). Jede vektorwertige Lösung (x, u) von (H) ist von der
Form (

x

u

)
(t) = Φ(t)

(
c1

c2

)

mit Konstanten c1, c2 ∈ Rn. Es ist (x, u) ∈ B, C0x 6≡ 0 auf I genau dann, wenn
(

Ra
1X̃(a; λ) + Ra

2Ũ(a; λ) Ra
1Xa(a; λ) + Ra

2Ua(a; λ)

Rb
1X̃(b; λ) + Rb

2Ũ(b; λ) Rb
1Xa(b; λ) + Rb

2Ua(b; λ)

)(
c1

c2

)
= 0,

(
c1

c2

)T ∫

I
(X̃ Xa)

T(t; λ)C0(t)(X̃ Xa)(t; λ) dt

(
c1

c2

)
> 0

gilt. Aufgrund der Anfangswerte der speziellen konjugierten Basis (Xa, Ua) von (H) ist
nun Ra

1Xa(a) + Ra
2Ua(a) = 0. Da rg(Ra

1, R
a
2) = n nach Voraussetzung (R) gilt, und da

Φ(a) regulär ist, ist folglich c1 = 0. Damit ist (x, u) ∈ B und C0x 6≡ 0 auf I, falls

Λ(λ)c2 = 0 und C0(t)Xa(t; λ)c2 6≡ 0 auf I

gilt. Setzt man nun c2 = d1 + d2, d1 ∈ W,d2 ∈ ImW , so erhält man die Bedingung,
dass (x, u) ∈ B und C0x 6≡ 0 auf I genau dann gilt, wenn

Λ(λ)d2 = 0 und d2 6= 0

ist. Damit ist λ genau dann ein eigentlicher Eigenwert von (E) der Vielfachheit k, wenn
es genau k linear unabhängige Vektoren d

(i)
2 ∈ ImW mit Λ(λ)d

(i)
2 = 0, i = 1, . . . , k,

gibt, d.h. genau dann, wenn gilt:

k = def {Λ(λ)W} > 0.

¤
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Der obige Beweis beinhaltet das

Korollar 5.1.
Es gelten (A) und (R) und es sei (Xa, Ua) die spezielle konjugierte Basis von (H) mit
den bezüglich λ konstanten Anfangswerten

Xa(a; λ) ≡ −Ra
2
T, Ua(a; λ) ≡ Ra

1
T.

Ferner sei (X̃, Ũ) eine konjugierte Basis von (H) so, dass (X̃, Ũ), (Xa, Ua) normalisierte
konjugierte Basen von (H) sind.
Ist dann λ ∈ R ein eigentlicher Eigenwert von (E) mit zugehöriger Eigenfunktion (x, u),

(
x

u

)
(t) =

(
X̃ Xa

Ũ Ua

)
(t)

(
c1

c2

)
, c1, c2 ∈ Rn,

so folgt stets c1 = 0.

Satz 5.1. (Isoliertheit der eigentlichen Eigenwerte)
Unter den Voraussetzungen (A) und (R) sind die eigentlichen Eigenwerte von (E)
isoliert.

Beweis
Es sei angenommen, die eigentlichen Eigenwerte von (E) wären nicht isoliert. Dann
gibt es eine Folge von eigentlichen Eigenwerten (λk) von (E) mit zugehörigen Eigen-
funktionen (xk, uk), die gegen einen eigentlichen Eigenwert λ von (E) konvergiert.
Es sei (X̃, Ũ) gemäß Proposition 4.2 eine konjugierte Basis von (H) so, dass
(X̃, Ũ), (Xa, Ua) normalisierte konjugierte Basen von (H) bilden. Betrachte für k ∈ N
die Fundamentalmatrix Φk mit

Φ̇k =

(
A B

C − λkC0 −AT

)
Φk, Φk(a) = Φa :=

(
X̃(a) Xa(a)

Ũ(a) Ua(a)

)
.

Aufgrund der stetigen Abhängigkeit von Lösungen von (H) vom Parameter λ, siehe
Korollar A.1, und da das Intervall I = [a, b] kompakt ist, konvergiert Φk gleichmäßig
auf I gegen Φ mit

Φ̇ =

(
A B

C − λC0 −AT

)
Φ, Φ(a) = Φa.
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Gemäß dem Korollar 5.1 gibt es ck ∈ Rn mit
(

xk

uk

)
(t) = Φk(t)

(
0

ck

)
.

Wir dürfen ohne Beschränkung der Allgemeinheit ck ∈ ImW , ||ck|| = 1 für alle k ∈ N
annehmen. Somit ist die Folge (ck) beschränkt und nach Bolzano-Weierstraß gibt es
demzufolge eine konvergente Teilfolge, die wir der Lesbarkeit halber ebenfalls mit (ck)

bezeichnen möchten, so, dass

ck → c (k →∞), c ∈ ImW , ||c|| = 1.

Folglich konvergiert
(

xk

uk

)
(t) →

(
x

u

)
(t) := Φ(t)

(
0

c

)
(k →∞) gleichmäßig auf I.

Gemäß Lemma 5.1 sind Eigenfunktionen zu verschiedenen eigentlichen Eigenwerten
von (E) zueinander orthogonal, so dass < xk, xl >= 0 für alle k 6= l gilt.
Nun ist

< x, x >= lim
k→∞

< xk, xk+1 >= 0,

d.h. C0x ≡ 0 auf I und es gilt Rb
1x(b) + Rb

2u(b) = 0. Damit ist jedoch c ∈ W im
Widerspruch zu c ∈ ImW \ {0}. ¤

Bemerkung 5.2.
Es gelte (A) und (X, U) sei eine konjugierte Basis von (H). Betrachten wir das Eigen-
wertproblem

(E0) ẋ = Ax + Bu, u̇ = (C − λC0)x− ATu, UT(a)x(a)−XT(a)u(a) = x(b) = 0,

so sind für dieses Eigenwertproblem die Vektorräume V und W aus (V) und (W) (siehe
Seite 40) gleich. Ferner ist λ ∈ R genau dann ein eigentlicher Eigenwert von (E0), wenn
def {X(b; λ)V} > 0 ist. Da die eigentlichen Eigenwerte von (E0) nach Satz 5.1 isoliert
sind, und da def X(b; λ) = dim V + def {X(b; λ)V} für alle λ ∈ R gilt, ergibt sich ein
neuer Beweis für die Proposition 4.4.

Korollar 5.2.
Es gelten (A) und (R) und es sei W eine Matrix wie in (W). Ferner sei

Λ(λ) := Rb
1Xa(b; λ) + Rb

2Ua(b; λ).
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Dann existiert ker Λ(λ+) und es gilt

def {Λ(λ)W} = def Λ(λ)− def Λ(λ+)

für alle λ ∈ R.

Beweis
Mit Satz 5.1 und Lemma 5.2 ergibt sich, dass

ker Λ(λ) = W

bis auf isolierte Werte gilt. Demnach existiert ker Λ(λ+) und es ist def Λ(λ+) = dim W

für alle λ ∈ R. Mit der Definition der MatrixW ist Rn = W ⊕ ImW und kerW = {0}.
Somit ist

def Λ(λ) = dim W + def {Λ(λ)W}
für alle λ ∈ R und folglich ist

def {Λ(λ)W} = def Λ(λ)− def Λ(λ+)

für alle λ ∈ R.
¤

Lemma 5.3. (Kanonische Form des Hamiltonschen Systems (H))
Es gelte (A) und es sei (X, U) eine konjugierte Basis von (H) mit bezüglich λ konstanten
Anfangsbedingungen im Punkt a, d.h. X(a; λ) ≡ X(a), U(a; λ) ≡ U(a). Ferner sei

M := {λ ∈ R | def X(b; λ) 6= def X(b; λ+)}.

Dann gibt es orthogonale Matrizen P, Q ∈ Rn×n so, dass

X(b; λ) = QT

(
X11(λ) 0

0 0

)
PT,

U(b; λ) = QT

(
U11(λ) 0

U21(λ) U22

)
PT

mit einer r × r-matrixwertigen Funktion X11, r := rgX(b; λ+), die bis auf isolierte
Punkte, genauer auf R\M, regulär ist, sowie mit matrixwertigen Funktionen U11, U21,



5 Eigentliche Eigenwerte 45

wobei U11(λ) ∈ Rr×r, U21(λ) ∈ R(n−r)×r für alle λ ∈ R, und einer konstanten regulären
Matrix U22 ∈ R(n−r)×(n−r) gilt.

Beweis
Wir führen eine Konstruktion ähnlich derer von [[11], Seite 13ff.] durch. Nach Propo-
sition 4.4 ist M diskret, so dass es ein λ0 ∈ R und eine orthogonale Matrix P ∈ Rn×n

so gibt, dass
ker X(b; λ0) = ker X(b; λ0+)

und
X(b; λ0)P = ( ∗︸︷︷︸

r

, 0) mit r := rgX(b; λ0)

gilt. Nach dem Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt gibt es ferner eine
orthogonale Matrix Q ∈ Rn×n so, dass

QX(b; λ0)P =

(
X11 0

0 0

)

mit einer regulären Matrix X11 ∈ Rr×r gilt.
Es seien nun

X̃(λ) =

(
X11(λ) X12(λ)

X21(λ) X22(λ)

)
:= QX(b; λ)P,

Ũ(λ) =

(
U11(λ) U12(λ)

U21(λ) U22(λ)

)
:= QU(b; λ)P

mit gewissen Matrizen X11(λ), U11(λ) ∈ Rr×r, X12(λ), U12(λ) ∈ Rr×(n−r),
X21(λ), U21(λ) ∈ R(n−r)×r, X22(λ), U22(λ) ∈ R(n−r)×(n−r), λ ∈ R.
Aufgrund der Wahl der Matrix P und Proposition 4.4 folgt unmittelbar

X12(λ) = X22(λ) = 0 für alle λ ∈ R.

Da mit X(b; λ)c ≡ 0 auf R nach Proposition 4.4 stets auch
c ∈ V :=

⋂
t∈I ker{XT(t; λ)C0(t)X(t; λ)} ∩ ker X(b; λ) und damit C0(·)X(·; λ)c ≡ 0

auf I für alle λ ∈ R folgt, sind U12(·) und U22(·) konstant. Wir setzen U12 := U12(λ0),

U22 := U22(λ0).
Es ist

X̃T(λ)Ũ(λ) =

(
XT

11(λ)U11(λ) + XT
21(λ)U21(λ) XT

11(λ)U12 + XT
21(λ)U22

0 0

)

= PT{XTU}(b; λ)P
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symmetrisch nach der Definition einer konjugierten Basis von (H), Definition 3.1, für
alle λ ∈ R. Gemäß der Definition der Matrix Q ist X21(λ0) = 0, so dass sich U12 = 0

aufgrund der Regularität von X11(λ0) ergibt.
Mit

n = rg(X̃T(λ0), Ũ
T(λ0)) = rg

(
XT

11(λ0) UT
11(λ0) UT

21(λ0)

0 0 UT
22

)

folgt, dass U22 regulär ist.
Damit ist

X̃T(λ)Ũ(λ) =

(
XT

11(λ)U11(λ) + XT
21(λ)U21(λ) XT

21(λ)U22

0 0

)

für alle λ ∈ R. Aufgrund der herrschenden Symmetrie sowie der Regularität von U22

ergibt sich X21(·) ≡ 0. Also ist

X̃(λ) =

(
X11(λ) 0

0 0

)
, λ ∈ R.

Nach Proposition 4.4 ist X11(·) auf isolierte Punkte, genauer auf R\M, regulär. Ferner
ist

Ũ(λ) =

(
U11(λ) 0

U21(λ) U22

)
, λ ∈ R,

mit einer regulären Matrix U22 ∈ R(n−r)×(n−r). ¤

Bemerkung 5.3.
Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen des vorangegangenen Lemmas 5.3 gilt
für die matrixwertige Lösung (X˜ , U˜) des transformierten Hamiltonschen Systems

Ẋ˜ = A˜X˜ + B˜U˜ , U̇˜ = (C˜ − λC˜ 0)X˜ − A˜
TU˜ ,

A˜(t) := QA(t)QT, B˜ (t) := QB(t)QT,

C˜(t) := QC(t)QT, C˜ 0(t) := QC0(t)Q
T,

mit den Anfangswerten

X˜ (a) = QX(a)P, U˜(a) = QU(a)P

folglich:

X˜ (b; λ) =

(
X11(λ) 0

0 0

)
, U˜(b; λ) =

(
U11(λ) 0

U21(λ) U22

)
, λ ∈ R.

Die Matrizen A˜ , B˜ , C˜ , C˜ 0 erfüllen die Annahme (A).
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Korollar 5.3.
Es gelte (A) und es sei (X, U) eine konjugierte Basis von (H) mit bezüglich λ konstanten
Anfangsbedingungen im Punkt a, d.h. X(a; λ) ≡ X(a), U(a; λ) ≡ U(a). Ferner sei

M := {λ ∈ R | def X(b; λ) 6= def X(b; λ+)}.

Dann sind Im X(b; λ) und Im XT(b; λ) konstant auf R \M.

Beweis
Nach dem Lemma 5.3 existieren orthogonale Matrizen P, Q ∈ Rn×n und eine r × r-
matrixwertige Funktion X11, r := rgX(b; λ+), die auf R \M regulär ist, so, dass

X(b; λ) = QT

(
X11(λ) 0

0 0

)
PT

gilt. Mit der Regularität von X11(·) auf R \M gilt:

Im X(b; λ) = Im {QT

(
Ir×r

0

)
}, Im XT(b; λ) = Im {P

(
Ir×r

0

)
}

für alle λ ∈ R \M. ¤

Bemerkung 5.4.
Im Gegensatz zu den Konstruktionen von [[11], Seiten 13ff.] wählen wir Q unabhän-
gig von dem Parameter t. Dieses bietet den Vorteil dass wir in unseren Hauptsätzen
im Kapitel 6 nicht voraussetzen müssen, dass die Hauptlösung von (H) bei a (siehe
Abschnitt 6.3) im Intervall I keinen eigentlichen fokalen Punkt für λ → −∞ besitzt.



5 Eigentliche Eigenwerte 48

Lemma 5.4. (Kanonische Form der Randbedingungen)
Es gelten (A) und (R). (X, U) sei eine konjugierte Basis von (H) und es sei
r := rgX(b; λ+).
Dann gibt es gewisse Matrizen R

(1)
11 , R

(2)
11 ∈ Rr×r, R

(1)
12 ∈ R(n−r)×r,

R
(1)
22 , R

(2)
22 ∈ R(n−r)×(n−r), C1, C2 ∈ R(n−r)×r so, dass mit

R̃b
1 :=

(
R

(1)
11 R

(1)
12

R
(2)
22 C1 R

(1)
22

)
, R̃b

2 :=

(
R

(2)
11 0

R
(2)
22 C2 R

(2)
22

)

gilt:

(i) Im Rb
2
T

= Im R̃b
2
T.

(ii) ker(R̃b
1X(b; λ) + R̃b

2U(b; λ)) = ker(Rb
1X(b; λ) + Rb

2U(b; λ)) für alle λ ∈ R.

(iii) Ist S1 eine symmetrische reelle Matrix und S2 eine reelle Matrix mit

Rb
1 = Rb

2S1 + S2, ker Rb
2 = Im ST

2 ,

so gibt eine reelle Matrix S̃2 mit

R̃b
1 = R̃b

2S1 + S̃2, ker R̃b
2 = Im S̃T

2 .

(iv) rg(R(1)
11 , R

(2)
11 ) = r und R

(1)
11 R

(2)
11

T
ist symmetrisch.

Beweis
Zunächst ist r gemäß Proposition 4.4 wohldefiniert. Nach Korollar 2.1(i) gibt es eine
symmetrische reelle Matrix S1 und eine reelle Matrix S2 so, dass
Rb

1 = Rb
2S1 + S2, ker Rb

2 = Im ST
2 gilt. Nach Satz 2.3 gibt es nun eine reguläre Matrix

Z ∈ Rn×n und eine Matrix C2 ∈ R(n−r)×r so, dass

Rb
2

T
Z =

(
R

(2)
11

T
CT

2 R
(2)
22

T

0 R
(2)
22

T

)

mit gewissen Matrizen R11 ∈ Rr×r, R22 ∈ R(n−r)×(n−r) gilt. Wir setzen nun

R̂b
1 := ZT Rb

1, R̃b
2 := ZT Rb

2 =

(
R

(2)
11 0

R
(2)
22 C2 R

(2)
22

)
, Ŝ2 := ZTS2.
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Dann gilt Im Rb
2
T

= Im R̃b
2
T, d.h. (i), sowie

rg(R̂b
1, R̃

b
2) = rg(ZT(Rb

1, R
b
2)) = rg(Rb

1, R
b
2) = n,

und
R̂b

1R̃
b
2
T = ZTRb

1R
b
2

T
Z = ZTRb

2R
b
1

T
Z = R̃b

2R̂
b
1
T.

Ferner ist
R̂b

1 = R̃b
2S1 + Ŝ2, Ŝ2R̃

b
2
T = 0, ker R̃b

2 = Im ŜT
2 .

Wenden wir Korollar 2.1(ii) mit R2 = R
(2)
11 , bzw. = R

(2)
22 , und jeweils S1 = 0 an, so

schließen wir auf die Existenz von Matrizen S̃
(2)
11 ∈ Rr×r und S̃

(2)
22 ∈ R(n−r)×(n−r), für

die gilt:
Im S̃

(2)
11

T = ker R
(2)
11 , rg(S̃(2)

11 , R
(2)
11 ) = r,

Im S̃
(2)
22

T = ker R
(2)
22 , rg(S̃(2)

22 , R
(2)
22 ) = n− r.

Mit S̃
(2)
12 := −S̃

(2)
11 CT

2 ist
R

(2)
22 C2S̃

(2)
11

T + R
(2)
22 S̃

(2)
12

T = 0.

Mit

S̃2 :=

(
S̃

(2)
11 S̃

(2)
12

0 S̃
(2)
22

)

ist nun

S̃2R̃
b
2
T =

(
S̃

(2)
11 R

(2)
11

T S̃
(2)
11 CT

2 R
(2)
22

T + S̃
(2)
12 R

(2)
22

T

0 S̃
(2)
22 R

(2)
22

T

)
= 0,

sowie

rg(S̃2, R̃
b
2) = rg

(
S̃

(2)
11 S̃

(2)
12 R

(2)
11 0

0 S̃
(2)
22 R

(2)
22 C2 R

(2)
22

)

= rg

(
S̃

(2)
11 S̃

(2)
12 R

(2)
11 0

0 S̃
(2)
22 0 R

(2)
22

)
= n.

Insbesondere erhalten wir damit

n− rgR̃b
2 ≥ rgS̃2 ≥ rg(S̃2, R̃

b
2)− rgR̃b

2 = n− rgR̃b
2,

d.h. es ist ker R̃b
2 = Im S̃T

2 .
Setzen wir nun

R̃b
1 := R̃b

2S1 + S̃2,
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so gilt (iii). Es seien S
(1)
11 ∈ Rr×r, S

(1)
12 ∈ Rr×(n−r), S

(1)
22 ∈ R(n−r)×(n−r) so, dass

S1 =

(
S

(1)
11 S

(1)
12

S
(1)
12

T
S

(2)
22

)
.

Dann ist

R̃b
1 =

(
R

(2)
11 S

(1)
11 + S̃

(2)
11 R

(2)
11 S

(1)
12 + S̃

(2)
12

R
(2)
22 (C2S

(1)
11 + S̃

(2)
12

T) R
(2)
22 (C2 + S

(1)
22 ) + S̃

(2)
12

)
=:

(
R

(1)
11 R

(1)
12

R
(2)
22 C1 R

(1)
22

)

mit gewissen Matrizen R
(1)
11 ∈ Rr×r, R

(1)
12 ∈ Rr×(n−r), R

(1)
22 ∈ R(n−r)×(n−r), C1 ∈ R(n−r)×r.

Damit ist
rg(R(1)

11 , R
(2)
11 ) = rg(S̃(2)

11 , R
(2)
11 ) = r

und
R

(1)
11 R

(2)
11

T
= R

(2)
11 S

(1)
11 R

(2)
11

T

ist symmetrisch, d.h. es gilt (iv).
Ferner gilt mit Korollar 2.1(i) ker(R̃b

1, R̃
b
2) = ker(R̂b

1, R̃
b
2), so dass für alle λ ∈ R gilt:

ker(R̃b
1X(b; λ) + R̃b

2U(b; λ)) = ker(R̂b
1X(b; λ) + R̃b

2U(b; λ))

= ker(ZT(Rb
1X(b; λ) + Rb

2U(b; λ)))

= ker(Rb
1X(b; λ) + Rb

2U(b; λ)).

Damit gilt (ii). ¤

Lemma 5.5. (Charakteristische Gleichung, 2. Teil)
Es gelten (A) und (R). Für die spezielle konjugierte Basis (Xa, Ua) von (H) mit den
Anfangswerten

Xa(a; λ) ≡ −Ra
2
T, Ua(a; λ) ≡ Ra

1
T

gelte

Xa(b; λ) =

(
X11(λ) 0

0 0

)
, Ua(b; λ) =

(
U11(λ) 0

U21(λ) U22

)

mit einer r × r-matrixwertigen Funktion X11, r := rgX(b; λ+), die bis auf isolierte
Punkte regulär ist, sowie mit matrixwertigen Funktionen U11, U21, wobei
U11(λ) ∈ Rr×r, U21(λ) ∈ R(n−r)×r für alle λ ∈ R, und einer konstanten regulären Matrix
U22 ∈ R(n−r)×(n−r).
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Ferner seien R
(1)
11 , R

(2)
11 ∈ Rr×r, R

(1)
12 ∈ Rr×(n−r), R

(1)
22 , R

(2)
22 ∈ R(n−r)×(n−r),

C1, C2 ∈ R(n−r)×r und

R̃b
1 :=

(
R

(1)
11 R

(1)
12

R
(2)
22 C1 R

(1)
22

)
, R̃b

2 :=

(
R

(2)
11 0

R
(2)
22 C2 R

(2)
22

)

so, dass gilt:

ker(Rb
1Xa(b; λ) + Rb

2Ua(b; λ)) = ker(R̃b
1Xa(b; λ) + R̃b

2Ua(b; λ)) für alle λ ∈ R.

Schließlich sei
Λ̃(λ) := R

(1)
11 X11(λ) + R

(2)
11 U11(λ).

Dann existiert ker Λ̃(λ+) für alle λ ∈ R und λ ist genau dann ein eigentlicher Eigenwert
von (E), wenn

def Λ̃(λ)− def Λ̃(λ+) > 0

gilt. In diesem Fall ist die Vielfachheit des eigentlichen Eigenwertes λ von (E) gleich
der Zahl def Λ̃(λ)− def Λ̃(λ+).

Beweis
Gemäß Korollar 5.2 existiert

ker{Rb
1Xa(b; λ+) + Rb

2Ua(b; λ+)}

= ker{R̃b
1Xa(b; λ+) + R̃b

2Ua(b; λ+)}

= ker

(
Λ̃(λ+) 0

R
(2)
22 (C1X11(λ+) + C2U11(λ+) + U21(λ+)) R

(2)
22 U22

)

für alle λ ∈ R. Da U22 regulär ist, existiert somit ker Λ̃(λ+) für alle λ ∈ R.
Gemäß Lemma 5.2 und Korollar 5.2 ist λ ∈ R genau dann ein eigentlicher Eigenwert
von (E) der Vielfachheit k, wenn

k = def
{
Rb

1Xa(b; λ) + Rb
2Ua(b; λ)

}− def
{
Rb

1Xa(b; λ+) + Rb
2Ua(b; λ+)

}
> 0

ist. Gemäß Voraussetzung ist dieses genau dann der Fall, wenn

k = def
{

R̃b
1Xa(b; λ) + R̃b

2Ua(b; λ)
}
− def

{
R̃b

1Xa(b; λ+) + R̃b
2Ua(b; λ+)

}
> 0



5 Eigentliche Eigenwerte 52

gilt. Dieses ist nach den Voraussetzungen an Xa(b; λ), Ua(b; λ) genau dann der Fall,
wenn

k = def

(
Λ̃(λ) 0

R
(2)
22 (C1X11(λ) + C2U11(λ) + U21(λ)) R

(2)
22 U22

)

− def

(
Λ̃(λ+) 0

R
(2)
22 (C1X11(λ+) + C2U11(λ+) + U21(λ+)) R

(2)
22 U22

)

> 0

ist. Da U22 regulär ist, ist dies genau dann der Fall, wenn

k = def Λ̃(λ)− def Λ̃(λ+) > 0

gilt. ¤

Proposition 5.1.
Es gelten (A) und (R) und es sei (X,U) eine konjugierte Basis von (H) mit bezüglich
λ konstanten Anfangsbedingungen im Punkt a, d.h. X(a; λ) ≡ X(a), U(a; λ) ≡ U(a).
Ferner seien

X(b; λ) =

(
X11(λ) 0

0 0

)
, U(b; λ) =

(
U11(λ) 0

U21(λ) U22

)

mit einer r × r-matrixwertigen Funktion X11, r := rgX(b; λ+), die bis auf isolierte
Punkte regulär ist, sowie mit matrixwertigen Funktionen U11, U21, wobei
U11(λ) ∈ Rr×r, U21(λ) ∈ R(n−r)×r für alle λ ∈ R, und einer konstanten regulären Matrix
U22 ∈ R(n−r)×(n−r).
Dann ist die matrixwertige Funktion {U11X

−1
11 }(λ) monoton nicht wachsend auf allen

Intervallen, auf denen X11(λ) regulär ist.

Beweis
Auf Intervallen, auf denen X11(λ) regulär ist, gilt mit ∂

∂λ
= ′ und ohne Angabe des

Arguments λ:

{U11X
−1
11 }′ = (X−1

11 )T{XT
11U

′
11 − UT

11X
′
11}X−1

11

=

(
X−1

11

0

)T (
XT

11U
′
11 − UT

11X
′
11 0

0 0

)(
X−1

11

0

)

=

(
X−1

11

0

)T {(
XT

11 0

0 0

) (
U ′

11 0

U ′
21 U ′

22

)
−

(
UT

11 UT
21

0 UT
22

)(
X ′

11 0

0 0

)}(
X−1

11

0

)

=

(
X−1

11

0

)T {
XT(b; ·)U ′(b; ·)− UT(b; ·)X ′(b; ·)}

(
X−1

11

0

)
.
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Es ist nun
d
dt
{XT(t; ·)U ′(t; ·)− UT(t; ·)X ′(t; ·)}

= (A(t)X(t; ·) + B(t)U(t; ·))TU ′(t; ·)

+XT(t; ·)((C(t)− λC0(t))X
′(t; ·)− AT(t)U ′(t; ·)− C0(t)X(t; ·))

−((C(t)− λC0(t))X(t; ·)− AT(t)U(t; ·))TX ′(t; ·)

−UT(t; ·)(A(t)X ′(t; ·) + B(t)U ′(t; ·))

= −XT(t; ·)C0(t)X(t; ·),
so dass

{U11X
−1
11 }′ = −

(
X−1

11

0

)T ∫

I
XT(τ ; ·)C0(τ)X(τ ; ·) dτ

(
X−1

11

0

)

gilt. Da die matrixwertige Funktion C0 nach Annahme (A) nichtnegativ definit auf I
ist, ergibt sich die Behauptung. ¤

Satz 5.2. (Indexsatz für Eigenwertprobleme)
Es gelten (A) und (R) und es sei (Xa, Ua) die spezielle konjugierte Basis von (H) mit
den Anfangswerten

Xa(a; λ) ≡ −Ra
2
T, Ua(a; λ) ≡ Ra

1
T.

Es sei
Λ(λ) := Rb

1Xa(b; λ) + Rb
2Ua(b; λ), λ ∈ R,

und es seien V und W Matrizen wie in (V) und (W) (siehe Seite 40). Ferner sei

Rb
1 = Rb

2S1 + S2

mit einer symmetrischen Matrix S1 und einer Matrix S2 mit ker Rb
2 = Im ST

2 .
Es sei nun R ∈ Rn×n eine Matrix mit

Im R = Im Rb
2

T ∩ Im Xa(b; λ+)

und es sei
ñ2(λ) := ind {RT(S1 + (UaX

†
a)(b; λ))R} für λ ∈ R.

Dann existieren ñ2(λ+), ñ2(λ−) für alle λ ∈ R und es gilt

ñ2(λ+)− ñ2(λ−) = def {Λ(λ)W}− def {Xa(b; λ)V}
für alle λ ∈ R.
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Für λ ∈ R \M, M := {λ ∈ R | def Xa(b; λ) 6= def Xa(b; λ+)}, gilt genauer:
ñ2(λ+) = ñ2(λ) + def {Λ(λ)W}, ñ2(λ−) = ñ2(λ).

Beweis
Gemäß Lemma 5.3 gibt es orthogonale Matrizen P, Q ∈ Rn×n so, dass

Xa(b; λ) = QT

(
X11(λ) 0

0 0

)
PT,

Ua(b; λ) = QT

(
U11(λ) 0

U21(λ) U22

)
PT

mit einer r × r-matrixwertigen Funktion X11, r := rgX(b; λ+), die auf R \M regulär
ist, sowie mit matrixwertigen Funktionen U11, U21, wobei U11 ∈ Rr×r, U21 ∈ R(n−r)×r

für alle λ ∈ R, und einer konstanten regulären Matrix U22 ∈ R(n−r)×(n−r).
Es seien

R˜
a
1 := PTRa

1Q
T, R˜

a
2 := PTRa

2Q
T,

R˜
b
1 := PTRb

1Q
T, R˜

b
2 := PTRb

2Q
T

und
X˜ a(t; λ) := QXa(t; λ)P, U˜a(t; λ) := QUa(t; λ)P

sowie
A˜(t) := QA(t)QT, B˜ (t) := QB(t)QT,

C˜(t) := QC(t)QT, C˜ 0(t) := QC0(t)Q
T

für t ∈ I, λ ∈ R. Dann ist (X˜ a, U˜a) eine matrixwertige Lösung des Differentialglei-
chungssystems

(H˜ ) Ẋ˜ = A˜X˜ + B˜U˜ , U̇˜ = (C˜ − λC˜ 0)X˜ − A˜
TU˜

mit X˜ a(a; λ) ≡ −R˜
a
2
T, U˜a(a; λ) ≡ R˜

a
1
T.

Wir definieren ferner R˜ := QR und S˜1 := QS1Q
T. Damit ist

Im R˜ = Im QR

= Im QRb
2
T ∩ Im QXa(b; λ+)

= Im R˜
b
2
T ∩ Im X˜ a(b; λ+)

= Im R˜
b
2
T ∩ Im

(
Ir×r

0

)
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und es gilt:
RT(S1 + (UaX

†
a)(b; λ))R

= RTQT(QS1Q
T + QUa(b; λ)PPTX†

a(b; λ)QT)QR

= R˜
T(S˜1 + (U˜aX˜

†
a)(b; λ))R˜ .

Folglich ist
ñ2(λ) = ind {RT(S1 + (UaX

†
a)(b; λ))R}

= ind {R˜
T(S˜1 + (U˜aX˜

†
a)(b; λ))R˜}.

Ferner ist mit S˜2 := PTS2Q
T nun

Rb
1 = Rb

2S1 + S2

genau dann, wenn PTRb
1Q

T = PTRb
2Q

TQS1Q
T + PTS2Q

T gilt, d.h. genau dann, wenn

R˜
b
1 = R˜

b
2S˜1 + S˜2

gilt und es ist ker R˜
b
2 = ker PTRb

2Q
T = ker Rb

2Q
T = Im QST

2 = Im S˜
T
2 .

Nach Lemma 5.4 gibt es nun Matrizen R
(1)
11 , R

(2)
11 ∈ Rr×r, R

(1)
12 ∈ Rr×(n−r),

R
(1)
22 , R

(2)
22 ∈ R(n−r)×(n−r), C1, C2 ∈ R(n−r)×r so, dass mit

R̃1 :=

(
R

(1)
11 R

(1)
12

R
(2)
22 C1 R

(1)
22

)
∈ Rn×n, R̃2 :=

(
R

(2)
11 0

R
(2)
22 C2 R

(2)
22

)
∈ Rn×n,

gilt:

(i) Im R˜
b
2
T

= Im R̃T
2 ,

(ii) Es gibt eine Matrix S̃2 mit

R̃1 = R̃2S˜1 + S̃2, ker R̃2 = Im S̃T
2 ,

(iii) rg(R(1)
11 , R

(2)
11 ) = r und R

(1)
11 R

(2)
11

T
ist symmetrisch.

Dann ist

Im R˜ = Im R̃T
2 ∩ Im

(
Ir×r

0

)
= Im

(
R

(2)
11

T

0

)

und daher können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit

R˜ :=

(
R

(2)
11

T
0

0 0

)
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setzen. Es seien S11 ∈ Rr×r, S12 ∈ Rr×(n−r), S22 ∈ R(n−r)×(n−r) so, dass

S˜1 =

(
S11 S12

ST
12 S22

)

gilt. Dann gilt für alle λ ∈ R \M:

R˜
T(S˜1 + (U˜aX˜

†
a)(b; λ))R˜

=

(
R

(2)
11 S11R

(2)
11

T
+ R

(2)
11 U11(λ)X−1

11 (λ)R
(2)
11

T
0

0 0

)

=

(
R

(1)
11 R

(2)
11

T
+ R

(2)
11 U11(λ)X−1

11 (λ)R
(2)
11

T
0

0 0

)
.

Es ist also
ñ2(λ) = ind {R(1)

11 R
(2)
11

T
+ R

(2)
11 U11(λ)X−1

11 (λ)R
(2)
11

T},
sofern X11(λ) regulär ist, d.h. für alle λ ∈ R \M.
Da rg(R(1)

11 , R
(2)
11 ) = rg(X11, U11)(λ) = r und R

(1)
11 R

(2)
11

T
= R

(2)
11 R

(1)
11

T
sowie {XT

11U11}(λ) =

{UT
11X11}(λ) für alle λ ∈ R gilt und X11(λ) regulär bis auf isolierte Punkte ist, und

da {U11X
−1
11 }(λ) nach Proposition 5.1 monoton nicht wachsend auf allen Interval-

len, auf denen X11 regulär ist, ist, sind die Voraussetzungen des Indexsatzes 2.2 mit
R1 = R

(1)
11 , R2 = R

(2)
11 , X(t) = X11(λ), U(t) = U11(λ) erfüllt. Gemäß diesem Satz exi-

stieren ñ2(λ+), ñ2(λ−) und def Λ̃(λ+) und es gilt

ñ2(λ+)− ñ2(λ−) = def Λ̃(λ)− def Λ̃(λ+)− def X11(λ),

wobei Λ̃(λ) := R
(1)
11 X11(λ) + R

(2)
11 U11(λ) ist.

Gemäß der Lemmata 5.2 und 5.5 ist dies äquivalent mit

ñ2(λ+)− ñ2(λ−) = def {Λ(λ)W}− def {Xa(λ)V}.

Unter der zusätzlichen Voraussetzung, dass λ ∈ R \M ist, folgt, dass X11(λ) regulär
ist, und damit ist

M(λ) := R
(1)
11 R

(2)
11

T
+ R

(2)
11 U11(λ)X−1

11 (λ)R
(2)
11

T
= Λ̃(λ)X−1

11 (λ)R
(2)
11 .

Da M(λ) symmetrisch ist und da

rg(Λ̃(λ)X−1
11 (λ), R

(2)
11 ) = rg(R(1)

11 + R
(2)
11 U11(λ)X−1

11 (λ), R
(2)
11 ) = rg(R(1)

11 , R
(2)
11 ) = r
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gilt, folgt mittels Satz 2.1(ii)

ker M(λ) = ker Λ̃T(λ)⊕ ker R
(2)
11

T

für alle λ ∈ R\M. Wegen der Stetigkeit und Monotonie von M(λ) auf allen Intervallen,
auf denen X11(·) regulär ist, ist

ñ2(λ+)− ñ2(λ) = ind M(λ+)− ind M(λ)

= def M(λ)− def M(λ+)

= def Λ̃(λ)− def Λ̃(λ+)

= def {Λ(λ)W}.
¤

Bemerkung 5.5.
Es gelten die Bezeichnungen aus (dem Beweis zu) Satz 5.2. Das transformierte Hamil-
tonsche System (H˜ ) und die Randbedingungen R̃1, R̃2 sind in kanonischer Form, siehe
die Lemmata 5.3 und 5.4 und die Bemerkung 5.3.
Es sei

Λ̂(λ) := R̃1X˜ a(b; λ) + R̃2U˜a(b; λ), λ ∈ R.

Dann gilt für alle λ ∈ R:
def Λ̂(λ) = def {R̃1X˜ a(b; λ) + R̃2U˜a(b; λ)}

= def {R˜
b
1X˜ a(b; λ) + R˜

b
2U˜a(b; λ)}

= def {PT(Rb
1Xa(b; λ) + Rb

2Ua(b; λ))P}

= def {PTΛ(λ)P}

= def Λ(λ).

Damit ist das Eigenwertproblem (E) nach Lemma 5.2 und Korollar 5.2 äquivalent mit
dem Eigenwertproblem

(E˜) (H˜ ), U˜
T
a (a)x(a)−X˜

T
a (a)u(a) = R̃1x(b) + R̃2u(b) = 0,

d.h. λ ∈ R ist genau dann ein eigentlicher Eigenwert von (E), wenn es ein eigentlicher
Eigenwert von (E˜) ist und umgekehrt. Dabei sind die Vielfachheiten der eigentlichen
Eigenwerte gleich.
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Es ist also jedes Eigenwertproblem der Form (E) zu einem Eigenwertproblem äquiva-
lent, bei dem das zugehörige Hamiltonsche System und die zugehörigen Randbedin-
gungen in kanonischer Form vorliegen.
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6 Oszillation linearer Hamiltonscher Systeme

Die Sätze in diesem Kapitel sind die Hauptresultate der vorliegenden Arbeit. Sie liefern
Formeln für die Anzahl der eigentlichen Eigenwerte des Eigenwertproblems

(E)
ẋ = Ax + Bu, u̇ = (C − λC0)x− ATu auf I := [a, b],

Ra
1x(a) + Ra

2u(a) = Rb
1x(b) + Rb

2u(b) = 0

einschließlich ihrer Vielfachheiten kleiner oder gleich einem gewissen λ ∈ R in Bezug
auf die eigentlichen fokalen Punkte der speziellen konjugierten Basis (Xa, Ua) von

(H) ẋ = Ax + Bu, u̇ = (C − λC0)x− ATu.

Dabei besitzt die spezielle konjugierte Basis (Xa, Ua) von (H) die folgenden Anfangs-
werte:

Xa(a; λ) ≡ −Ra
2
T, Ua(a; λ) ≡ Ra

1
T.

Wir wiederholen die zugrunde gelegten Annahmen

(A)

A,B, C,C0 sind stückweise stetige, reelle, auf dem Intervall I erklärte,
n× n-matrixwertige Funktionen;
B(t), C(t) und C0(t) sind symmetrisch für alle t ∈ I; und es ist
B(t) ≥ 0, C0(t) ≥ 0 für alle t ∈ I

und

(R)
Ra

1, R
a
2, R

b
1, R

b
2 ∈ Rn×n mit

rg(Ra
1, R

a
2) = rg(Rb

1, R
b
2) = n, Ra

1R
a
2
T = Ra

2R
a
1
T, Rb

1R
b
2
T

= Rb
2R

b
1
T
.

Schließlich verwenden wir die Notationen

(V)
V :=

⋂
t∈I ker{XT

a (t; λ)C0(t)Xa(t; λ)} ∩ ker Xa(b; λ)

und V ∈ Rn×q ist eine Matrix mit Rn = V ⊕ Im V , wobei q := n− dim V,

sowie

(W)
W :=

⋂
t∈I ker{XT

a (t; λ)C0(t)Xa(t; λ)} ∩ ker(Rb
1Xa(b; λ) + Rb

2Ua(b; λ)),

und W ∈ Rn×r ist eine Matrix mit Rn = W ⊕ ImW , wobei r := n− dim W.

Die Räume V und W sind gemäß Proposition 4.3 unabhängig von λ.
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Im Abschnitt 6.1 betrachten wir den lokalen Oszillationssatz, der eine Formel für die
lokale Änderung der Anzahl aller eigentlichen Eigenwerte von (E) kleiner oder gleich
einem gewissen λ ∈ R in Bezug auf die Anzahl der eigentlichen fokalen Punkte der
speziellen konjugierten Basis (Xa, Ua) von (H) in I angibt. Setzen wir ferner die Po-
sitivität eines gewissen quadratischen Funktionals voraus, so können wir die Anzahl
aller eigentlichen Eigenwerte von (E) kleiner oder gleich einem gewissen λ ∈ R explizit
berechnen, sofern wir nur die Anzahl der eigentlichen fokalen Punkte der speziellen
konjugierten Basis (Xa, Ua) von (H) in (a, b] kennen, und umgekehrt. Diesen globalen
Oszillationssatz betrachten wir im Abschnitt 6.2.
In Abschnitt 6.3 zeigen wir auf, dass Eigenwertprobleme mit nicht separierten Rand-
bedingungen auf den Fall separierter Randbedingungen zurückgeführt werden können.
Ferner werden wir in diesem Abschnitt eine Formel für die Differenz eigentlicher fokaler
Punkte einer beliebigen konjugierten Basis und der Hauptlösung von (H) bei a skiz-
zieren. Daher könnten wir in den Abschnitten 6.1 und 6.2 stets auch eine Formel für
die eigentlichen Eigenwerte von (E) in Bezug auf die eigentlichen fokalen Punkte der
Hauptlösung von (H) bei a, d.h. der Lösung (X0, U0) von (H) mit X0(a) = 0, U0(a) = I,
angeben.
Schließlich möchten wir noch anmerken, dass wir unsere Untersuchungen ohne größere
Probleme ähnlich wie in [25] auf den Fall ausdehnen könnten, dass die Matrizen Ra

1

und Rb
1 in geeigneter Weise von dem Parameter λ abhängen. Dieses ist jedoch rein

technisch und würde die Lesbarkeit dieser Arbeit erschweren.

6.1 Der lokale Oszillationssatz

Der lokale Oszillationssatz, Satz 6.1, verallgemeinert [[25], Theorem 7.4.1(iv)] in einem
gewissen Sinne, d.h. im streng normalen Fall entsprechen die beiden Sätze einander,
betrachtet jedoch speziellere Hamiltonsche Systeme. Dieser Satz ist allerdings nicht auf
der nach Proposition 4.4 diskreten MengeM := {λ ∈ R | def Xa(b; λ) 6= def Xa(b; λ+)}
erklärt. Der erweiterte lokale Oszillationssatz, Satz 6.2, behebt dieses Problem analog
zu [[25], Theorem 7.2.2], jedoch wurde dieses Prinzip in der Literatur bisher noch nicht
im Zusammenhang mit dem lokalen Oszillationssatz erwähnt.
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Satz 6.1. (Lokaler Oszillationssatz)
Es gelten (A) und (R) und es sei (Xa, Ua) die spezielle konjugierte Basis von (H) mit
den Anfangswerten

Xa(a; λ) ≡ −Ra
2
T, Ua(a; λ) ≡ Ra

1
T.

Es sei
Λ(λ) := Rb

1Xa(b; λ) + Rb
2Ua(b; λ)

und es sei W eine Matrix wie in (W).
Ferner sei

n1(λ) die Anzahl der eigentlichen fokalen Punkte von Xa(t; λ) in (a, b]

(inklusive Vielfachheiten),
n2(λ) := ind {RT(S1 + (UaX

†
a)(b; λ))R}+ def {Λ(λ)W}, wobei

Rb
1 = Rb

2S1 + S2 mit einer symmetrischen Matrix S1 und einer Matrix S2

mit ker Rb
2 = Im ST

2 , sowie R ∈ Rn×n mit Im R = Im Rb
2
T ∩ Im Xa(b; λ+),

n3(λ) die Anzahl der eigentlichen Eigenwerte von (E) ≤ λ

(inklusive Vielfachheiten).

Dann existieren
n1 := lim

λ→−∞
n1(λ),

n2 := lim
λ→−∞

n2(λ),

und es gilt
n1(λ) + n2(λ) = n3(λ) + n1 + n2 für alle λ ∈ R \M,

wobei die Menge

M := {λ ∈ R | def Xa(b; λ) 6= def Xa(b; λ+)}

diskret ist.

Beweis
Die Menge M ist gemäß Proposition 4.4 diskret. Gemäß Proposition 4.1 ist n1(λ)

endlich für alle λ ∈ R. Nach Satz 4.1 gilt die Gleichung

n1(λ+)− n1(λ−) = def {Xa(b; λ)V}

für alle λ ∈ R, wobei V eine Matrix wie in (V) sei. Insbesondere ist n1(·) ≥ 0, ganzzahlig
und monoton nicht fallend auf R. Daher gibt es ein λ1 ∈ R so, dass n1(·) auf (−∞, λ1)

konstant ist, d.h. es gilt:

def {Xa(b; λ)V} = 0 für alle λ < λ1.
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Damit ist n1 = lim
λ→−∞

n1(λ) wohldefiniert.

Nach Lemma 5.2, Satz 5.1 und Korollar 5.3 ist n2(λ) wohldefiniert. Gemäß Satz 5.2
existieren n2(λ+), n2(λ−) und es gilt die Beziehung

n2(λ+)− n2(λ−) = def {Λ(λ)W}− def {Xa(b; λ)V}

für alle λ ∈ R. Es ist 0 ≤ n2(λ) ≤ 2n und damit ist n2(λ) insbesondere ganzzahlig und
beschränkt für alle λ ∈ R. Ferner ist n2(·) monoton nicht fallend auf (−∞, λ1). Daher
gibt es ein λ2 ≤ λ1 so, dass n2(λ) = n2 für alle λ < λ2 gilt. Insbesondere ist also auch
n2 wohldefiniert.
Nach Satz 5.1 existieren nun schließlich n3(λ+) und n3(λ−) und es gilt die Gleichung

n3(λ+)− n3(λ−) = def {Λ(λ)W} für alle λ ∈ R.

Da n3(·) ganzzahlig und monoton nicht fallend auf R ist, existiert lim
λ→−∞

n3(λ). Aufgrund

der Definition von n3(·) folgt, dass dieser Grenzwert Null ist.
Wir haben die folgenden Gleichungen gezeigt:

n1(λ+) − n1(λ−) = def {Xa(b; λ)V},

n2(λ+) − n2(λ−) = def {Λ(λ)W}− def {Xa(b; λ)V},

n3(λ+) − n3(λ−) = def {Λ(λ)W}.
Hieraus schließen wir mit den Sätzen 4.1 und 5.2 sowie mit der Monotonie von n3(·),
dass

ni(λ+) = ni(λ) für alle λ ∈ R \M und für alle i = 1, 2, 3

gilt. Da
n1(λ+) + n2(λ+)− n3(λ+)

wohldefiniert und konstant für alle λ ∈ R ist, folgt die Behauptung. ¤

Wir formulieren nun eine Erweiterung des lokalen Oszillationssatzes um die diskrete
AusnahmemengeM = {λ ∈ R | def Xa(b; λ) 6= def Xa(b; λ+)} mit einzuschließen. Die-
se bedarf jedoch technischer Hilfsmittel und ist daher aufwändiger zu formulieren. Da
jedes Eigenwertproblem der Form (E) nach Bemerkung 5.5 äquivalent ist zu einem
Eigenwertproblem, bei dem das zugehörige Hamiltonsche System und die zugehörigen
Randbedingungen in kanonischer Form vorliegen, setzen wir dabei die kanonische Form
des Hamiltonschen Systems (H) und der Randbedingungen voraus.
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Satz 6.2. (Erweiterter lokaler Oszillationssatz)
Es gelten (A) und (R) und es sei (Xa, Ua) die spezielle konjugierte Basis von (H) mit
den Anfangswerten

Xa(a; λ) ≡ −Ra
2
T, Ua(a; λ) ≡ Ra

1
T.

Es sei
M := {λ ∈ R | def Xa(b; λ) 6= def Xa(b; λ+)}

und es seien

Xa(b; λ) =

(
X11(λ) 0

0 0

)
, Ua(b; λ) =

(
U11(λ) 0

U21(λ) U22

)

mit gewissen matrixwertigen Funktionen X11(λ), U11(λ) ∈ Rr×r, U21(λ) ∈ R(n−r)×r,

λ ∈ R, r := rgXa(b; λ+), wobei X11(λ) auf R \ M regulär sei, und einer regulären
Matrix U22 ∈ R(n−r)×(n−r).
Ferner seien

Rb
1 =

(
R

(1)
11 R

(1)
12

R
(2)
22 C1 R

(1)
22

)
, Rb

2 =

(
R

(2)
11 0

R
(2)
22 C2 R

(2)
22

)
,

mit gewissen Matrizen R
(1)
11 , R

(2)
11 ∈ Rr×r, R

(1)
12 ∈ Rr×(n−r), R

(1)
22 , R

(2)
22 ∈ R(n−r)×(n−r),

C1, C2 ∈ R(n−r)×r.
Es sei

Λ(λ) := Rb
1Xa(b; λ) + Rb

2Ua(b; λ),

und es seien V und W Matrizen wie in (V) und (W).
Weiter seien S, S∗, T, K ∈ Rr×r mit

R
(2)
11

T
= X11(λ)S + S∗ mit XT

11(λ)S∗ = 0,

Im T = ker S∗, Im K = ker T und es sei
N = N (λ) := TTΛ̃(λ)ST −KKT, wobei
Λ̃(λ) := R

(1)
11 X11(λ) + R

(2)
11 U11(λ).

Schließlich sei

n1(λ) die Anzahl der eigentlichen fokalen Punkte von Xa(t; λ) in (a, b]

(inklusive Vielfachheiten),
n2(λ) := ind N + def {Λ(λ)W}− def {Xa(b; λ)V}
n3(λ) die Anzahl der eigentlichen Eigenwerte von (E) ≤ λ

(inklusive Vielfachheiten).
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Dann existieren
n1 := lim

λ→−∞
n1(λ),

n2 := lim
λ→−∞

n2(λ),

und es gilt
n1(λ) + n2(λ) = n3(λ) + n1 + n2 für alle λ ∈ R.

Beweis
Für λ ∈ R \M sei

n̂2(λ) := ind {RT(S1 + (UaX
†
a)(b; λ))R}+ def {Λ(λ)W}.

Dabei sei gemäß Korollar 2.1(i) Rb
1 = Rb

2S1+S2 mit einer symmetrischen Matrix S1 und
einer Matrix S2 mit ker Rb

2 = Im ST
2 , sowie R ∈ Rn×n mit

Im R = Im Rb
2
T ∩ Im Xa(b; λ+). Dann ist

Im R = Im Rb
2

T ∩ Im

(
Ir×r

0

)
= Im

(
R

(2)
11

T

0

)
,

und daher können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit

R =

(
R

(2)
11

T
0

0 0

)

annehmen.
Aufgrund des Lemmas 5.2 und des Satzes 5.1 ist def {Λ(λ+)W} = 0 für alle λ ∈ R.
Damit ist

n̂2(λ+) = ind

(
M(λ+) 0

0 0

)
= ind M(λ+)

für alle λ ∈ R, wobei

M(λ) := R
(1)
11 R

(2)
11

T
+ R

(2)
11 U11(λ)X−1

11 (λ)R
(2)
11

T
.

Es sei
Ñ = Ñ (λ) := TTΛ̃(λ)ST.

Mit d = d1 + d2, d1 ∈ Im TT = ker KT, d2 ∈ ker T = Im K ist

dTNd = dT1 Ñd1 − dT2 KKTd2,
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und damit ist
ind N = ind Ñ + rgK.

Gemäß Satz 4.1 gilt n1(λ+) = n1(λ) für alle λ ∈ R und mit Satz 5.1 ist n3(λ+) = n3(λ)

für alle λ ∈ R. Nach Satz 6.1 existieren n1 und n̂2 := limλ→−∞ ind M(λ+). Mit den
Lemmata 5.2 und 5.5 folgt, dass def Λ̃(λ) − def Λ̃(λ+) = def {Λ(λ)W} für alle λ ∈ R
gilt. Dann ergibt sich mit Satz 6.1 und dem Korollar 2.2 zum Indexsatz 2.2:

n3(λ) + n1 + n̂2 − n1(λ) = n3(λ+) + n1 + n̂2 − n1(λ+)

= ind M(λ+)

= ind Ñ (λ) + r − rgT + def Λ̃(λ)− def Λ̃(λ+)− def X11(λ)

= ind Ñ (λ) + rgK + def {Λ(λ)W}− def {Xa(b; λ)V}

= ind N (λ) + def {Λ(λ)W}− def {Xa(b; λ)V}

= n2(λ).

Da nach Satz 6.1 limλ→−∞ n3(λ) + n1 + n̂2 − n1(λ) = n̂2 = limλ→−∞ n2(λ) folgt,
existiert n2 und es ist n2 = n̂2. Damit folgt die Behauptung des Satzes. Ferner folgt,
dass n̂2(λ) = n2(λ) für alle λ ∈ R \M gilt, d.h. die Funktion n2(·) aus den Sätzen 6.1
und 6.2 sind auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich R \M gleich. ¤

6.2 Der globale Oszillationssatz

Definition 6.1.
Es gelte (A). Ra, Rb, Sa, Sb seien reelle n× n-Matrizen und Sa, Sb seien symmetrisch.
Das quadratische Funktional

F(x) :=

∫

I
{xTCx + uTBu}(t) dt + xT(b)Sbx(b)− xT(a)Sax(a)

heißt positiv definit, falls F(x) > 0 für alle zulässigen x 6≡ 0 mit x(a) ∈ Im RT
a ,

x(b) ∈ Im RT
b gilt. Dabei heißt x zulässig, falls x eine absolut stetige reelle vektorwertige

Funktion ist und falls eine vektorwertige „Kontrollfunktion“ u ∈ Cs(I) so existiert, dass
(x, u) die so genannte „Bewegungsgleichung“

ẋ = Ax + Bu

auf I erfüllt.
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Satz 6.3. ([[28], Theorem 1])
Es gelte (A) und es sei (Xa, Ua) eine spezielle konjugierte Basis von (H), die den
Anfangsbedingungen

Xa(a) = RT
a , rg(XT

a (a), UT
a (a)) = n, XT

a (a)Ua(a) = −RaSaR
T
a = UT

a (a)Xa(a)

genügt. Weiter seien Ra, Rb, Sa, Sb reelle n× n-Matrizen und Sa, Sb seien symmetrisch.
Dann ist das quadratische Funktional

F(x) :=

∫

I
{xTCx + uTBu}(t) dt + xT(b)Sbx(b)− xT(a)Sax(a)

genau dann positiv definit, wenn die folgenden drei Bedingungen erfüllt sind:

(i)
B(t) ≥ 0 für alle t ∈ I.

(ii)
ker Xa(t) ⊂ ker Xa(τ) für alle a ≤ τ ≤ t ≤ b.

(iii)
dT(Sb + Ua(b)X

†
a(b))d > 0 für alle d ∈ Im RT

b ∩ Im Xa(b) \ {0}.

Satz 6.4. (Erweiterter globaler Oszillationssatz)
Es gelten die Voraussetzungen und die Notation von Satz 6.2. Weiter seien Sa

1 , Sb
1

symmetrische reelle n× n-Matrizen und Sa
2 , Sb

2 ∈ Rn×n mit

Ra
1 = Ra

2S
a
1 + Sa

2 , ker Ra
2 = Im Sa

2
T,

Rb
1 = Rb

2S
b
1 + Sb

2, ker Rb
2 = Im Sb

2
T
.

Es gebe zusätzlich ein λ0 ∈ R so, dass das quadratische Funktional

(F) F(x; λ0) :=

∫

I
{xT(C − λ0C0)x + uTBu}(t) dt + xT(b)Sb

1x(b)− xT(a)Sa
1x(a)

positiv definit ist.
Dann gilt für alle λ ∈ R die Gleichung

n1(λ) + n2(λ) = n3(λ).
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Beweis
Das Resultat folgt unmittelbar aus dem erweiterten lokalen Oszillationssatz, Satz 6.2,
wenn man nur zeigt, dass unter den dort getroffenen Notationen n1 = n2 = 0 gilt.
Wir rechnen leicht nach, dass die spezielle konjugierte Basis (Xa, Ua)(·; λ) für das oben
genannte quadratische Funktional (F) eine spezielle konjugierte Basis gemäß Satz 6.3
mit Ra = −Ra

2, Rb = −Rb
2, Sa = Sa

1 , Sb = Sb
1 ist. Da aufgrund der Annahme (A)

C0(t) ≥ 0 für alle t ∈ I ist, ist F(x; λ) positiv definit für alle λ ≤ λ0. Damit gilt nach
Satz 6.3

n1(λ) = 0, n2(λ) = 0 für alle λ ≤ λ0,

und somit insbesondere n1 = 0, n2 = 0. ¤

Bemerkung 6.1.
Es genügt nicht, die Nichtnegativität des quadratischen Funktionals (F) vorauszuset-
zen. Das eindimensionale Beispiel

A ≡ 0, C ≡ 1, C0 ≡ 0 auf I = [0, 2π], B ≡ 1 auf [0, π], B ≡ 0 auf [π, 2π]

besitzt unter Dirichletschen Randbedingungen, d.h. unter x(0) = x(2π) = 0, etwa die
spezielle Lösung

x0(t) = sin t auf [0, π], x0(t) ≡ 0 auf [π, 2π].

Das zugehörige quadratische Funktional F(x) =
∫
I xT(t)C0(t)x(t) + uT(t)B(t)u(t) dt

ist nichtnegativ definit, d.h. es ist F(x) ≥ 0 für alle zulässigen x mit x(0) = x(2π) = 0,
jedoch besitzt x0 einen eigentlichen fokalen Punkt im offenen Intervall (0, 2π). Dieses
wollten wir jedoch in dem Satz 6.4 ausschließen.

An dieser Stelle möchten wir ein hinreichendes Kriterium zur Positivität des quadrati-
schen Funktionals (F) angeben, welches [27] entnommen wurde. In jener Arbeit zeigen
W. Kratz, D. Liebscher und R. Schätzle die Äquivalenz der Positivität eines
gewissen quadratischen Funktionals, mit dem etwa (F) abgeschätzt werden kann, mit
der nachstehenden Ehrling-Bedingung sowie mit der starken Beobachtbarkeit des Ha-
miltonschen Systems (H) und mit einer gewissen Rangbedingung sofern das zugrunde
liegende Hamiltonsche System (H) nur glatt genug ist.



6.3 Eigenwertprobleme mit nicht separierten Randbedingungen 68

Proposition 6.1. ([[27], Proposition 1])
Es gelten die Bedingungen (A) und (R) und die folgende Ehrling-Bedingung.

Jedes x ∈ W 1,2(I), d.h. jedes x ∈ Cs(I) mit ẋ ∈ L2(I), mit

ẋ(t)− A(t)x(t) ∈ Im B(t) und C0(t)x(t) = 0 fast überall auf I

erfülle stets x(t) = 0 für alle t ∈ I.

Weiter seien Sa
1 , Sb

1 symmetrische reelle n× n-Matrizen und Sa
2 , Sb

2 ∈ Rn×n mit

Ra
1 = Ra

2S
a
1 + Sa

2 , ker Ra
2 = Im Sa

2
T,

Rb
1 = Rb

2S
b
1 + Sb

2, ker Rb
2 = Im Sb

2
T
.

Dann gibt es ein γ > 0 und ein λ0 < 0 so, dass

F(x; λ) =

∫

I
{xT(C − λC0)x + uTBu}(t) dt + xT(b)Sb

1x(b)− xT(a)Sa
1x(a)

≥
∫

I
{xT(C − λC0)x + uTBu}(t) dt− γ{‖x(a)‖2 + ‖x(b)‖2}

> 0

für alle zulässigen x 6≡ 0 mit x(a) ∈ Im Ra
2
T, x(b) ∈ Im Rb

2
T und für alle λ ≤ λ0 gilt.

6.3 Eigenwertprobleme mit nicht separierten

Randbedingungen

Unter einem Eigenwertproblem mit nicht separierten Randbedingungen verstehen wir
das selbstadjungierte Eigenwertproblem

(Ens)

ẋ = Ax + Bu, u̇ = (C − λC0)x− ATu,

R1

(
−x(a)

x(b)

)
+ R2

(
u(a)

u(b)

)
= 0.

Bei der Betrachtung solcher Eigenwertprobleme nehmen wir (A) an und es seien
R1, R2 ∈ R2n×2n Matrizen, für die gilt:

R1R
T
2 = R2R

T
1 , rg(R1, R2) = 2n.

Wir werden zeigen, dass man dieses Problem auf ein Eigenwertproblem mit separierten
Randbedingungen zurückführen kann.
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Lemma 6.1.
Das Eigenwertproblem mit nicht separierten Randbedingungen (Ens) ist äquivalent mit
dem separierten Eigenwertproblem

(Es)

bestehend aus dem „großen Hamiltonschen System“

(H̃) ˙̃x =

(
0 0

0 A

)
x̃ +

(
0 0

0 B

)
ũ, ˙̃u =

(
0 0

0 C − λC0

)
x̃−

(
0 0

0 AT

)
ũ

und den separierten Randbedingungen
(

I I

0 0

)
x̃(a) +

(
0 0

−I I

)
ũ(a) = 0, R1x̃(b) + R2ũ(b) = 0,

d.h. λ ist genau dann ein eigentlicher Eigenwert von (Ens), wenn es ein eigentlicher
Eigenwert von (Es) ist, und ihre Vielfachheiten sind gleich.

Beweis
λ ist genau dann ein eigentlicher Eigenwert von (Ens) mit zugehöriger Eigenfunktion
(x, u), wenn λ ein eigentlicher Eigenwert von (Es) mit zugehöriger Eigenfunktion

(x̃, ũ)(t) =

((
−x(a)

x(t)

)
,

(
u(a)

u(t)

))
, t ∈ I,

ist. Offensichtlich überträgt sich hierbei jeweils die Vielfachheit des eigentlichen Eigen-
wertes λ. ¤

Aus dem obigen Lemma 6.1 und den vorhergehenden Sätzen lassen sich ohne weite-
res Sätze unter Berücksichtigung allgemeiner Randbedingungen führen, die wir hier
lediglich bis auf eine diskrete Ausnahmemenge formulieren möchten. Eine Erweiterung
dieser Sätze ergibt sich entsprechend wie in den Abschnitten 6.1 und 6.2.
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Satz 6.5. (Lokaler Oszillationssatz mit nicht separierten Randbedingun-
gen)
Es gelten (A) und (R). Es seien (X0, U0) die Hauptlösung und (X1, U1) die assozi-
ierte Lösung von (H) bei a, d.h. (X0, U0), (X1, U1) seien Lösungen von (H) mit den
Anfangswerten

X0(a; λ) = U1(a; λ) ≡ 0, U0(a; λ) = −X1(a; λ) ≡ I.

Ferner definieren wir für t ∈ I, λ ∈ R

X∗(t; λ) :=

(
0 I

X0(t; λ) X1(t; λ)

)
, U∗(t; λ) :=

(
I 0

U0(t; λ) U1(t; λ)

)
.

Es sei

n1(λ) die Anzahl der eigentlichen fokalen Punkte von X0(t; λ) in (a, b]

(inklusive Vielfachheiten),
n2(λ) := ind {RT(S1 + (U∗X†

∗)(b; λ))R}+ def Λ∗(λ)− def Λ∗(λ+), wobei
R1 = R2S1 + S2 mit einer symmetrischen Matrix S1 und einer Matrix S2

mit ker R2 = Im ST
2 , sowie R ∈ R2n×2n mit Im R = Im R2

T ∩ Im Xa(b; λ+),

Λ∗(λ) := R1X∗(b; λ) + R2U∗(b; λ),

n3(λ) die Anzahl der eigentlichen Eigenwerte von (Ens)
≤ λ (inklusive Vielfachheiten).

Dann existieren
n1 := lim

λ→−∞
n1(λ),

n2 := lim
λ→−∞

n2(λ),

und es gilt die Identität

n1(λ) + n2(λ) = n3(λ) + n1 + n2 für alle λ ∈ R \M,

wobei die Menge

M := {λ ∈ R | def X0(b; λ) 6= def X0(b; λ+)}
diskret ist.

Beweis
Mit einer Differentiation nach t ist leicht einzusehen, dass (X∗, U∗) tatsächlich eine
konjugierte Basis des „großen Hamiltonschen Systems“ (H̃) mit den Anfangswerten

X∗(a; λ) ≡
(

0 I

0 −I

)
= −

(
0 0

−I I

)T

, U∗(a; λ) ≡
(

I 0

I 0

)
=

(
I I

0 0

)T

,
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ist. Die Behauptung folgt nun unmittelbar mit dem lokalen Oszillationssatz, Satz 6.1,
wenn man noch zeigt, dass die eigentlichen fokalen Punkte von X∗ mit den eigentlichen
fokalen Punkten von X0 samt ihren Vielfachheiten übereinstimmen. Dieses ist jedoch
aufgrund der Definition von X∗ evident. Mit dem selben Argument begründen wir
ebenfalls die Gestalt der nach Proposition 4.4 diskreten Ausnahmemenge, d.h. es ist

M = {λ ∈ R | def X0(b; λ) 6= def X0(b; λ+)} = {λ ∈ R | def X∗(b; λ) 6= def X∗(b; λ+)}.

¤

Satz 6.6. (Globaler Oszillationssatz mit nicht separierten Randbedingun-
gen)
Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus Satz 6.5. Ferner gebe es ein
λ0 ∈ R so, dass

F(x; λ0) :=

∫

I
{xT(C − λ0C0)x + uTBu}(t) dt +

(
−x(a)

x(b)

)T

S1

(
−x(a)

x(b)

)

positiv definit ist.
Dann gilt die Gleichung

n1(λ) + n2(λ) = n3(λ)

für alle λ ∈ R \M, wobei die Menge

M := {λ ∈ R | def X0(b; λ) 6= def X0(b; λ+)}

diskret ist.

Beweis
Dieses Resultat folgt aus den Sätzen 6.3 und 6.5 ähnlich wie im Abschnitt 6.2. ¤

Bemerkung 6.2.

(i) Die Betrachtung von Eigenwertproblemen mit nicht separierten Randbedingun-
gen hat insbesondere gezeigt, dass man die Sätze zur Oszillation linearer Ha-
miltonscher Systeme mittels der Hauptlösung und der assoziierten Lösung des
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Hamiltonschen Systems (H) bei a formulieren kann. Dieses Resultat kann man na-
türlich auch auf Eigenwertprobleme mit separierten Randbedingungen anwenden.
Wir hätten also die Sätze aus den Abschnitten 6.1 und 6.2 mit der Hauptlösung
und der assoziierten Lösung von (H) bei a statt mit der speziellen konjugierten
Basis (Xa, Ua) des Hamiltonschen Systems (H) formulieren können.
Da im Gegensatz zur speziellen konjugierten Basis von (H) die Hauptlösung und
die assoziierte Lösung von (H) bei a unabhängig von den Randbedingungen sind,
vermögen wir mittels den Oszillationssätzen und den oben geschilderten zwei Be-
trachtungsmöglichkeiten eines geeigneten Eigenwertproblems eine explizite For-
mel zur Bestimmung der Differenz der eigentlichen fokalen Punkte einer (be-
liebigen) konjugierten Basis von (H) und den eigentlichen fokalen Punkten der
Hauptlösung desselben Hamiltonschen Systems (H) bei a zu erhalten.

(ii) Eine Formel für die Moore-Penrose Inverse der Matrix X∗ kann [[8], Lemma A.6]
entnommen werden.

(iii) Es sei erwähnt, dass die vorliegende Theorie das selbstadjungierte Sturm-
Liouvillesche Eigenwertproblem gerader Ordnung beinhaltet (siehe hierzu auch
Beispiel 1.1), d.h. das selbstadjungierte Problem

L(y) =
n∑

µ=0

(−1)µ(rµy
(µ))(µ) = λry, n ∈ N,

mit den Randbedingungen

M1

(
−x(a)

x(b)

)
+ M2

(
z(a)

z(b)

)
= 0.

Dabei sind M1, M2 ∈ R2n×2n, rg(M1,M2) = 2n, x(t) = (y(t), . . . , y(n−1)(t)) und
z(t) = (y(n)(t), . . . , y(2n−1)(t)). Ferner nehmen wir an, dass rµ ∈ Cµ

s (I) für
µ = 0, . . . , n, r ∈ Cs(I), I = [a, b] und rn(t) > 0, r(t) ≥ 0 für alle t ∈ I gel-
ten möge. Dann löst eine Funktion y die Gleichung L(y) = λry auf I genau
dann, wenn y ∈ C2n

s (I) und das Paar (x, u) mit

u(t) = (uν(t)), uν(t) =
n∑

µ=ν+1

(−1)µ−ν−1(rµy
(µ))(µ−ν−1), ν = 0, . . . , n− 1,

das lineare Hamiltonsche System

ẋ = Ax + Bu, u̇ = (C − λC0)x− ATu
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löst, wobei

A :=




0 1 · · · 0
... . . . . . . ...
0 · · · 0 1

0 · · · 0




, B :=
1

rn(t)
diag(0, . . . , 0, 1),

C := diag(r0(t), . . . , rn−1(t)), C0 := r(t) diag(1, 0, . . . , 0).

Die entsprechenden Randbedingungen, die man an x, u (statt x, z) zu stellen hat,
sowie die Selbstadjungiertheit dieser Randbedingungen folgert man wie in [[25],
Section 8.4].
Wir möchten an dieser Stelle noch einmal betonen, dass wir in unseren Betrach-
tungen lediglich die Annahme C0 ≥ 0 und damit r ≥ 0 auf I voraussetzen, statt
r > 0 fast überall auf I wie es in der bestehenden Theorie der Fall ist. Dies ist
selbst für spezielle Betrachtungen des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems
neu.
Analog kann man auch die Theorie der Kamke Eigenwertprobleme, siehe [[25],
Section 8.4], verallgemeinern, wenn man die vorliegende Theorie um den Fall er-
weitert, dass die Randbedingung R1 des Eigenwertproblems (Ens) in geeigneter
Weise von dem Eigenwertparameter λ abhängen darf.
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A Anhang

A.1 Zur Theorie von Systemen

gewöhnlicher Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt möchten wir kurz die wichtigsten Resultate aus der Theorie von
Systemen gewöhnlicher Differentialgleichungen wiedergeben, die wir in der vorliegenden
Arbeit ständig verwenden. Insbesondere sind wir an der Abhängigkeit eines Systems
von Differentialgleichungen

(∗) ẏ(t, λ) = f(t, y(t, λ), λ)

von dem reellen Parameter λ interessiert. Hierbei verstehen wir unter dem Symbol
˙ = d/dt stets die Ableitung nach t. Wir werden zunächst Sätze formulieren, die die
Stetigkeit von f voraussetzen. Diese Sätze wurden [[48], Kapitel III, §13] entnommen
und sind dort in größerer Allgemeinheit dargestellt. Wir setzen dabei elementare Kennt-
nisse der Analysis voraus.
Schließlich wenden wir die Resultate auf die in dieser Arbeit behandelten Situation an.
Da wir in den Annahmen (A), siehe Kapitel 3, lediglich vorausgesetzt haben, dass die
im Hamiltonschen System (H) auftretenden matrixwertigen Funktionen stückweise ste-
tig in t sind, greifen wir auf den Begriff der absoluten Stetigkeit zurück und formulieren
die obigen Resultate so, dass sie in dem vorliegenden Fall anwendbar sind.

Satz A.1. (Stetige Abhängigkeit der Lösungen)
Es seien J = [α, β], α < β, und K ⊂ R kompakt. Die Funktionen g : K → Rn und
f : J ×Rn×K → Rn seien stetig auf ihrem Definitionsbereich, und f genüge dort der
Lipschitz-Bedingung

(L) |f(t, y1, λ)− f(t, y2, λ)| ≤ L|y1 − y2|.
Dann besitzt das Anfangswertproblem

ẏ(t, λ) = f(t, y(t, λ), λ), y(α, λ) = g(λ)

für jedes λ ∈ K genau eine Lösung auf J , und diese ist stetig auf J ×K.

Beweis
Der Raum B := C(J ×K) wird durch

‖y‖ := sup
{ |y(t, λ)| e−2L(t−α)

∣∣ (t, λ) ∈ J ×K
}
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zu einem Banachraum. Für y ∈ B sei

(Ty)(t, λ) := g(λ) +

∫ t

α

f(τ, y(τ, λ), λ) dτ.

Offenbar ist Ty ∈ B für y ∈ B. Aufgrund der Lipschitz-Bedingung (L) ist

|(Ty1 − Ty2)(t, λ)| ≤ L

∫ t

α

|y1(τ, λ)− y2(τ, λ)| dτ.

Erweitert man den Integranden mit 1 = e2L(τ−α)e−2L(τ−α), so sieht man, dass die rechte
Seite dieser Ungleichung

≤ L‖y1 − y2‖
∫ t

α

e2L(τ−α) dτ

=
1

2
‖y1 − y2‖ e2L(t−α)

und damit
‖Ty1 − Ty2‖ ≤ 1

2
‖y1 − y2‖

ist. Aus dem wohlbekannten Banachschen Fixpunktsatz folgt nun die Behauptung. ¤

Satz A.2. (Differenzierbarkeit nach dem Parameter λ)
Es gelten die Voraussetzungen des obigen Satzes A.1 und die partiellen Ableitungen
gλ := ∂

∂λ
g, fλ := ∂

∂λ
f, fy := ∂

∂y
f seien auf K◦ bzw. J × Rn ×K◦ stetig. Dann besitzt

die Lösung y(t, λ) von (∗) eine auf J ×K◦ stetige partielle Ableitung yλ(t, λ).

Beweis
Es sei C∗ die Menge aller u ∈ C(J × K), deren partielle Ableitungen uλ in J × K◦

stetig sind. Die Operatoren T, S seien wie folgt definiert:

(Tu)(t, λ) := g(λ) +

∫ t

α

f(τ, u(τ, λ), λ) dτ,

S(u, v)(t, λ) := gλ(λ) +

∫ t

α

fλ(τ, u(τ, λ), λ) + fy(τ, u(τ, λ), λ)v(τ, λ) dτ.

Offenbar ist für u ∈ C∗ auch Tu ∈ C∗, und es gilt:

(∗∗) (Tu)λ = S(u, uλ).
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Nun definieren wir zwei Folgen (uk), (vk) nach der Vorschrift

uk+1 = Tuk, vk+1 = S(uk, vk)

für k ≥ 0 mit u0 ∈ C∗, v0 = (u0)λ. Dann ist u1 = Tu0 ∈ C∗ und wegen (∗∗)

v1 = S(u0, v0) = S (u0, (u0)λ) = (u1)λ.

Auf dieselbe Weise zeigt man, dass

uk ∈ C∗ und vk = (uk)λ

für alle k ∈ N0 ist.
Wir wählen eine kompakte Menge K1 ⊂ K◦ und betrachten S und T auf dem Banach-
raum B := C(J ×K1) mit der im Beweis zu Satz A.1 angegebenen Norm

‖u‖ = sup
{ |u(t, λ)| e−2L(t−α)

∣∣ (t, λ) ∈ J ×K1

}
.

Aus Satz A.1 folgt limk→∞ uk = y, wobei y die (eindeutige) Lösung von (∗) mit
y(a, λ) = g(λ) ist. Wir betrachten nun den Operator R := S(y, ·). Aufgrund der Lip-
schitzbedingung (L) ist

|fy(t, y(t, λ), λ)v| = lim
h→0

∣∣∣∣
1

h
{f(t, y(t, λ) + hv, λ)− f(t, y(t, λ), λ)}

∣∣∣∣ ≤ L|v|

und damit

|(Rv −Rw)(t, λ)| =

∣∣∣∣
∫ t

α

fy(τ, y(τ, λ), λ)(v(τ, λ)− w(τ, λ)) dτ

∣∣∣∣

≤ L

∫ t

α

|v(τ, λ)− w(τ, λ)| dτ.

Folglich gilt wie im Beweis zu Satz A.1 die Lipschitzbedingung

‖Rv −Rw‖ ≤ 1

2
‖v − w‖.

Aufgrund des Banachschen Fixpunktsatzes gibt es genau einen Fixpunkt z von R, und
dieser ist eine Funktion z ∈ C(J ×K1) mit

z = S(y, z).

Für die Folge (vk) gilt
vk+1 = S(uk, vk) = Rvk + ak
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mit
ak = S(uk, vk)− S(y, vk)

=

∫ t

α

fλ(τ, uk(τ, λ), λ)− fλ(τ, y(τ, λ), λ)

+ (fy(τ, uk(τ, λ), λ)− fy(τ, y(τ, λ), λ)) vk(τ, λ) dτ

= αk + βk‖vk‖
mit gewissen Nullfolgen (αk), (βk).
Es ist

‖vk+1 − z‖ ≤ ‖Rvk −Rz‖+ ‖ak‖

≤ 1

2
‖vk − z‖+ ‖ak‖

≤ 1

2
‖vk − z‖+ αk + βk‖vk − z‖+ βk‖z‖

= (
1

2
+ βk)‖vk − z‖+ αk + βk‖z‖,

woraus man leicht limk→∞ vk = z abliest.
Insgesamt gilt also

lim
k→∞

uk = y und lim
k→∞

vk = lim
k→∞

(uk)λ = z in B = C(J ×K1),

wobei die Konvergenz jeweils gleichmäßig ist.
Dann folgt aber aus einem elementaren Satz der Analysis, dass y ∈ J × K◦

1 nach λ

differenzierbar und z = yλ ist. Da K1 beliebig war, folgt die Behauptung. ¤

Definition A.1.
Eine Funktion f : I = [a, b] → Rn heißt absolut stetig auf I, wenn es zu jedem ε > 0

eine Zahl δ > 0 so existiert, dass
m∑

µ=1

‖f(βµ)− f(αµ)‖ < ε

für jedes n und jedes disjunkte System von Segmenten (α1, β1), . . . , (αm, βm) aus I gilt,
deren Längen der Ungleichung

m∑
µ=1

(βµ − αµ) < δ

genügen.
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Satz A.3. ([[42], Satz 7.20])
Ist f : I := [a, b] → Rn eine absolut stetige Funktion, so ist f in fast allen Punkten
von I differenzierbar und es gilt:

f(t)− f(a) =

∫ t

a

ḟ(ξ) dξ, t ∈ I.

Korollar A.1.
Es seien A,B stückweise stetige reelle n× n-matrixwertige Funktionen auf I := [a, b].
Dann besitzt das Anfangswertproblem

ẏ = (A(t) + λB(t))y, y(a, λ) = y0

für alle λ ∈ R eine eindeutige absolut stetige Lösung y auf I. Diese Funktion ist stetig
auf I × R. Ferner existiert die Ableitung von y nach λ, und diese Funktion ist als
Funktion auf I × R stetig.

Beweis
Es seien a = t0 < t1 < · · · < tm = b, m ∈ N so, dass A und B jeweils stetige
Funktionen auf den offenen Intervallen (tµ−1, tµ), µ = 1, . . . , m, sind und daher zu
stetigen Funktionen auf den kompakten Intervallen Jµ := [tµ−1, tµ], µ = 1, . . . , m,
ergänzt werden können. Ferner sei K ⊂ R kompakt. Wir bestimmen nun sukzessive
Lösungen des Anfangswertproblems

ẏ = (A(t) + λB(t))y, y(tµ−1, λ) = yµ−1(λ)

auf Jµ × K, µ = 1, . . . ,m, wobei wir yµ(λ) := y(tµ, λ), y0(λ) := y0 setzen. Iterativ
sehen wir, dass für alle µ = 1, . . . ,m die Voraussetzungen der Sätze A.1 und A.2 auf
den Streifen Jµ×K, µ = 1, . . . , m, erfüllt sind. Setzen wir die so gefundenen Lösungen
zu einer Lösung auf I zusammen, so ergibt sich die Behauptung. ¤

Bemerkung A.1.
Genauer gilt im vorigen Korollar sogar, dass y analytisch nach λ differenzierbar ist.
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A.2 Die Moore-Penrose Inverse

In diesem Abschnitt möchten wir die Definition sowie die Existenz und Eindeutigkeit
der Moore-Penrose Inversen angeben, die in den Sätzen zur Oszillation linearer Hamil-
tonscher Systeme, Kapitel 6, und im Kapitel 5, auftritt.
Da wir in unseren Beweisen stets eine explizite Gestalt der Moore-Penrose Inversen
angeben, benötigen wir in dieser Arbeit keine Kenntnis der Eigenschaften von Moore-
Penrose Inversen, und möchten daher etwa auf [5] verweisen.

Satz A.1.
Zu jeder Matrix A ∈ Rm×n existiert eine eindeutige Matrix A† ∈ Rn×m mit folgenden
Eigenschaften.

(i) AA† = (AA†)T.

(ii) A†A = (A†A)T.

(iii) AA†A = A.

(iv) A†AA† = A†.

Beweis
Es sei {u1, . . . , ur} eine Basis von Im A. Setzen wir A1 := (u1, . . . , ur) ∈ Rm×r,
so ist AT

1 A1 regulär. Da jedes Element von Im A eindeutig als Linearkombination
der Vektoren u1, . . . , ur darstellbar ist, wird mit A = A1A2 eine eindeutige Matrix
A2 ∈ Rr×n definiert. Da rgA2 ≥ rgA1A2 = r ist, ist A2A

T
2 regulär. Setzen wir nun

A† := AT
2 (A2A

T
2 )−1(AT

1 A1)
−1AT

1 = AT
2 (AT

1 AAT
2 )−1AT

1 ,

so rechnen wir für diese Matrix die Eigenschaften (i)-(iv) nach. Dies liefert die Existenz
der Matrix A†. Um die Eindeutigkeit nachzuweisen nehmen wir an, sowohl die Matrizen
A† als auch Ã erfüllen die Eigenschaften (i)-(iv). Dann folgt

Ã = ÃAÃ = ÃAA†AÃ = (ÃA)T(A†A)TÃ = ATÃTATA†TÃ = (AÃA)TA†TÃ

= ATA†TÃ = (A†A)TÃ = A†AÃ = A†(AÃ)T = A†ÃTAT = A†ÃT(AA†A)T

= A†ÃTATA†TAT = A†(AÃ)T(AA†)T = A†AÃAA† = A†AA† = A†.

¤
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Definition A.1.
Die Matrix A† aus Satz A.1 heißt die Moore-Penrose Inverse der Matrix A.

Bemerkung A.1.
Der Beweis zu Satz A.1 liefert ein Verfahren zur Berechnung von Moore-Penrose In-
versen, die so genannte „full rank factorization“. Weitere Konstruktionsverfahren findet
man etwa in [[5], Chapter 1 Theorem 4, Chapter 3 Übungsaufgabe 22, Chapter 6 Co-
rollary 3, Chapter 7 Theorem 2]. Insbesondere sei in diesem Zusammenhang die Sin-
gulärwertzerlegung erwähnt, siehe etwa [[5], Chapter 6 Corollary 1] und [[21], Chapter
7.3 Problem 7].
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir das Oszillationsverhalten linearer
Hamiltonscher Systeme. Dies sind Differentialgleichungssysteme der Form

(H) ẋ = Ax + Bu, u̇ = (C − λC0)x− ATu

mit n × n-matrixwertigen Funktionen A,B,C,C0 auf dem nicht-entarteten Intervall
I = [a, b] und einem reellen (Eigenwert-)Parameter λ.
Ferner untersuchen wir zugehörige Eigenwertprobleme mit separierten Randbedingun-
gen der Form

(E)
ẋ = Ax + Bu, u̇ = (C − λC0)x− ATu auf I,

Ra
1x(a) + Ra

2u(a) = Rb
1x(b) + Rb

2u(b) = 0.

Dabei nehmen wir die folgenden Voraussetzungen an:

(A)

A,B, C,C0 sind stückweise stetige, reelle, auf dem Intervall I erklärte,
n× n-matrixwertige Funktionen;
B(t), C(t) und C0(t) sind symmetrisch für alle t ∈ I; und es ist
B(t) ≥ 0, C0(t) ≥ 0 für alle t ∈ I

und

(R)
Ra

1, R
a
2, R

b
1, R

b
2 ∈ Rn×n mit

rg(Ra
1, R

a
2) = rg(Rb

1, R
b
2) = n, Ra

1R
a
2
T = Ra

2R
a
1
T, Rb

1R
b
2
T

= Rb
2R

b
1
T
.

Das zentrale neue Resultat dieser Arbeit ist, dass wir keine weiteren Voraussetzungen
wie etwa die Steuerbarkeit oder die starke Beobachtbarkeit an das Hamiltonsche System
(H) stellen. Mit dieser Verallgemeinerung können wir etwa Eigenwertprobleme mit nicht
separierten Randbedingungen, d.h. mit

R1

(
−x(a)

x(b)

)
+ R2

(
u(a)

u(b)

)
= 0

mit Matrizen R1, R2 ∈ R2n×2n, für die R1R
T
2 symmetrisch ist und rg(R1, R2) = 2n gilt,

auf ein Eigenwertproblem mit separierten Randbedingungen zurückführen.
Für die vorliegenden Betrachtungen ist es unerlässlich, dass die Eigenwerte des Eigen-
wertproblems (E) isoliert sind. Da dies ohne weitere Voraussetzungen nicht gewährlei-
stet ist, fassen wir den Begriff eines Eigenwertes von (E) enger. Wir nennen λ ∈ R einen
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eigentlichen Eigenwert von (E), falls es eine Lösung (x, u) von (H) mit C0x 6≡ 0 gibt
und dim{C0(t)x(t) | (x, u) ist eine Lösung von (H), die die Randbedingungen erfüllt}
die Vielfachheit von λ. Wir zeigen, dass die eigentlichen Eigenwerte von (E) isoliert sind.
Diese neue Auffassung eines Eigenwertes vermag etwa das Sturm-Liouvillesche Eigen-
wertproblem gerader Ordnung unter allgemeineren Voraussetzungen zu behandeln, als
es in der bestehenden Literatur der Fall ist. Ferner formulieren wir zwei charakteristi-
sche Gleichungen für die eigentlichen Eigenwerte von (E).
Neben der Isoliertheit der eigentlichen Eigenwerte sind die Sätze zur Oszillation linearer
Hamiltonscher Systeme das Hauptresultat dieser Arbeit. Der (erweiterte) lokale Oszil-
lationssatz besagt, dass die Anzahl der eigentlichen Eigenwerte von (E) kleiner oder
gleich einem gewissen λ ∈ R (inkl. Vielfachheiten) bis auf eine Konstante gleich der An-
zahl eigentlichen fokalen Punkte einer speziellen n×n-matrixwertigen Lösung (Xa, Ua)

von (H) (inkl. Vielfachheiten) in (a, b], plus der Anzahl der negativen Eigenwerte einer
symmetrischen reellen Matrix und plus der Differenz von den Defekten zweier weiterer
Matrizen. Dabei heißt ein Punkt t0 ∈ (a, b] eigentlicher fokaler Punkt von Xa, falls
ker Xa(t0) % ker Xa(t0−) gilt. Die Zahl def Xa(t0) − def Xa(t0−) beschreibt die Viel-
fachheit des eigentlichen fokalen Punktes von Xa. Dabei sind die eigentlichen fokalen
Punkte von Xa isoliert.
Setzen wir ferner die Positivität eines gewissen quadratischen Funktionals voraus, so
ist die Konstante, die im lokalen Oszillationssatz auftritt, gleich Null. Dieses ist die
Aussage des (erweiterten) globalen Oszillationssatzes.
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Abstract

The present dissertation deals with the oscillation behavior of linear Hamiltonian
systems. These are systems of differential equations of the form

(H) ẋ = Ax + Bu, u̇ = (C − λC0)x− ATu

with n×n-matrixvalued functions A,B, C, C0 on the non-degenerated interval I = [a, b]

with a real (eigenvalue)parameter λ.
Moreover, we consider related eigenvalue problems with separated boundary conditions
of the form

(E)
ẋ = Ax + Bu, u̇ = (C − λC0)x− ATu on I,

Ra
1x(a) + Ra

2u(a) = Rb
1x(b) + Rb

2u(b) = 0.

We assume that

(A)

A,B,C, C0 are piecewise continuous, real n× n-matrix valued functions
defined on the interval I;

B(t), C(t) and C0(t) are symmetric for all t ∈ I; and
B(t) ≥ 0, C0(t) ≥ 0 for all t ∈ I

and

(R)
Ra

1, R
a
2, R

b
1, R

b
2 ∈ Rn×n with

rg(Ra
1, R

a
2) = rg(Rb

1, R
b
2) = n, Ra

1R
a
2
T = Ra

2R
a
1
T, Rb

1R
b
2
T

= Rb
2R

b
1
T
.

The main new result of this dissertation is that we don’t need any further assump-
tions as e.g. the controllability or the strong observability of the Hamiltonian system
(H). With this generalization we can reduce eigenvalue problems with general (non-
separated) boundary conditions, i.e.

R1

(
−x(a)

x(b)

)
+ R2

(
u(a)

u(b)

)
= 0

with matrices R1, R2 ∈ R2n×2n with symmetric R1R
T
2 and rg(R1, R2) = 2n, to an ei-

genvalue problem with separated boundary conditions as in (E).
For the present observations it is vital that the eigenvalues of the eigenvalue problem
(E) are isolated. As this does not hold without further assumptions on (E) in general,
we need a closer definition of an eigenvalue of the eigenvalue problem (E). We call λ ∈ R
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a proper eigenvalue of (E), if there is a solution (x, u) of (H) with C0x 6≡ 0 and we
call dim{C0(t)x(t) | (x, u) is a solution of (H) which fulfills the boundary conditions}
the multiplicity of λ. We show that the proper eigenvalues of (E) are isolated. With
this new understanding of an eigenvalue we are in a position which allows us to treat
more general Sturm-Liouville eigenvalue problems as in existing literature. Moreover,
we formulate two characteristic equations for proper eigenvalues of (E).
Besides the isolation of the proper eigenvalues the theorems on the oscillation of linear
Hamiltonian systems are the main results of this paper. The (extended) local oscillati-
on theorem states that the number of proper eigenvalues of (E) smaller or equal than
a certain λ (incl. multiplicities) are up to constant equal to the number of proper focal
points of the special n× n-matrix valued solution (Xa, Ua) of (H) (incl. multiplicities)
in (a, b] plus the number of negative eigenvalues of a symmetric matrix plus the dif-
ference of the defects of two certain matrices. A proper focal point of Xa is a point
t0 ∈ (a, b] with ker Xa(t0) % ker Xa(t0−). The value def Xa(t0)− def Xa(t0−) is called
the multiplicity of the focal point of Xa. The proper focal points of Xa are isolated.
If we additionally assume the positivity of a certain quadratic functional we can show
that the constant occurring in the local oscillation theorem ist equal to zero. This is
the statement of the (extended) global oscillation theorem.
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