~ Markov-Chain-Monte-Carlo
In der stochastischen Geometrie
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e Boolesches Modell mit Nebenbedingungen
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Dead Leaves Model
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1.1

T ™oom

g

Ruckwartssimulation

Definitionen und Bezeichnungen

zeitdiskrete homogene Markov-Kette
reprasentiert ggf. eine zeitstetige Markov-Kette X zu Sprungzeitpunkten.

Zustandsraum von X. Hier: separabler metrischer Raum

o-Algebra auf E
Ubergangskern von X: P(z,A) = P(X;41 € A| Xy =2) tE€N
(einzige) stationare Verteilung von P

T(A) = /P(:E,A)W(dx)

A
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1.2 Stochastische rekursive Folgen

Definition 1
Die Markov-Kette X 4Bt sich darstellen als so genannte SRF:

Xt — (,D(Xt_l, Ut) teN
(Ut);en: eine Folge von i.i.d* Zufallsvariablen auf Wahrscheinlichkeitsraum

o : B xU — E: deterministische Update-Funktion mit
Plo(x,U) =y) =Pz, {y})

Definiere die zufallige Update-Funktion ®:(.) = (., U;).
Fir x € ' und s <t € Z schreibe:

Xi(z) = o(. 0@ Ust1),Usy2) ... ,U)
= @to...o(bs_|_1(m)
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Theorem 1
Voraussetzungen:

1. Es existiere ein Zustand & € F, so dass

P(Xi@ ) -

2. Es existiere eine f.s. endliche Stoppzeit T' > 0, so dass

X, 2) =X, (@) vt>T

Dann gilt
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1.3 Dead Leaves Model
Matheron(1968, 1975), Serra (1982), Jeulin(1997)

S : abgeschlossene Teilmenge des R? (Beobachtungsfenster)

U, : Uy C R?, i.i.d. zufillige abgeschlossene Mengen, ¢ € 7, mit

IP(EIt>O:S§U1U...UUt):1

E : Menge aller abgeschlossenen Teilmengen z € E

hier: d=2
= Umriss eines Blattes mit zufalliger Orientierung (Korn)
st €S : gleichverteilte Punkte auf S (Keim)
U; < E ®si={+s:£€E}

Seminar stochastische Geometrie Ursa Pantle
und riaumliche Statistik 01.Juli 2002



Vorwartssimulation

o(.,.): =€ E,UCR? abgeschlossen

o(x,U) = [(z\int(U))uoU] NS

Xo = (: keine Blatter verhanden
Xi = [(Xyp_1\int(Uy)) uoU NS , t>0

UmriB der heruntergefallenen Blatter zur Zeit ¢.

stationdre Verteilung von (X; : ¢ > 0): Dead Leaves Modell

Stoppregel: Erster Zeitpunkt der kompletten Uberdeckung

= verfalschtes Ergebnis
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Ruckwartssimulation

Dieselben Blatter werden in umgekehrter Reihenfolge plaziert.

Xo = 0: keine Blatter verhanden

X: = o(Xea1,Us) = [Xpa1 U <8Ut\ U (z’nt(Us))>] NS

s<t

Stopp, sobald das Beobachtungsfenster vollstandig libergedeckt ist.

— exaktes Ergebnis

. Simulation von —o0

http: //www.warwick.ac.uk/statsdept/Staff/WSK/dead.html
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Beweisskizze

e X?(x) besitzt eine stationdre Verteilung 7 (¢t — 00).

e 7 ist unabhangig von = € F.
e oBdA wiahle = () in Theorem 1.

e Definiere Ty =inf{t e Ny : S C Uy U...Uy),
dann gilt nach Voraussetzung: T,;; < oo f.s. und

Xt =X V> Ty

Nach Theorem 1 gilt: -
XO_ dl T
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2 Simulation endlicher Punktprozessen

Problem:
e F ist iiberabzihlber: minimales Element: )’ ' maximales Element: ?

Losung: SANDWICHING:

X;mzn(s) ing sznam(s)

Konstruiere einen ,,einfachen” Prozess (Dy,t € Z), so dass

D, > X, VtelkZ
und
X kann mit Hilfe einer Regel F' aus D zuriickgewonnen werden.

F(X;,U;) hdngt vom aktuellen Zustand der Markov-Kette und einer weiteren
Zufallsvariablen (U;) ab.
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COUPLING-INTO-AND-FROM-THE-PAST:

Der Prozess (D;) wird zundchst riickwarts simuliert, um die entsprechenden Rea-
lisierungen auf [—t,, 0] zu erhalten.

1. Isotone Uberginge

e Waihle Startzeitpunkt —¢;
e Definiere XTtiln(_tl) = () und XT{T(_“) = D_y4,

o Entwickle X™™ und X™?% bis t = 0 nach der Regel F(X™" Uy,)
beziehungsweise F'( X[ Uy,).

o Gilt Xn(7t) — xmaz(=h) gyqp)

Andernfalls: Start in —t, < —#1.

SANDWICHING: .
Xtmzn(s) ths sznax(s)
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2. Antitone Uberginge

e Waihle Startzeitpunkt —t;
e Definiere X" — ¢ und X" — p_,

o Entwickle X™" und X™%® bis t = 0 nach der Regel F(X™* U,)
beziehungsweise F(X™" Uy,).

CROSS-OVER-TECHNIK
o Gilt Xx™"0 = xm*(0) giqp)
Andernfalls: Start in —to < —17.

SANDWICHING: .
Xgnzn(s) ing sznaac(s)
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3 Boolesches Model mit Nebenbedingungen

e Keimprozess: Poisson-Punktprozess (IntensitdtsmaB u)

e Korner: i.i.d zufallige abgeschlossene Mengen mit Verteilung G auf H.
hier: Kreisscheiben mit zufalligem Radius R <1

e Nebenbedingungen:
(Zusatzinformationen aus experimentellen Daten)

- A =1{%,...,2}, Z; miissen von mindestens n, aber hochstens ny
Kornern iiberdeckt werden.

- B={%1,..., 2}, Z; diirfen von keinem Korn abgedeckt werden

— C ={z1,..., 2k}, 2z; missen immer von mindestens einem Korn iiber-

lagert werden

— weitere Bedingungen moglich
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3.1 MCMC-Simulation des bedingten Modells

Definition eines raumlichen Geburts- und Todesprozesses, der das Boolesche Model
als (stationdre) Grenzerteilung besitzt.

X ([u,v]) < BooleanModel(u, Leb(.), G, [u,v] x S x H)

Sei Z ein markierter Raum-Zeit-Poisson-Prozess:
1. ein Poisson-Prozess auf R liefert Geburtszeitpunkte: s

2. zu jedem Geburtszeitpunkt wird gleichverteilt auf S eine Position des Kei-
mes: X

3. Zu jedem Keim werden zwei Marken ermittelt:

e Korn G gemaB G und

e Lebensdauer [ i.i.d exp.-verteilte Zufalssvariablen mit EW =1
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X ([0,t]) + BooleanModel(u, Leb(.),G,[0,t] x S x H)
X ={(z,G): (z,s,G,l) € Z,s <t <s+1}
= X = U (x ® G)

(.’L‘,G)GXt

stationare Verteilung von X: Boolesches Modell ohne Nebenbedingungen.

Ubergang zum bedingten Modell:
X={X,:teRYSY={V,:te R}
1. Geburt (z,G) in X, dann auch in Y.
2. Tod (z,G) in X, dann auch in Y, falls C nicht verletzt wird;

andernfalls: Verlangerung der Lebensdauer von (x, G)
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Verlangerung der Lebensdauer
e Jedem z; € C wird ein Poisson-Prozess P; mit Intensitat 1 zugeordnet.
e (r,G) liberdecke {z;,,... .2, }

e Ein beliebiger der zugehorigen P; ,...,P; liefert eine neue potentiellen
Todeszeitpunkt, falls dieser Prozess zur Zeit nicht verwendet wird.

Beachte: die verlangerten Lebensdauern miissen bei der Entwicklung von Y beriick-
sichtigt werden.

Verfahren ergibt (Y;) mit Grenzverteilung:
Boolesches Model mit Nebenbedingung C
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3.2 CFTP fiir das bedingte Modell

Sandwiching:
Definiere einen minimalen und einen maximalen Prozess Y™ Y ™% welche
einen mittleren Prozess Y™*¢ einschliessen.

Die drei Prozesse erfiillen folgende Bedingungen:

1. Y™ besitzt das Boolesche Modell mit Nebenbedingungen als Gleichge-
wichtsverteilung

2. Fiir eine Halbordnung < auf S gelte:
thin(—T) < Y;mz'd(—T) < tharz;(—T) Vi> —T
falls zum Startzeitpunkt —71" galt:

Ylnjzn(—T) le’njﬁd(—T) lenjgzx(—T)
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3. Fir =S < —T und t € [T, 0] gelte:

thz'n(—T)_<thmz'n(—5){thid(—S){nmam(—5)<yvtma:c(—T)

4. Falls yymint=T) — ymaz(=T) gir ain o € [—T,0], dann verschmelzen die
Pfade, d.h. |
Y;mzn(—T) _ }/tmaa:(—T) Vi c [’U,,O]

und es gilt:

thmz'n(—S) _ thaw(—S) Vi c [’U,,O], _ S < _T

5. Es existiert ein fast sicher endlicher Zeitpunkt 7', so dass der minimale und
der maximale Prozess bis ¢ = 0 verschmelzen, wenn in —1' gestartet.
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Theorem 2

Unter den genannten Voraussetzungen gilt mit
T.:=inf{t > 0: YJ"" ") = yyrer =t
dass die Verteilung von
ymin(=t) _ ymas(=t) gy s

durch das Boolesche Modell mit Nebenbedingungen gegeben ist.
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Definition von <

Betrachte zwei Keim-Korn-Menge D = {(z1,G1),. .. , (Tn, Gn)} und
D={(z1,G1),...,(Zn,Gn)}.

D < D:
o (2i,G;) = (Tn(iy, Grsy) Vi€ {l,...,n}\P(D)
¢ 1,0 G; C ingiy®Gry Vi€ P(D)

wobei

P(D) ={j : die Lebensdauer von (x;,G;) wurde verldngert}

und 7 eine entspr. Permutation der Zahlen {1,... ,n}.
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Konstruktion von Y Y maz

Initialisierung:

Gegeben: —T < 0, C, X|[-T,0] (Coupling-Into-The-Past))
Yfl:,fn(—T) — {(z,G): (z,G) € X_1}
Ym(za:(—T) Y Y_Tnjfn(—T) U {(Z,D) — C}

—T

D: Kreisscheibe mir Radius r = 2.

(z, D): Kérner mit verlangerter Lebensdauer, daher

Zuordnung eines Poisson-Prozesses \ Index:

index(z;, D) < j j=1,...|C|
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Rekursive Definition auf [—T', 0]

Sei T = {t1,...,tmr)} Liste aller Geburts- / Todeszeitpunkte von X sowie
Ereigniszeitpunkte der Poisson-Prozesse P;.

u<u+v<it;:

min(—T) main(—T)
Yu—l—v _ Yu—l—v
max(—T) max(—T)
Yu—l—v T Yu—l—v
t; Geburtszeitpunkt :
v = v U {(z, @)
Yt:na:c(—T) _ }/tf:na:c(—T) U {(ZE, G)}
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t; Todeszeitpunkt:

YN {(2,)) NN {(2, G))) = Ne(vrer )

1

man(—T o
Y;. =D = Y;:"’m( T) , sonst

max(—T c man(—1 c man(—T
ymascry _ [ XITTOM@ G} NI\ (@, 0 = N )

t; T .
\ Y;T.naw( T) , sonst

(2

N€(Y,?) = Anzahl der iiberdeckten Punkte € C.
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Verlangerung der Lebensdauer:

relevante P;: z; € C iiberlagert von (z,G) in Y™
freie P;: Poisson-Prozess liefert zur Zeit keine Lebenszeit

I, <+ Index-Menge der fiir (x, G) relevanten Poisson-Prozesse
Imaz < U{j:j € I., Poisson-Prozess P; frei in Y%}

Falls I,,,q2 # 0:
Ordne (z, G) Index jo = min{j : j € Ijyqz} zu (d.h. Poisson-Prozess P;,)

Verwende denselben Index in Y™
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Andernfalls:

I, <+ Index-Menge der fiir (z, G) relevanten Poisson-Prozesse
Iin <+ U{j:j €I, Poisson-Prozess P; frei in sz‘n}

o Setze thax(_T) = YtTaw(_T) \{(z,G)} und

(2

o vergroBere alle (z;,G;),j € Lnin um (z,G)

2, ®G <+ (z; ©G)U (2D G)
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t; Ereigniszeitpunkt eines Poisson-Prozesses (P;):

1. Es existiert kein Keim-Korn-Paar mit entsprechendem Index weder in Y%
noch in Y"": Keine Veranderung

2. 3 (z,G) in Y™ sowie in Y™™ mit Index j: wie bei t; = Todeszeitpunkt

3. 3 (z,G) in Y™ aber keines in Y™ mit Index j:

Yan’n(—T) _ thmzn(—T)
( max(—T crxmin(—=T
vt {(@,6)) Ny Uz, @)}
mazx(— c man(—T
Y, (T):< :N(}/ti ( ))
|yt , sonst
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Ergebnisse:

1. Falls Y,""00T) — y9(=T) gann ist diese Konfigurationi eine Realisierung
des Booleschen Modells mit Nebenbedingungen.

2. Y™ stets iiberdeckt alle Punkte z € C

3. Korner in Y™™ sind stets Kreisscheiben mit Radius < 1.
g,y g ymar(=T) gy e [T, 0]

5. Fir —=S < =T und t € [-T, 0] gilt:

}/tmin(—T)_<}/tmin(—S){tha:c(—S){}/tmax(—T)
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Der Prozess Y™ (Y)
Gegeben: —T <0, C, X[-T,0], Y™ [T 0], Y™"[-T,0]

y d=n = ymenttT o (2,G) : (2,G) € X_p)

Hieraus folgt: y (=T g ymid=T) g ymas(=1)
T = {t1,... ,t;m(r) } Liste aller Geburts- / Todeszeitpunkte von X sowie Ereig-
niszeitpunkte der Poisson-Prozesse P;.
t; Geburtszeitpunkt :
v = T (e, 6))
Und damit: Yt:nzn(—T) < th:nz'd(—T) < Yt:naac(—T)j

falls th:n—in(_T) j }/t:n_z'd(—T) j }QT_CMB(_T)
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t; Todeszeitpunkt:

gmaery _ ) YT @G} N T (@ 6 = N )

t. .
v mid(—T
Y, " (=T) , sonst

(2

N€(Y;?) = Anzahl der iiberdeckten Punkte z € C.

Verlangerung der Lebensdauer:

relevante P;: z; € C liberlagert von (z,G) in Y

freie P;: Poisson-Prozess liefert zur Zeit keine Lebenszeit

I, <+ Index-Menge der fiir (z, G) relevanten Poisson-Prozesse
Imaz < U{j:j € I., Poisson-Prozess P; frei in Y™**}
Iia ¢ U{j:j € I., Poisson-Prozess P; frei in Ymid}
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I, < Index-Menge der fiir (x, G) relevanten Poisson-Prozesse
Imaz < U{j:j € I, Poisson-Prozess P; frei in Y™**}
Iia < U{j:j € I, Poisson-Prozess P; frei in Ymid}

Falls 1,4z 7 0:
Ordne (z,G) Index jo = min{j : j € Ijnax} zu (d.h. Poisson-Prozess P;,)

Andernfalls:
Ordne (z,G) Index jo = min{j : j € I)nq} zu (d.h. Poisson-Prozess P;,)

Und damit: ¥, < ymid(=T) 5 ymae(=T)

falls Yt:n_in(—T) < Y;T_id(—T) < Y;:n_aw(—T)
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t; Ereigniszeitpunkt eines Poisson-Prozesses (P;):

1. Es existiert kein Keim-Korn-Paar mit entsprechendem Index in Y™¢: Keine
Veranderung

2. 3 (z,G) in Y™ mit Index j: wie bei t; = Todeszeitpunkt
falls v, =T < ymid(=T) < yymaz(=T)

t;

Theorem 3

Der Prozess thid(_T),t € [T, 0] besitzt dieselben stochastischen Eigenschaften
wie der bedingte raumliche Geburts- und Todesprozess Y vom Beginn, gestartet
zum Zeitpunkt —1" simuliert bis zur Zeit 0.
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