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1 Einleitung

e Markov-Ketten sind eine grundlegende Klasse stochastischer Modelle
— fiir Folgen von Zufallsvariablen, die nicht unabhéngig sind, das heifit, gewisse Abhdngigkeitsstrukturen
aufweisen.
— Markov-Ketten besitzen zahlreiche Anwendungen in der Finanz- und Versicherungsmathematik.

— Sie spielen aber auch eine wichtige Rolle bei der mathematischen Modellierung und Analyse weiterer
Problemstellungen mit sozio-6konomischer Bedeutung, beispielsweise in den Lebenswissenschaften.

— Oftmals sind jedoch die interessierenden Fragestellungen und damit auch die entsprechenden mathema-
tischen Modelle so komplex, dass sie nicht ausschliefflich mit analytischen Formeln untersucht werden
kénnen.

— Markov-Ketten bieten dann ein alternatives Analyse-Tool, und zwar im Zusammenhang mit der Kon-
struktion von Computer-Algorithmen zur Markov-Chain-Monte-Carlo-Simulation (MCMC) der be-
trachteten mathematischen Modelle.

e Die Vorlesung ,,Markov-Ketten und Monte-Carlo-Simulation” vertieft Methoden und Modelle, die in der
Vorlesung ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung” behandelt wurden. Kenntnisse aus den Vorlesungen ,Statistik I”
bzw. ,Statistik IT” sind niitzlich, werden jedoch nicht vorausgesetzt.

e Schwerpunkte der Vorlesung sind die folgenden Themen:

— Markov-Ketten mit diskreter Zeit und endlichem Zustandsraum
— Stationaritit und Ergodizitit
— Markov-Chain-Monte-Carlo (MCMC)
— Reversibilitdt und Kopplungsalgorithmen
e Dabei werden wir insbesondere Begriffe und Ergebnisse nutzen, die in der Vorlesung ,Wahrscheinlichkeits-

rechnung” eingefiihrt worden sind, vgl. das Skript zur Vorlesung ,Wahrscheinlichkeitsrechnung” im Winter-
semester 2001/02:

http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik /lehre/ws01_02/wr/vsl/vsl.html

e Verweise auf dieses Vorlesungsmanuskript werden wir mit dem Zusatz ,WR” vor der Nummer der zitierten
Abschnitte, Lemmata, Theoreme, Korollare bzw. Formeln kennzeichnen.

e Die folgende Liste von einfiihrenden Lehrbiichern umfasst lediglich eine kleine Auswahl von Texten, die
neben dem Vorlesungsmanuskript fiir ein ergdnzendes und vertiefendes Studium empfohlen werden kénnen.

— D. Aldous, J.A. Fill (2002) Reversible Markov Chains and Random Walks on Graphs. Buchmanuskript
— E. Behrends (2000) Introduction to Markov Chains. Vieweg, Braunschweig

— P. Bremaud (1999) Markov Chains, Gibbs Fields, Monte Carlo Simulation, and Queues. Springer, New
York

— B. Chalmond (2003) Modeling and Inverse Problems in Image Analysis. Springer, New York

— O. Haggstrom (2002) Finite Markov Chains and Algorithmic Applications. Cambridge University Press,
Cambridge

— U. Krengel (2002) Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik. Vieweg, Braunschweig
— S.I. Resnick (1992) Adventures in Stochastic Processes. Birkhauser, Boston

— T. Rolski, H. Schmidli, V. Schmidt, J. Teugels (2002) Stochastic Processes for Insurance and Finance.
Wiley, Chichester

— H. Thorisson (2002) Coupling, Stationarity, and Regeneration. Springer, New York

— G. Winkler (2003) Image Analysis, Random Fields and Markov Chain Monte Carlo Methods. Springer,
Berlin
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2 Markov-Ketten

e Markov-Ketten konnen die (zeitliche) Entwicklung von Objekten, Sachverhalten, Systemen etc. beschreiben,
— die zu jedem Zeitpunkt jeweils nur eine von endlich (oder abzihlbar unendlich) vielen Auspridgungen
annehmen kénnen,
— die wir die Zustdnde des betrachteten Objektes, Sachverhaltes bzw. Systems nennen werden.
¢ Beispiele solcher Objekte, Sachverhalte bzw. Systeme sind
— die jeweils aktuellen Preise von Produkten, wie Versicherungspridmien, Aktienkurse, Zinsraten, etc.,
die in einer diskreten (beispielsweise ganzzahligen) Werte-Skala gemessen werden,
— der monatliche Nettogewinn eines Unternehmens,
— die aktuellen Langen der Warteschlangen vor den Kassen in Supermirkten,

— der Vektor von Temperatur, Luftdruck, Niederschlagsmenge und Windgeschwindigkeit, die stiindlich
an der Wetterstation Ulm-Kuhberg gemessen werden,

— digitale Landkarten, die beispielsweise das aktuelle Ausbreitungsgebiet einer bestimmten Infektions-
krankheit beschreiben kénnen,

— mikroskopische 2D- bzw. 3D-Bilder, die den aktuellen ,,Zustand” (d.h. geometrische Struktureigenschaf-
ten) von biologischen Geweben, aber auch von keramischen bzw. metallischen Materialien darstellen.

Beachte

e In dieser Vorlesung werden wir zeitdiskrete Markov-Ketten untersuchen, d.h., die zeitliche Entwicklung
der betrachteten Objekte, Sachverhalte bzw. Systeme wird schrittweise, beispielsweise zu ganzzahligen
Zeitpunkten beobachtet.

e Die Algorithmen der Markov-Ketten-Monte-Carlo-Simulation, die wir in der zweiten Halfte der Vorle-
sung diskutieren, beruhen gerade auf solchen zeitdiskreten Markov-Ketten.

e Die Anzahl der potentiell moglichen Zusténde kann dabei sehr groft sein.

e Aus mathematischen Griinden ist es deshalb manchmal zweckmafiger, auch den Fall von unendlich
vielen Zustidnden zu betrachten, wobei sich die Untersuchungsmethoden nur relativ wenig dndern, wenn
abzdhlbar unendlich viele Zustdnde betrachtet werden.

2.1 Modellbeschreibung und Beispiele
2.1.1 Zustandsraum, Anfangsverteilung und Ubergangswahrscheinlichkeiten

e Das stochastische Modell der zeitdiskreten Markov-Ketten (mit endlich vielen Zustinden) besteht aus den
drei Komponenten: Zustandsraum, Anfangsverteilung und Ubergangsmatrix.

— Den Ausgangspunkt bildet die (endliche) Menge aller moglichen Zusténde, die Zustandsraum der
Markov-Kette genannt wird und die 0.B.d.A. mit der Menge E = {1,2,...,/¢} identifiziert werden
kann, wobei £ € N = {1,2,...} eine beliebige, jedoch fest vorgegebene natiirliche Zahl ist.

— Fiir jedes i € E sei a; die Wahrscheinlichkeit, dass sich das betrachtete Objekt, Sachverhalt bzw.
System zum ,Zeitpunkt” n = 0 im Zustand 4 befindet, wobei

£

ae0,1], Y =1 (1)

vorausgesetzt wird. Der Vektor & = (aq,...,ay)" der (Einzel-) Wahrscheinlichkeiten o, ..., a, bildet
die Anfangsverteilung der Markov-Kette.
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— Auferdem betrachten wir fiir jedes Paar i,j € E die (bedingte) Wahrscheinlichkeit p;; € [0,1], dass
das betrachtete Objekt, Sachverhalt bzw. System in einem Schritt aus dem Zustand 7 in den Zustand
7 iibergeht.

— Die £ x £ Matrix P = (p;j)i,j—1,...,c der Ubergangswahrscheinlichkeiten pij mit
¢
i=1
heift (einstufige) Ubergangsmatriz der Markov-Kette.

e Fiir jede Menge E = {1,2,...,/}, fiir jeden Vektor o = (a1,...,a;)" bzw. jede Matrix P = (p;;), die den
Bedingungen (1) und (2) geniigen, kann nun der Begriff der zugehorigen Markov-Kette wie folgt eingefiihrt

werden.
Definition
e Sei Xg,Xq,...:Q = E eine Folge von Zufallsvariablen, die iiber einunddemselben Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, F, P) definiert sind und ihre Werte in der Menge E = {1,2,...,¢} annehmen.
e Dann heiflt Xy, X;,... (homogene) Markov-Kette mit der Anfangsverteilung o = (ay,...,a¢)" und
der Ubergangsmatrix P = (p;;), falls
P(XO = io,Xl = il, PN ,Xn = Zn) = QyPigi1 » » * Pin—1in (3)

fiir beliebige n = 0,1, ... und ig, 41, ...,i, € E gilt.

Beachte

¢ Eine quadratische Matrix P = (p;;), die der Bedingung (2) geniigt, wird stochastische Matriz genannt.

e Durch das folgende Theorem 2.1 wird die intuitive Bedeutung der Bedingung (3) deutlich, insbesondere
die Wortwahlen ,Anfangsverteilung” und ,,Ubergangsmatrix”.

e Auflerdem ergibt sich aus Theorem 2.1 noch eine andere (dquivalente) Definitionsmdglichkeit von
Markov-Ketten, die in der Literatur oft verwendet wird.

Theorem 2.1 Die Folge {X,,} von E-wertigen Zufallsvariablen ist genau dann eine Markov-Kette, wenn es eine
stochastische Matriz P = (p;;) gibt, so dass

P(Xn = in | Xn—l = in—h . .,X() = io) = p’in—lin (4)

fiir beliebige n =1,2,... und 19,41, ---,in € E mit P(X;,_1 = in_1,...,X0 =149) > 0.

Beweis
e Die Notwendigkeit der Bedingung (4) ist offensichtlich, denn die Giiltigkeit von (4) ergibt sich unmit-
telbar aus (3) und aus der Definition bedingter Wahrscheinlichkeiten; vgl. Abschnitt WR-2.6.1.

e Wir nehmen nun umgekehrt an, dass {X,} eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen ist, so dass es
eine stochastische Matrix P = (p;;) gibt, fiir die die Bedingung (4) erfillt ist.

e Wir setzen a; = P(Xo = 1) fiir jedes i € E und erkennen, dass die Bedingung (3) fiir n = 0 offenbar
erfiillt ist.

o Auflerdem gilt:
— Aus P(Xo = l()) =0 fOlgt, dass P(X() = io,Xl = 21) = 0,
— und falls P(Xo = i9) > 0, dann ergibt sich aus (4), dass

. . . . . 4
P(XO = Zo,Xl = Zl) = P(XO = Zo)P(X1 =11 | X(] = Zo) (Z) aiopioh .
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e Insgesamt gilt also
) ) 0, falls a;, = 0,
P(Xo = @O,Xl = 21) =
QigDigiy » falls oy >0,
d.h., die Giiltigkeit von (3) ist auch fiir den Fall n = 1 bewiesen.
e Es gelte (3) nun fiir ein gewissesn =k —1 > 1.

— Aus den elementaren Monotonieeigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafen folgt (vgl. Teilaussage
2 in Theorem WR-2.1), dass P(Xy = 40, X1 = 41,...,Xg—1 = ix—1) = 0 die Giiltigkeit von
P(XO = /L'(),Xl = il, ‘e ,Xk = /Lk) =0 1mpllzlert

— Falls andererseits P(Xo =49, X1 = 41,..., Xg—1 = ix—1) > 0, dann gilt

P(Xo =g, X1 =i1,..., X = i)
= P(Xo =10, X1 =%1,..., Xp_1 = ip—1)P(Xp =i | Xp—1 = Ip—1,..., X0 =1p)
= @yDigiy -+ » Pig_ois_1Pip_1iy +

e Hieraus folgt, dass (3) auch fiir n = k und somit fiir jedes n € N gilt. O

Korollar 2.1 Sei {X,} eine Markov-Kette. Dann gilt
P(Xn = Zn | Xn—l = in—l; - 7X0 = ’L()) = P(Xn = ’Ln | Xn—l = in—l); (5)

falls P(Xy_y ='in_1,..., X0 =10) > 0.

Beweis

e Sei P(X,, 1 =4p_1,---,X0 =14p) >0 und somit auch P(X,, 1 =4, 1) > 0.
e Aus (3) ergibt sich dann, dass

P(Xn = in;Xn—l = in—l)
P(Xn—l = in—l)
> P(X, =tn,..., X0 =10)

ig,...,’i"_geE
Z P(anlzinfla-"aX(]:iO)
105eesin—2€EE
E Qo Pigiy + -+ Pin_2in_1Pin_1in
(3) io,...,in_geE

= p'i'n.—l'in *
E QioPigiy ++ +Pin_2in_1

90y sin—2€E

P(Xn =in | Xp1= 'in—l) =

e Hieraus und aus (4) folgt (5). O

Beachte

e Die Aussage von Korollar 2.1 bedeutet, dass

— die bedingte Verteilung des (zufilligen) Zustandes X,, der Markov-Kette { X, } zum ,Zeitpunkt” n
vollstandig durch den Zustand X,, 1 = 4,1 zum vorhergehenden Zeitpunkt n — 1 bestimmt wird,

— wobei diese Verteilung nicht von den Zustdnden X, o = i,_o,..., X1 = i1, Xo = 79 abhingt, die
die Markov-Kette in der weiter zuriickliegenden Vergangenheit angenommen hat.

e Unmittelbar aus der Definition bedingter Wahrscheinlichkeiten ergibt sich,

— dass (b) dquivalent ist mit

P(Xn =in, Xn-2 =in-2...,X0 =10 | Xno1= Z'nfl)
= P(Xn = Zn | Xn—l = in—l) P(Xn_g = 'in_g .- -,XO = i() | Xn—l = in—l) ) (6)
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— wobei die bedingte Unabhiangigkeitseigenschaft (6) die Markov-Eigenschaft von {X,} genannt
wird.

e Die Definitionen und Aussagen des Abschnittes 2.1.1 bleiben praktisch unveréndert,

— wenn anstelle des endlichen Zustandsraumes E = {1,2,...,¢} ein (abzdhlbar) unendlicher Zu-
standsraum betrachtet wird, beispielsweise die Menge E = N samtlicher natiirlichen Zahlen bzw.
die Menge E = {...,—1,0,1,...} der ganzen Zahlen.

— Es ist lediglich zu beachten, dass dann o bzw. P unendlich viele Komponenten bzw. Eintragungen
haben.

2.1.2 Beispiele

1. Wettervorhersage
(vgl. O. Haggstrom (2002) Finite Markov Chains and Algorithmic Applications. CU Press, Cambridge)

e Wir betrachten zunéchst Regionen, in denen sich typischerweise lingere Regen- bzw. Trockenperioden
abwechseln, wobei Regentage bzw. Sonnentage im Mittel etwa gleich oft vorkommen.

— Dann ist es relativ einfach, das Wetter des folgenden Tages vorherzusagen, falls dabei nur die
beiden ,,Zustinde” 1 = ,Regen” bzw. 2 = ,Sonnenschein” betrachtet werden.

— Wenn wir annehmen, dass die Prognose in 75% aller Félle richtig ist (und zwar unabhingig davon,
ob es zum gegenwirtigen Tag regnet oder die Sonne scheint),

— dann kann die Wettervorhersage durch eine Markov-Kette mit der folgenden Ubergangsmatrix
modelliert werden:

0.75 0.25
P= . (7)
0.25 0.75

e In Regionen, in denen diese Symmetrie zwischen ,,Regen” bzw. ,Sonnenschein” nicht vorliegt, sondern
Sonnentage wesentlich 6fter als Regentage vorkommen, sollte
— die Wettervorhersage nicht durch die in (7) betrachtete Ubergangsmatrix modelliert werden.
— In diesem Fall kénnte beispielsweise die Ubergangsmatrix

0.5 0.5
P= 8)
0.1 0.9

ein geeignetes Modell sein.

2. Zufillige Irrfahrten; Risikoprozesse

e Klassische Beispiele fiir Markov-Ketten sind durch sogenannte zufillige Irrfahrten gegeben, die auch in
der deutschsprachigen Literatur Random Walk genannt werden, wobei das (unbeschrénkte) Basismodell
auf die folgende Weise gegeben ist.

— Sei Z,7Z1,Z,...: Q0 = Z eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen,
die nur Werte in der Menge Z = {...,—1,0,1,...} der ganzen Zahlen annehmen.
— Sei X : Q — Z eine beliebige Zufallsvariable, die von den ,Zuwichsen” Zi, Zs, ... unabhingig ist,
und sei
Xn=Xp_1+2Z,, Vn>1. 9)

— Dann bilden die Zufallsvariablen Xg, X, ... eine Markov-Kette mit dem (abzdhlbar unendlichen)
Zustandsraum F = 7, mit der Anfangsverteilung o = (ay,s,...) ", wobei a; = P(Xo = i), und
mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten p;; = P(Z = j —i).



2 MARKOV-KETTEN 9

Beachte

— Durch die in (9) gegebene Markov-Kette kann die Risikoreserve von versicherungs- bzw. finanz-
technischen Bilanzierungprozessen modelliert werden, wobei X als (zuféllige) Anfangsreserve auf-
gefasst wird und der ,Zuwachs” Z,, beispielsweise die Differenz Z, = a — Z!, aus risikofreien
Einnahmen a > 0 und zufallsbedingten Ausgaben/Verlusten Z/, sein kann.

— Ein anderer Spezialfall ist das bereits in Abschnitt WR-1.3 betrachtete Beispiel des zufilligen
Gesamtgewinns X,, aus n Roulette-Spielen, bei dem Xy = 0 angenommen wird und

— die Verteilung des zufélligen ,,Zuwachses” Z fiir jedes einzelne Spiel durch P(Z = i) = 1/2 fiir
i=-1,1und P(Z=14)=0fiiri € Z\ {—1,1} gegeben ist.

3. Warteschlangen

Die Anzahl der Kunden, die vor einer beliebigen, jedoch fest vorgegebenen Kasse eines Supermarktes
warten, lasst sich wie folgt durch eine Markov-Kette modellieren.
— Sei Xy = 0 die Anzahl der Kunden, die bei Offnung des Supermarktes vor der Kasse warten.
— Mit Z,, bezeichnen wir die zuféllige Anzahl derjenigen Kunden, die sich vor der Kasse anstellen,
wahrend der n-te Kunde bedient wird; n =1,2,.. ..
— Dabei setzen wir voraus, dass die Zufallsvariablen Z, Z;, Z,,... : @ = {0,1,...} unabhingig und
identisch verteilt sind.
Die rekursiv definierte Folge Xg, X1,...Q — {0,1,...} von Zufallsvariablen mit

Xp =max{0,X,_1+ Z, — 1}, Vn>1, (10)
bildet dann eine Markov-Kette, deren Ubergangsmatrix P = (p;;) gegeben ist durch

P(Z=j+1-1i), falls j +1 >4 > 0 oder j >i =0,
pij =4 P(Z=0)+P(Z=1), fallsj=i=0,
0, sonst.

Dabei ist X,, die zufallige Anzahl von Kunden in der Warteschlange, unmittelbar nachdem die Bedie-
nung des n-ten Kunden beendet wurde (d.h. ohne die Beriicksichtigung desjenigen Kunden, mit dessen
Bedienung gegebenenfalls gerade begonnen wurde und der die Warteschlange deshalb bereits verlassen
hat).

4. Verzweigungsprozesse

Wir betrachten den Fortpflanzungsprozess einer bestimmten Population, wobei X, die (zuféllige) Ge-
samtanzahl der Nachkommen in der n-ten Generation sei; Xg = 1.

Wir nehmen an, dass
Xn—1
Xo=> Zni, (11)
i=1

wobei {Z,,;, n,i € N} eine Familie von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariaben ist, die
ihre Werte in der Menge E = {0, 1, ...} annehmen.
Die Zufallsvariable Z, ; ist dabei die zufillige Anzahl der (unmittelbaren) Nachkommen des i-ten
Individuums der (n — 1)-ten Generation.
Die Folge Xg,X1,...: Q — {0,1,...} von Zufallsvariablen, die durch Xo = 1 und durch die Rekursi-
onsgleichung (11) gegeben ist, wird Verzweigungsprozess genannt.
Man kann zeigen (vgl. Abschnitt 2.1.3), dass Xg, X1, . .. eine Markov-Kette ist mit den Ubergangswahr-
scheinlichkeiten )

P(S Zig=j), fallsi>0,

k=1

Pij =9y 1, falls i = j = 0,

0, sonst.
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5. Zyklische zufillige Irrfahrten

e Weitere Beispiele von Markov-Ketten konnen wie folgt konstruiert werden (vgl. E. Behrends (2000)
Introduction to Markov Chains. Vieweg, Braunschweig, S.4).

— Wir betrachten den endlichen Zustandsraum E = {0,1,...,999}, die Anfangsverteilung
o =(1/16,4/16,6/16,4/16,1/16,0,...,0) " (12)

und die Ubergangswahrscheinlichkeiten

1

6’ falls (j + 1000 — ¢) mod (1000) € {1,...,6},
Dij =
0, sonst.

— Seien Xo, Z1,Z2,...: Q2 — {0,1,...,999} unabhingige Zufallsvariablen, wobei die Verteilung von
Xo durch (12) gegeben sei und

P(Zy=i)=P(Zy=i)=...=1/6, Vi=1,...,6.
— Die rekursiv definierte Folge Xo, X1,...Q — {0,1,...,999} von Zufallsvariablen mit
X, = (Xpn-1+ Z,) mod (1000) (13)

fur n > 1 bildet dann eine Markov-Kette, die zyklischer Random Walk genannt wird; vgl. auch
Ubungsaufgabe 1.3.

e Beachte

— Dieses Modell einer Markov-Kette kann auf die folgende Weise experimentell realisiert werden: Wir
werfen zunéchst 4-mal eine Miinze und registrieren, wie oft dabei das Ereignis ,,Zahl” eintritt. Die
Anzahl x( dieser Ereignisse fassen wir als Realisierung des zufilligen Anfangszustandes X auf;
vgl. das Bernoulli-Schema in Abschnitt WR-3.2.1.

— Danach werfen wir n-mal einen Wiirfel und registrieren die jeweiligen Augenzahlen. Die Augenzahl
z;, die beim i-ten Wurf des Wiirfels eintritt, fassen wir als Realisierung des zufilligen ,,Zuwachses”
Ziauf;i=1,...,n.

— Der neue ,Systemzustand” z, ergibt sich dann durch die ,Aktualisierung” des alten System-
zustandes x,,_1 gemaf (13), und zwar unter Beriicksichtigung des ,,Zuwachses” z,,_1.

— Wenn das Experiment nicht tatsdchlich durch das Werfen einer Miinze bzw. eines Wiirfels, son-
dern durch die Erzeugung entsprechender Pseudozufallszahlen xg,z1,zs,... mit dem Computer
durchgefiihrt wird, dann spricht man von Monte-Carlo-Simulation.

— Methoden zur Konstruktion von dynamischen Simulationsalgorithmen, die auf Markov-Ketten be-
ruhen, werden im zweiten Teil der Vorlesung ausfiihrlich behandelt.

2.1.3 Rekursive Darstellung

e In diesemm Abschnitt zeigen wir,
— wie sich Markov-Ketten aus Folgen von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen kon-
struieren lassen,

— dass somit die Rekursionsformeln (9), (10), (11) und (13) Spezialfille eines allgemeinen Konstruktions-
prinzips fiir Markov-Ketten sind

— und dass auch umgekehrt jede Markov-Kette als Losung einer rekursiven stochastischen Gleichung
aufgefasst werden kann.
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e So wie bisher sei E = {1,2,...,¢} eine endliche (oder abzihlbar unendliche) Menge.

— AuRerdem sei (D, D) ein beliebiger Mafraum, beispielsweise D = R? der d-dimensionale euklidische
Raum und D = B(R?) die o-Algebra der Borel-Mengen in R?, oder D = [0, 1] das Einheitsintervall
und D = B([0,1]) die o-Algebra der Borel-Mengen in [0, 1].

— Sei nun Zi,Zs,...: Q — D eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen, die
ihre Werte in D annehmen, und die Zufallsvariable Xg : 2 — E sei unabhiingig von Z1, Zs, .. ..

— Die Zufallsvariablen X7, Xs,...: Q — E seien durch die stochastische Rekursionsgleichung
Xn = SD(Xn—la Zn) (14)

gegeben, wobei ¢ : E x D — E eine beliebige (messbare) Funktion ist.
Theorem 2.2

e Die Zufallsvariablen Xo, X1,...: Q — E seien rekursiv durch (14) gegeben.
e Dann gilt fir beliebige n > 1 und ig,i1,-.-,in € E,
P(Xn =in | Xn-1=tn-1,---,Xo = 7'0) = P(Xn =in | Xno1 = in—l)a

falls P(Xy, 1 =in_1,...,X0 =19) > 0.

Beweis
e Aus (14) ergibt sich, dass

P(Xn = in | Xn—1=tin-1,-..,X0 = io) = P(W(Xn—lazn) =in | Xno1=tn-1,..., X0 = iO)
= P(So(in—la Zn) =in | Xno1 = ln—1,--- ;XO = 7/0)
= P(p(in-1,2Zn) = in),
— wobel sich die letzte Gleichheit aus dem Transformationssatz fiir unabhéngige Zufallsvariablen

ergibt (vgl. Theorem WR-3.18),

— denn die Zufallsvariablen Xy, ..., X,—1 sind Funktionen von Zi,...,Z,_1 und somit unabhéngig
von ¢(in—1,2Zn)-

o Auf die gleiche Weise ergibt sich, dass
P(‘P(in—lazn) = Zn) = P(‘P(in—lazn) =in | Xp1= in—l)

P((p(Xn—th) = ’Ln | Xn—l = in—l)
= P(Xn =in | Xpo1= in—l) .

Beachte
e Aus dem Beweis von Theorem 2.2 ergibt sich, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit
Dij :P(Xn :j | Xn—l :l)

gegeben ist durch p;; = P(¢(i, Zy,) = j).

e Dabei héngt p;; nicht von n ab, weil die ,Innovationen” Z, identisch verteilt sind.
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e Auferdem ist die (gemeinsame) Wahrscheinlichkeit P(Xo = 49, X1 = 41, .., Xpn = i,) gegeben durch
P(Xo =io, X1 =1,---, Xn = n) = QiyPigis + - - Pin_1in 5 (15)

wobei Qjy = P(XO = ’Lo)

e Die durch (14) rekursiv gegebene Folge Xg, X1, ... von Zufallsvariablen ist also eine Markov-Kette im
Sinne der Definitionsgleichung (3).

Wir zeigen nun, dass sich auch umgekehrt jede Markov-Kette als Losung einer rekursiven stochastischen Gleichung
auffassen l&sst.

o Sei Xg,X1,...: Q = E eine beliebige Markov-Kette mit dem Zustandsraum E = {1,2,...,£}, der Anfangs-
verteilung @ = (ay,...,a) " und der Ubergangsmatrix P = (p;;).

e Mit Hilfe einer Rekursionsgleichung, die die gleiche Form wie (14) hat, wird eine Markov-Kette X{, X1, ...
mit (vorgegebener) Anfangsverteilung a und Ubergangsmatrix P rekursiv konstruiert, so dass

P(Xo =idg,..., Xp =in) = P(X}, =io,..., X" = i), Vig,...,in €E (16)
fiir jedes n > 0 gilt:

1. Wir gehen von einer Folge Zjy, Z1, ... von unabhingigen und identisch auf (0,1]-gleichverteilten Zu-
fallsvariablen aus.

2. Zunichst wird die E-wertige Zufallsvariable X wie folgt definiert:

k—1 k
Xo=k genau dann, wenn Zy € (Z i, Zai] ,
i=1

i=1

fiir jedes k =1,...,4, d.h.,
¢ k—1 k
Xé:Zk]I(Zai<ZO§Za,-). (17)
k=1 i=1 i=1
3. Die Zufallsvariablen X7, X},... werden dann rekursiv definiert: Und zwar setzen wir
Xn=0o(Xp_1,2Z), (18)

wobei die Funktion ¢ : E x (0,1] - E gegeben ist durch
¢ k—1 k
w(i,2) = Z k][(Zpij <z< sz'j) . (19)
k=1 j=1 j=1

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Wahrscheinlichkeiten P(X{} = ig, X| = i1,...,X,, = i,) fiir die in
(17)—(18) rekursiv definierte Folge { X} durch (3) gegeben sind, d-h., {X},} ist eine Markov-Kette mit der
Anfangsverteilung o und der Ubergangsmatrix P, vgl. Ubungsaufgabe 2.1.

Beachte

¢ Folgen von Zufallsvariablen {X;} and {X]}, fiir die (16) gilt, werden stochastisch dquivalent genannt.

e Dasin (17)—(19) gegebene Konstruktionsprinzip kann zur Monte-Carlo-Simulation von Markov-Ketten
mit vorgegebener Anfangsverteilung und Ubergangsmatrix genutzt werden.

o Markov-Ketten mit abzdhlbar unendlichem Zustandsraum kdénnen auf die gleiche Weise konstruiert
bzw. simuliert werden, wobei dann in (17)—(19) lediglich die Komponenten bzw. Eintragungen von
unendlich dimensionalen Vektoren @ bzw. Matrizen P betrachtet werden miissen.
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2.1.4 Matrix der n-stufigen Ubergangswahrscheinlichkeiten
o Sei Xo,X1,...: Q = E eine Markov-Kette mit dem Zustandsraum E = {1,2,...,£}, der Anfangsverteilung
a = (ai1,...,a;)" und der Ubergangsmatrix P = (p;;).

e Fiir beliebige, jedoch fest vorgegebene n > 1 und 4,j € E kann das Produkt ps, pi,is .- -Pi,_,; als die
Wahrscheinlichkeit des ,Pfades” i — i; = ... = i,_1 — j aufgefasst werden.

e Analog hierzu kann die Summe

P = Y pibiis - Pia (20)

i1yemin_1€E

als die Wahrscheinlichkeit des Uberganges vom Zustand 4 in den Zustand j in n Schritten aufgefasst werden,

wobei
P = P(Xn =3 | Xo=1), (21)

falls P(Xo = 14) > 0.

Beachte

e Die Matrix P(") = (pg”))i,j:l,m,g wird die n-stufige Ubergangsmatriz der Markov-Kette {X,,} genannt.

e Mit der Schreibweise P(®) = I, wobei I die £ x /-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet, lassen sich
die folgenden Darstellungsformeln fiir P(™) angeben.

Lemma 2.1 Fiir beliebige n,m = 0,1,... gilt
P =pn (22)

und somit
prtm) — p(p(m), (23)

Beweis Die Gleichung (22) folgt unmittelbar aus (20) und aus der Definition der Matrix-Multiplikation. O

Beispiel (Wettervorhersage)
e Sei E = {1,2}, und sei

eine beliebige Ubergangsmatrix mit 0 < p,p' < 1.

e Man kann zeigen (vgl. Ubungsaufgabe 2.3), dass dann die n-stufige Ubergangsmatrix P(") = Pn
gegeben ist durch

_ 1 pop LA=p=p)" [ P P
P+ \ o p p+p - P

Beachte

e Die Matrix-Identitat (23) wird in der Literatur Gleichung von Chapman-Kolmogorov genannt.

e Unmittelbar aus (23) ergeben sich die folgenden niitzlichen Abschitzungen.
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Korollar 2.2 Fiir beliebige n,m,r =0,1,... und i,j,k € E gilt

pe ™ > pl (24)
und ( ) (1) (n), (m)
Py T > Pl P P - (25)

Aufierdem ergibt sich aus Lemma 2.1 die folgende Darstellung der Verteilung des zufélligen Zustandes X,, der
Markov-Kette zum Zeitpunkt n.

Theorem 2.3

o Sei Xo,X1,... eine Markov-Kette mit dem Zustandsraum E = {1,...,¢}, der Anfangsverteilung o und der
(einstufigen) Ubergangsmatriz P.

e Dann ist der Vektor a, = (ani,...,0ne) ' der (Einzel-) Wahrscheinlichkeiten ou,; = P(X,, = i) von X,
gegeben durch
a) =a'P™. (26)

Beweis

e Aus der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit (vgl. Theorem WR-2.6) und aus (21) folgt, dass
P(Xn=7)=Y aiP(Xn=j|Xo=i)= aipl’,
i€E i€E
wobei wir P(X,, = j | Xo =) = 0 setzen, falls a; = P(Xo =14) = 0.
e Die Behauptung (26) ergibt sich nun aus Lemma 2.1. O

Beachte

e Wegen Theorem 2.3 kann die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten a,; = P(X,, = i) auf die Berech-
nung der n-ten Potenz P™ der Ubergangsmatrix P zuriickgefiihrt werden.

e Dabei ist in vielen Fallen die sogenannte Spektraldarstellung von P™ niitzlich, die auf die folgende Weise
mit Hilfe der Eigenwerte bzw. Eigenvektoren der Ubergangsmatrix P bestimmt werden kann.

e Zur Erinnerung

— Sei A eine (nicht notwendig stochastische) £ x £ Matrix, seien ¢, 1 # 0 zwei f-dimensionale (Spalten-)
Vektoren, so dafs jeweils mindestens eine ihrer Komponenten von 0 verschieden ist, und sei 8 eine
beliebige (reelle oder komplexe) Zahl.

— Falls
Ap=0¢p bzw. Y A=06y', (27)

dann ist 0 ein Eigenwert von A, und ¢ bzw. 1 ist ein rechter bzw. linker (zu 8 gehérender) Eigenvektor.
— Weil (27) und
(A-6fDp=0 bzw. P (A-61)=0",

dquivalent sind, ist @ genau dann ein Eigenwert von A, wenn 6 eine Losung der sogenannten charak-

teristischen Gleichung ist:
det(A —0I) =0. (28)
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— Weil (28) eine algebraische Gleichung der Ordnung £ ist, besitzt sie somit £ Losungen 61, ..., 60,, die
komplex sein kénnen und die nicht alle voneinander verschieden sein miissen.

— Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass die Eigenwerte 6y, . ..,0; so numeriert sind, dass
01] > [02] > ... > [6,].

— Fiir jeden Eigenwert 6; existieren (jeweils von 0 verschiedene) rechte bzw. linke Eigenvektoren ¢, bzw.
;-
— Sei @ = (¢, --.,¢,) die £ x £ Matrix, die aus den rechten Eigenvektoren ¢, ..., ¢, besteht, und sei

die £ x £ Matrix, die aus den linken Eigenvektoren ,...,%, gebildet wird.

— Mit dieser Schreibweise ergibt sich, dass

A® = & diag(9), (29)
wobei @ = (61,...,60;) " und diag(@) die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen 61, ..., 8, bezeich-
net.

e Falls die Eigenvektoren ¢, ..., ¢, linear unabhingig sind,

— dann existiert die inverse Matrix @ !, und wir kénnen ¥ = & ! setzen.

— Auferdem ergibt sich in diesem Fall aus (29), dass
A = @ diag(0)® ™" = ® diag(6)®

und somit
A" = &(diag())"® " = ®(diag(9))"¥.

— Hieraus ergibt sich die Spektraldarstellung von A:

4

A" =3 0o - (30)

i=1

Beachte
e Die Anwendung von (30) fiir die Ubergangsmatrix A = P fiihrt zu einem einfachen Algorithmus zur
Berechnung der n-ten Potenz P™ in (26).

— Dabei sind lediglich die Eigenwerte und Eigenvektoren von P zu berechnen, wofiir Standard-
Software wie MAPLE, MATLAB oder MATHEMATICA verwendet werden kann.

— Ein wesentlicher Vorteil der Spektraldarstellung (30) besteht darin, dass sich bei der Verwendung
von (30) die Komplexitit der numerischen Berechnung von P” mit wachsendem n nicht erhoht.

e Allerdings wird bei der Herleitung von (30) vorausgesetzt, dass die Eigenvektoren ¢y,..., @, linear
unabhéngig sind. Das folgende Lemma, liefert eine hinreichende Bedingung hierfiir.

Lemma 2.2

e Fulls simtliche Figenwerte 0y,...,0; von A voneinander verschieden sind, dann sind die rechten Eigenvek-
toren @y, ..., ¢, linear unabhdngig.
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o Wenn dariber hinaus die linken Eigenvektoren ., ... %, durch den Ansatz ¥ = &' gegeben sind, dann
gilt
1, fallsi=7j,
¥ b; = (31)
0, fallsi#j.
Beweis

e Die Giiltigkeit der ersten Teilaussage zeigen wir mit vollstdndiger Induktion.

— Weil jeder Eigenvektor ¢p; mindestens eine Komponente hat, die von 0 verschieden ist, impliziert
a1, = 0, dass a; = 0.

— Seien nun sadmtliche Eigenwerte 6y,...,60; von A voneinander verschieden, und fiir ein gewisses
k < £ seien die Eigenvetoren ¢, ..., ¢;_; linear unabhéngig.
— Um zu beweisen, dass dann auch die Eigenvektoren ¢,..., ¢, linear unabhingig sind, geniigt es
zu zeigen, dass
k
> ajp; =0 (32)
=1
die Giiltigkeit von a; = ... = a; = 0 impliziert.
— Die Koeffizienten ay, ..., ay seien nun so gewahlt, dass (32) gilt. Dann gilt auch

k k
0=A0=) ajAd; =) a;f;p;.
j=1 j=1

— Auf die gleiche Weise ergibt sich, dass

k k
0= ak 0= 0k Za]‘(ﬁj = Zﬂkaj(ﬁj
j=1

j=1
und somit s
0="> (6r—6;)a;0;.
j=1
— Weil angenommen wird, dass die Eigenvektoren ¢, ..., ¢,_; linear unabhéngig sind, folgt hieraus,
dass
O —61)ar = (O —62)az = ... = (0 — Ok—1)ar—1 =0
bzw.ar =ar =...=ap_1 =0, weil 0 #0; fiir 1 <j <k -1
— Wegen (32) muss dann auch a; = 0 gelten.
e Falls simtliche Eigenwerte 61, ...,68; von A voneinander verschieden sind,

— dann besteht also die £ x £ Matrix @ aus ¢ linear unabhéngigen Spaltenvektoren,
— und @ ist somit invertierbar.

— Die Matrix ¥ der linken Eigenvektoren kann also durch den Ansatz ¥ = &' gebildet werden,
woraus sich unmittelbar die Giiltigkeit von (31) ergibt. O

2.2 Ergodizitit und Stationaritit
2.2.1 Grundlegende Definitionen und quasi-positive Ubergangsmatrizen
e Wenn die Anzahl £ der potentiell méglichen Zustédnde der Markov-Kette Xg, X1, ... sehr groff ist, dann ist

die in Abschnitt 2.1.4 diskutierte Spektraldarstellung (30) der n-stufigen Ubergangsmatrix P(®) = P" kein
geeignetes Hilfsmittel, um
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— die bedingten (Einzel-) Wahrscheinlichkeiten pg”) = P(X,, =j | Xo =) des zufilligen Zustandes X,,

— bzw. die (unbedingten) Wahrscheinlichkeiten P(X,, = j) = Zle aipgl) von X,

nach n > 1 (Zeit-) Schritten zu berechnen.

e Man kann jedoch Bedingungen angeben,

(n

— unter denen die Grenzwerte lim,,_,, p; j) bzw. lim,,_, . P(X, = j) existieren (gleich sind und nicht von

i abhéngen),
— so dass anstelle von pg-l) bzw. P(X, = j) der Grenzwert m; = lim p(T.L) = lim P(X, = j) als

n—oo" ¥ n—00
Niherungslosung berechnet werden kann, falls n > 1.

Dies fiihrt zu dem folgenden Begriff der Ergodizitdt von Markov-Ketten.

Definition Die Markov-Kette Xo, X1,... mit der Ubergangsmatrix P = (pij) bzw. den zugehorigen n-stufigen
Ubergangsmatrizen P(") = (pgjn)) (= P™) heilst ergodisch, falls die Grenzwerte

m; = lim p@) (33)

n—oo” W

1. fiir jedes j € E existieren,
2. positiv sind und nicht von ¢ € E abhéngen,

3. eine Wahrscheinlichkeitsfunktion 7 = (my,...,7,) " bilden, d.h., Yien™i =1

Beispiel (Wettervorhersage)

e Um den Begriff der Ergodizitit von Markov-Ketten zu verdeutlichen, kehren wir zunéchst zu dem ein-
fachen Beispiel der Wettervorhersage zuriick, das bereits in den Abschnitten 2.1.2 und 2.1.4 diskutiert
wurde.

e Sei also E = {1, 2}, und sei

eine beliebige Ubergangsmatrix mit 0 < p,p' < 1.
e Die n-stufige Ubergangsmatrix P(®) = P ist gegeben durch

1 pp +(1—p—p')" p P

P" =
/ /
PEP A\ P p ptp - 7

e Falls p + p' < 2, dann ergibt sich hieraus und aus (26), dass

1 !
lim P" = pp
n—oo p+p PP
bzw. , -
ﬂ:liman:( P , P ) , (34)
n—oo p+p  p+p

wobei die Grenzverteilung 7 in (34) nicht von der Wahl der Anfangsverteilung a (= ag) abhéngt.
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e Wenn jedoch p + p' = 2, dann gilt

P, falls n ungerade,

I

P" =
, falls n gerade ist.

Die Ergodizitét von Markov-Ketten mit allgemeinem (endlichen) Zustandsraum ldsst sich mit Hilfe des folgenden
Begriffes aus der Theorie positiver Matrizen charakterisieren.

Definition
e Die £ x £ Matrix A = (a;;) heifit nichtnegativ, falls samtliche Eintragungen a;; von A nichtnegativ
sind.

e Die nichtnegative Matrix A heifit quasi-positiv, falls es eine natiirliche Zahl ny > 1 gibt, so dass
sdmtliche Eintragungen von A™ positiv sind.

Beachte Falls A eine stochastische Matrix ist, fiir die es eine natiirliche Zahl ng > 1 gibt, so dass sdmtliche
Eintragungen von A™ positiv sind, dann sind auch sdmtliche Eintragungen von A" fiir jede natiirliche Zahl
n > ng positiv.

Theorem 2.4 Die Markov-Kette Xo, X1, ... mit dem Zustandsraum E = {1,...,£} und der Ubergangsmatriz P
ist genau dann ergodisch, wenn P quasi-positiv ist.

Beweis

o Wir zeigen zunéchst, dass die Bedingung
i (o)
nin pi;" >0 (35)
fiir ein ng € N hinreichend fiir die Ergodizitat von {X,} ist.

— Sei m{™ = min;e Ep ) und M; (n) — = max;cg p”) Aus der Chapman-Kolmogorov-Gleichung (23)
ergibt sich dann, dass
Y =3 pupl?

keEE

und somit

m§"+1) = mlnp("+ ) = miin Zpikp n) > mm Zp,k mmpij) = m("),
k

d.h., mg-") < m§-n+1) fiir jedes n > 0, wobei wir P(®) =T setzen. Auf die gleiche Weise ergibt sich,
dass MJ(") > M;"H) fiir jedes n > 0 gilt.
— Um die Existenz der Grenzwerte 7; in (33) zu beweisen, geniigt es also zu zeigen, dass fiir jedes
jeE
lim (M™ —m{™) =0. (36)

n—oo

— H1erfur betrachten wir fiir beliebige, jedoch fest vorgegebene Zustidnde ig,jo € F die Mengen
={keE: pE"O) > pgn;;)} und E" = E\ E'.



2 MARKOV-KETTEN 19

— Sei @ = min; jcg p(.m) > 0. Dann gilt

ij
(o) _ o)) _ (no) )
Sy —pi) =13 By = > el <1-ta
kel keE" keE’

3w o) == () - p)

keE" keE'

und

— Durch die erneute Anwendung der Chapman-Kolmogorov-Gleichung (23) ergibt sich hieraus, dass
fiir beliebige n >0 und j € E

plne ™ = plretm = N (plre) — plre))pl

keE

= > -pey + > o - )l
keE' keE"

< SRR - M+ S (i) - ploe)ym
keE' keE"

= 3 (@0 - M = S () — e ym Y
keE' keE'

= 3 - A 0 )
keE'

< (1= ta)(M™ —m{M).

— Hieraus folgt, dass M ;"M") - m§"°+") < (M ](") - mg-"))(l — fa) und (mit vollstindiger Induktion)
dass fiir jedes k > 1

Mt plEret ) < (g™ — M) (1 — ta)® (37)
— Es gibt also eine (unbegrenzt wachsende) Folge n1,ns, ... von natiirlichen Zahlen, so dass fiir jedes
jeE
lim (M{™ —m{™)) =0. (38)
k—o0 J

— Weil die Differenzen M J(") - mg-") monoton in n sind, gilt (38) fiir jede (unbegrenzt wachsende)
Folge n1,mna, ... von natiirlichen Zahlen.

— Damit ist die Giiltigkeit von (36) bewiesen.

e Die Grenzwerte 7; sind positiv, weil

= lim p(J") > hm m(n) > m(no) >a>0.

n—oo
e Auferdem gilt Y, pm; = 3 cplimp oo pgb) = limy 00 2 ¢ Epgjn) = 1, weil die Vertauschung von
Grenzwert und endlzcher Summation erlaubt ist.

¢ Die Notwendigkeit der Bedingung (35) ergibt sich unmitttelbar aus minjcgm; > 0 und (33), wenn
dabei beriicksichtigt wird, dass der Zustandsraum E endlich ist. O

Beachte
(n)

o Weil die Grenzwerte 7; = lim,_, D;j ergodischer Markov-Ketten nicht von ¢ abhingen, ergibt sich

hieraus und aus der Endlichkeit des Zustandsraumes E = {1,..., £}, dass

lim aT =a' lim PM™ =gxT.
n—o0 n—o0
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e Im Beweis von Theorem 2.4 wurde nicht nur die Existenz der Grenzwerte 7; = lim,_, pg‘) gezeigt,

sondern die folgende Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit hergeleitet: Aus (37) ergibt sich nim-

lich, dass
sup |p§j —m;| < sup( ](") - mg-")) < (1 —ta)ln/mol (39)
i,jEE JEE
bzw.
sup |ap; — 75| < (1 — fa) Ln/nol | (40)
JjEE

wobei |n/ng| den ganzzahligen Teil von n/ng bezeichnet.

e Im Zusammenhang mit (39) und (40) spricht man in der Literatur von geometrischen Schranken der
Konvergenzgeschwindigkeit.

Wir zeigen nun noch, dass die Grenzwerte 7; = lim,_, pgl) auch als Losung eines linearen Gleichungssystems
aufgefasst werden kénnen.
Theorem 2.5

o Sei Xo,X1,... eine ergodische Markov-Kette mit dem Zustandsraum E = {1,...,£} und der Ubergangsma-

triz P = (p”)
e Dann ist der Vektor w = (m1,...,m¢)" der Grenzwerte m; = lim,_,0o pgj) die eindeutig bestimmte (positive)
Lésung des linearen Gleichungssystems
m =Y mpij, JjEBE, (41)
icE

die gleichzeitig der Normierungsbedingung jer ™ =1 genigt.

Beweis

e Aus der Definitionsgleichung (33) der Grenzwerte m; und aus der Chapman-Kolmogorov-Gleichung
(23) ergibt sich durch Vertauschen von Grenzwert und Summation, dass

(33) (23) 1 ( 1) (33)
m = tim pl) = lim Y pl ey = lim gl Vpy = > mpis -
zeE icE i€EE
e Wir nehmen nun an, dass es noch eine weitere positive Losung 7' = (m},...,m)" von (41) gibt, so

dass m; = >, p mipij fiir jedes j € Eund 3, pm; = 1.
e Mit vollstdndiger Induktion kann man dann zeigen, dass
w=>"wp?,  jeE, (42)
i€k
fir jedesn =1,2,....
e Insbesondere ergibt sich somit aus (42), dass

; (42) .. 1 (n) _ (n) (33) )
mp= Jim > mpy) =) m lim pip = o
i€eE i€EE

Beachte

e In Matrix-Schreibweise hat das lineare Gleichungssystem (41) die Form 77 = w T P.

e Wenn die Anzahl ¢ der Zusténde nicht zu grof ist, dann kann dieses Gleichungssystem ein Ausgangs-
punkt zur numerischen Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsfunktion 7 sein; vgl. Abschnitt 2.2.5.

e Falls £>> 1, dann ist in vielen Fallen dynamische Monte-Carlo-Simulation besser zur Bestimmnug von
7 geeignet; vgl. Abschnitt 3.3.
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2.2.2 Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit; Perron—Frobenius—Theorem

e Zur Erinnerung

— Falls {X,,} eine Markov-Kette ist, so dass siimtliche Eintragungen p;; der (1-stufigen) Ubergangsmatrix
P positiv sind,
— dann hat die in (40) hergeleitete geometrische Schranke der Konvergenzgeschwindigkeit gegen die

Grenzverteilung 7 = (my,...,m) " die folgende Form:
sup |an; — ;| = O((1 — £a)"), (43)
JEE

wobei a = min; jeg pi; > 0.

e Wenn das Minimum a der Eintragungen p;; der Ubergangsmatrix P nahe bei 0 liegt, dann ist die Schranke
in (43) nur von geringem Nutzen.

e In manchen Fallen lasst sich jedoch die ,,Basis” 1 — fa der Konvergenzabschétzung in (43) verbessern.

Beispiel (Wettervorhersage)
e Sei E ={1,2} und

P= , wobei 0 < p,p’ < 1.

e In Abschnitt 2.2.1 hatten wir gezeigt,
— dass dann die n-stufige Ubergangsmatrix P(® = P" gegeben ist durch

/

_ 1 [ Pop) a-p-p) p -
PP\ p p p+p - P

n

— und dass somit

1 !
(Pm =) lim P" = P
n—00 p+yp p/ p

— In diesem Fall ergibt sich also, dass

A-p=p)"( p -p

P" —P>™ =
!
p+p _p/ p'

(=o1-p-p1), (44)
wobei p + p' > 2a = 2min; jeg p;; und somit |1 —p —p'| < 1 — 2a, falls p # p'.
e Beachte
— Die ,Basis” |02| = |17p—p’ | der Konvergenzgeschwindigkeit in (44) ist der Betrag des ,zweitgrofiten”
Eigenwertes 0 der Ubergangsmatrix P,
— denn die charakteristische Gleichung

(det(P — 1) :) (l=p=0)(1—p' —8) —pp' =0

von P besitzt die beiden Losungen 6 =1 und 62 =1—p—p'.

Im allgemeinen lassen sich geometrische Konvergenzabschéitzungen der Form (44) mit Hilfe des folgenden Theo-
rems von Perron—Frobenius fiir quasi-positive Matrizen herleiten.
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Theorem 2.6

o Sei A eine quasi-positive £ x £ Matrix mit den Eigenwerten 0y, ...,60;, so dass |01 > ... > |6].
o Dann gilt:

(a) Der Eigenwert 6, ist rellwertig und positiv,
(b) 61 > |0;| fiir jedes i =2,...,¢,

(c) die rechten bzw. linken (zu 81 gehérenden) FEigenvektoren ¢, bzw. 1, sind (bis auf einen konstanten
Faktor) eindeutig bestimmt und kénnen so gewdhlt werden, dass simtliche Komponenten von ¢, bzw.
1, positiv sind.

Einen Beweis von Theorem 2.6 kann man beispielsweise in Kapitel 1 des Buches E. Seneta (1981) Non-Negative
Matrices and Markov Chains, Springer-Verlag, New York finden.

Korollar 2.3 Sei P eine quasi-positive Ubergangsmatriz. Dann gilt

o0 =1,¢,=eundp, =7, wobeie=(1,...,1)" und 7 = (m1,...,m) "

o |0;| <1 fiir jedesi=2,...,L.

Beweis

e Weil P eine stochastische Matrix ist,

— gilt offenbar Pe = e, und aus (41) ergibt sich, dass 7' P =7 .

— Hieraus folgt, dass 1 ein Eigenwert von P ist und dass e bzw. 7 ein rechter bzw. linker Eigenvektor
dieses Eigenwertes ist.

e Sei nun

— 0 ein beliebiger Eigenwert von P, und sei ¢ = (¢1,...,¢¢) " ein zu @ gehdrender Eigenvektor.
— Dann ergibt sich aus der Definitionsgleichung (27) von 6 und ¢, dass

¢
4 |¢i|§2pz’j|¢j|ﬁfjneag|¢j|, VieE.
j=1

— Hieraus folgt, dass || < 1 und dass somit §; = 1 der grofite Eigenwert von P ist.
e Aus Theorem 2.6 folgt nun, dass |6;| < 1 fiir jedes i =2,...,~. O

Aus Korollar 2.3 ergibt sich die folgende geometrische Konvergenzabschétzung.

Korollar 2.4 Sei P eine quasi-positive Ubergangsmatriz, so dass samtliche Eigenwerte 0y, ...,0; von P von-
einander verschieden sind. Dann gilt
sup [an; — mj| = O(|62]") - (45)
JEE

Beweis

e Aus Korollar 2.3 ergibt sich, dass
¢

lim " 67¢, =0, (46)
=2

n—o0 4

weil |0;| < 1 fiir jedes i =2,...,L.
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o Auferdem ergibt sich aus Korollar 2.3, dass #; = 1 und ¢, = (1,...,1)T bzw. 4, = 7 fiir den rechten
bzw. linken (zu 6; gehdrenden) Eigenvektor ¢»; bzw. 1);.

e Aus der Spektraldarstellung (30) von P™, d.h.

4
P" =070 ,
i=1

folgt nun, dass

¥4
Pr—| i | =P -0igp =) 6l .

=2
7TT

e Weil @] = a"P" (vgl. Theorem 2.3), ergibt sich hieraus und aus (46) die Giiltigkeit von (45). O

Beispiel (Konsensbildung)
vgl. C. Hesse (2003) Angewandte Wahrscheinlichkeitstheorie. Vieweg-Verlag, Braunschweig, S. 349

e Eine Experten-Kommission, die aus ¢ Mitgliedern besteht, soll eine Prognose fiir einen (Wirtschafts-)
Parameter p € R erstellen, beispielsweise der ,,Rat der Fiinf Weisen” eine Prognose fiir das Wirtschafts-
wachstum im kommenden Jahr.

— Dabei entwickelt zunéchst jeder der ¢ Experten eine eigene Prognose fiir p, wobei die einzelnen
Prognosewerte mit ﬁg‘”, .. .,ZEJ(ZO) bezeichnet werden und typischerweise voneinander verschieden
sind.

— Wie konnen nun die Experten hieraus eine gemeinsame Prognose der gesamten Kommission, d.h.,
einen Konsens bilden?

— Eine einfache Vorgehensweise wire die Bildung des arithmetischen Mittels (ﬁgo) +...+ ﬁg"’) /¢,
wobei jedoch die Kompetenzunterschiede zwischen den einzelnen Experten unberiicksicht bleiben
wiirden.

e Eine alternative Vorgehensweise besteht darin, dass jeder Experte seine eigene Prognose nach Kennt-
nisnahme der Prognosen der anderen ¢ — 1 Experten und unter Beriicksichtigung seiner Einschitzung
der prognostischen Fihigkeiten der Kommissionsmitglieder modifiziert.

— Fiir beliebige i,j € {1,...,¢} ordnet dabei der i-te Experte dem j-ten Experten die ,Vertrauens-
wahrscheinlichkeit” p;; zu, so dass

£
piy >0 und D py=1, Vije{l,...
j=1

(0)

— und der i-te Experte modifiziert seine urspriingliche Prognose fi; ’ zu
14
~(1 ~(0
Hg = sz'jﬂ; ).
j=1
— In den meisten Fillen werden die modifizierten Prognosen ;’I?), .- ,ﬁgl) immer noch voneinander

verschieden sein, weshalb das Verfahren solange wiederholt wird, bis die Unterschiede hinreichend
klein geworden sind.

e Aus Theorem 2.4 folgt,

— dass dieses Ziel erreichbar ist, wenn das Modifikationsverfahren oft genug wiederholt wird,
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— denn geméfs Theorem 2.4 existieren die Grenzwerte

-0
lim A{" Zmu (47)

und hédngen nicht von ¢ ab,

— wobei der Vektor w = (mr1,...,m)" der Grenzwerte m; = lim,_,oo pg”) die (eindeutig bestimmte)
Losung des linearen Gleichungssystems (41) ist, d.h., es gilt 77 =« P mit P = (p;;).
e Die Giiltigkeit von (47) ldsst sich dabei wie folgt begriinden. Es gilt ndmlich

n'_mo ﬁE") = hm Zp” gt = nhrr;oZp(n) o

lim
— ang%op M(O) ZW N(O)

e Der Konsens der Experten-Kommission, d.h. die gemeinsame Prognose des (unbekannten) Parameters
p ist dann gegeben durch

Z il . (48)

Beachte

e Fiir grofie £ kann die direkte (algebraische) Losung des linearen Gleichungssystems (41) schwierig sein.

e Dann spielt die Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit in (47) eine wichtige Rolle bei der prak-
tischen Durchfiihrung der in (47) beschriebenen Konsensbildung.

e Wir betrachten hierfiir das folgende Zahlenbeispiel.
— Sei £ = 3, und sei

XN = DN
| = = O
U I O W

~—~~

N

e

SN—

— Die Eintragungen dieser stochastischen Matrix bedeuten, dass die Kompetenz des dritten Experten
von allen Kommissionsmitgliedern besonders hoch eingeschétzt wird.

— Die Losung 7 = (my,m2,73) | des entsprechenden linearen Gleichungssystems (41) ist dann gegeben

durch
e 21 12 44
= — = — 3= —=,
MT MTw BT
d.h., die Prognose §(30) des dritten (als besonders kompetent eingeschétzten) Experten wird am
stiarksten gewichtet.

e Die Eigenwerte der in (49) gegebenen Ubergangsmatrix sind 6; = 1, § = 1/8 und 63 = 1/12.
e Gemil (43) ergibt sich dabei die ,Basis”

W

5
1—-3a= 1—3,jr£1in p”_l———g

oo
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der Konvergenzabschitzung, wihrend Korollar 2.4 die folgende (deutlich verbesserte) geometrische

Konvergenzabschétzung

™ o,
x| =] = 06"

liefert, wobei 02 = 1/8 der zweitgrofite Eigenwert der in (49) gegebenen stochastischen Matrix P ist,
vgl. auch Ubungsaufgabe 3.3.

2.2.3 Irreduzibilitit und Aperiodizitit

e Zur Erinnerung
— In Theorem 2.4 hatten wir die Ergodizitit der Markov-Kette Xg, X1, ... durch die Quasi-Positivitit
ihrer Ubergangsmatrix P charakterisiert.
— Es kann sich jedoch als schwierig erweisen, diese Eigenschaft von P direkt nachzuweisen (insbesondere
dann, wenn £ > 1).

e Wir leiten deshalb noch eine andere (probabilistische) Charakterisierung der Ergodizitat von Markov-Ketten
mit endlichem Zustandsraum her. Dabei benotigen wir den folgenden Begriff.

— Fiir beliebige, jedoch fest vorgegebene Zustinde i, j € E sagen wir, dass der Zustand j vom Zustand 4
erreichbar ist, falls pgf) > 0 fiir ein n > 0 gilt, wobei P(®) = I. (Schreibweise: i — j)

— Eine andere (dquivalente) Definitionsmdglichkeit der Erreichbarbeit von Zusténden ist folgendermafen
gegeben.

— Hierfiir sei 7; = min{n > 0: X,, = j} die Anzahl der Schritte bis die Markov-Kette {X,} zum ersten
Mal den Zustand j € E erreicht. Dabei setzen wir 7; = oo, falls X, # j fiir jedes n > 0.

Theorem 2.7 Seii € E so gewdhlt, dass P(Xo =) > 0. In diesem Fall ist der Zustand j € E genau dann von
i erreichbar, wenn P(1; < oo | Xo = i) > 0.

Beweis

e Die Notwendigkeit der Bedingung ist offensichtlich, denn es gilt

{X,=j}C{r <n}C{r <o} und somit 0< pz(;l) < P(1j < o0 | Xo =1)

fiir ein n > 0, falls j von ¢ erreichbar ist.

e Falls umgekehrt ¢ # j und p(T-L) = 0 fiir jedes n > 0 gilt, dann folgt hieraus, dass
i

P(Tj<OO|X0=i):nli_>ngop(7—j<n|X0=i)

~ lim P(HUI{Xk = j} ‘ Xo =)
k=0

n—oo
n—1 n—1 (k)
_ iy PN k) _
< Jm 3 PO =g Ko=) = lim 3 =0. 0

Beachte

e Die Eigenschaft der Erreichbarkeit ist
— transitiv, d.h., aus ¢ — k und k — j folgt i — j.
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— Dies ergibt sich unmittelbar aus der Ungleichung p§;+m) > pgz) pSCT) (vgl. Korollar 2.2) und aus der
Definition der Erreichbarkeit.
— Falls dariiber hinaus ¢ — 7 und j — ¢, dann sagen wir, dass die Zustinde 7 und j kommunizieren.
(Schreibweise: i<+j)
e Die Eigenschaft des Kommunizierens ist eine Aquivalenzrelation, denn es gilt
(a) i¢i (Reflexivitit),
(b) i¢>j genau dann, wenn j<»i (Symmetrie),
(c) i+>k und k<>j implizieren, dass i<>j (Transitivitit).
e Dies bedeutet insbesondere,
— dass der Zustandsraum E in (disjunkte und ausschopfende) Aquivalenzklassen beziiglich der Aqui-
valenzrelation < zerlegt werden kann.

— Dabei heifit die Markov-Kette {X,} bzw. ihre Ubergangsmatrix P = (p;;) irreduzibel, wenn der
Zustandsraum FE nur aus einer solchen Aquivalenzklasse besteht, d.h., wenn i¢+j fiir sdmtliche
i,j € E gilt.

Beispiele

e Unmittelbar aus der Definition der Irreduzibilitat ergibt sich, dass die 2 x 2 Matrizen

P _ 1/2 1/2 wi P, 1/2 1/2
1/2 1/2 1/4 3/4

irreduzibel sind.

e Die aus P; und P, gebildete 4 x 4 Matrix P mit der folgenden Blockstruktur

ist jedoch nicht irreduzibel.

Neben der Irreduzibilitit bendtigen wir noch eine weitere Eigenschaft der Zustdnde, ndmlich die sogenannte
Aperiodizitat, um die Ergodizitdt von Markov-Ketten auf einfache Weise charakterisieren zu koénnen.

Definition

e Die Periode d; des Zustandes i € E ist gegeben durch d; = ggt{n > 1: p(-") > 0}, wobei ,,ggt” den

k2
grofiten gemeinsamen Teiler bezeichnet. Dabei setzen wir d; = oo, falls pgz-") =0 fiir jedes n > 1.

e Der Zustand i € E heifit aperiodisch, falls d; = 1.

e Die Markov-Kette {X,,} bzw. ihre Ubergangsmatrix P = (p;;) heit aperiodisch, wenn simtliche Zu-
stinde von {X,} aperiodisch sind.

Wir zeigen nun, dass die Perioden d; und d; {ibereinstimmen, wenn die Zusténde ¢, j zu einundderselben Aqui-
valenzklasse von kommunizierenden Zustinden gehdren. Dabei verwenden wir die Schreibweise ¢ — j[n], falls

P > 0.

Theorem 2.8 Fulls die Zustinde i,j € E kommunizieren, dann gilt d; = d;.
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Beweis

e Falls j — j[n], i — j[k] und j — i[m] for gewisse k,m,n > 1 gilt, dann ergibt sich aus den Unglei-
chungen in Korollar 2.2, dass i — i[k + m] und i — i[k + m + n].

e Dies bedeutet, dass die natiirlichen Zahlen k + m and k + m + n durch d; teilbar sind.
e Dann ist auch n = (k+m +n) — (k + m) durch d; teilbar.

e Somit ist d; ein gemeinsamer Teiler fiir diejenigen natiirlichen Zahlen n, fiir die pg-]"-) > 0 gilt, d.h. d; <
d;.
e Auf die gleiche Weise ergibt sich (aus Symmetriegriinden), dass auch d; < d; gilt. O

Korollar 2.5 Die Markov-Kette {X,} sei irreduzibel. Dann besitzen samtliche Zustinde von {X,} die gleiche
Periode.

Um zeigen zu kénnen,

e dass die in Abschnitt 2.2.1 betrachtete Charakterisierung (vgl. Theorem 2.4) der Ergodizitat von Markov-
Ketten gleichbedeutend mit ihrer Irreduzibilitit und Aperiodizitét ist,

e bendtigen wir noch den folgenden elementaren Hilfssatz aus der Zahlentheorie.
Lemma 2.3 Sei k =1,2,... eine beliebige, jedoch fest vorgegebene natirliche Zahl. Dann gibt es eine natiirliche
Zohl ng > 1, so dass
{ng,no +1,n9 +2,...} C {n1k + na(k +1); n1,ns > 0}.
Beweis
e Falls n > k2, dann gibt es ganze Zahlen m,d > 0, so dass n — k> = mk +d und d < k.
o Hieraus folgt, dass n = (k — d + m)k + d(k + 1) und somit
n € {n1k + na(k +1); ni,ne >0},

d.h., wir kdnnen ng = k2 setzen. O

Theorem 2.9 Die Ubergangsmatriz P ist genau dann quasi-positiv, wenn P irreduzibel und aperiodisch ist.

Beweis

e Wir nehmen zunichst an, dass die Ubergangsmatrix P irreduzibel und aperiodisch ist.

— Fiir jedes i € E betrachten wir die Menge J(i) = {n > 1: pgf) > 0}, deren grofiter gemeinsamer
Teiler wegen der Aperiodizitat von P gleich 1 ist.

— Aus den Ungleichungen in Korollar 2.2 ergibt sich, dass

Pt > pPp

und somit
n+m € J(), falls n,m € J(3). (50)

o Wir zeigen, dass die Menge J(i) zwei aufeinanderfolgende Zahlen enthalt.
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— Falls umgekehrt J(¢) nicht zwei aufeinanderfolgende Zahlen enthalten wiirde, dann wiirde es einen
Minimalabstand k& > 2 zwischen den Zahlen in J(i) geben.

— Hieraus wiirde die Giiltigkeit von mk + d € J(i) fiir gewisse m = 0,1,...und d =1,...,k — 1
folgen, weil ansonsten n = mk fiir alle n € J(i) gelten wiirde.

— Dies wiirde jedoch ein Widerspruch zu unserer Annahme sein, dass ggt(J (7)) = 1.

e Seinun ny,ny +k € J(i). Wegen (50) gilt dann auch a(ny + k) € J(¢) und n+ bny € J(3) fiir beliebige
a,b € N, wobei
n=mk+de J@). (51)

e Wir zeigen jedoch,

— dass es dann natiirliche Zahlen a,b € {1,2, ...} gibt, so dass die Differenz zwischen a(n; + k) € J(i)
und n + bny € J(i) kleiner als k ist.

— Und zwar ergibt sich aus (51), dass
a(nyi +k)—n—bny =(a—-bny + (a—m)k —d
und somit flira=b=m+1
ani+k)—n—-bny=k—-d<k.

e Deshalb enthilt die Menge J(i) zwei aufeinanderfolgende Zahlen.
e Aus (50) und aus Lemma 2.3 ergibt sich nun, dass es fiir jedes i € E ein n(i) > 1 gibt, so dass

J(@) D {n(@),n(@)+1,...}. (52)
e Hieraus, aus der Irreduzibilitit von P und aus der Ungleichung (25) in Korollar 2.2, d.h.,

r+n+m T n m
Pt > pp

folgt, dass es fiir jedes Paar i,j € E von Zustinden eine natiirliche Zahl n(ij) > 1 gibt, so dass

J(ij) = {n>0:p{ > 0} > {n(ij),n(ij) + 1,...},

d.h., P ist quasi-positiv.

e Umgekehrt ergibt sich die Irreduzibilitit und Aperiodizitit von quasi-positiven Ubergangsmatrizen
unmittelbar aus den Definitionen dieser Begriffe. O

Beachte

e Ein einfaches Beispiel einer Markov-Kette, die nicht irreduzibel ist,
— kann durch das bereits mehrfach betrachtete Modell der Wettervorhersage gegeben werden, wobei
E ={1,2} und
I-p p

/

p 1-p

P=

— Falls p = 0 oder p' = 0, dann ist die zugehdrige Markov-Kette offenbar nicht irreduzibel (und
damit wegen Theorem 2.9 auch nicht ergodisch).

e Es ist dennoch mdglich, dass das lineare Gleichungssystem
a =a'P (53)

eine (oder unendlich viele) Wahrscheinlichkeitsldsungen o' = (a1, ) besitzt.
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— Wenn beispielsweise p = 0 und p’' > 0 gilt, dann ist ¢ = 1 ein sogenannter absorbierender Zustand,

und ' = (1,0) ist die (eindeutig bestimmte) Losung des linearen Gleichungssystems (53).

— Wenn p = 0 und p' = 0, dann ist jede Wahrscheinlichkeitsfunktion o™

linearen Gleichungssystems (53).

= (a1,as) Losung des

e Wir geben nun noch Beispiele von Markov-Ketten Xg, X1,...: Q — E an, die nicht aperiodisch sind.

— Dabei sind die Zufallsvariablen Xg, X1,... : @ = E nicht durch eine stochastische Rekursions-
gleichung X,, = ¢(X,—1,Z,) der Form (14) gegeben, so dass die ,,Zuwdchse” Z;,Zs,...: Q@ — D
unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen sind.

— Wir setzen namlich lediglich voraus, dass die Zufallsvariablen Z3, Zs, ... : Q@ — D in dem folgenden
Sinne ,bedingt unabhingig” sind.

— Wie in Abschnitt 2.1.3 gezeigt wurde, kann man jedoch stets eine zu Xg, X1,... stochastisch
dquivalente Markov-Kette konstruieren, deren Zuwichse unabhangig sind, vgl. das in (17)—(19)
betrachtete Konstruktionsprinzip.

e Seien also E und D beliebige endliche (oder abzahlbar unendliche) Mengen, sei ¢ : E x D — E eine
beliebige Funktion, und seien Xg, X1,...: Q — E bzw. Z1, Zs,...: Q — D Zufallsvariablen,
— so dass
Xp = SO(Xn—la Zn) (54)
— und dass fiir jedes n € N die Zufallsvariable Z,, bei gegebenem X,, 1 bedingt unabhingig von den
Zufallsvariablen Zy,..., 72, 1, Xo,--., X, _o ist.
— D.h,, fiir beliebige n € N, 49,41 ...,ip_1 € E und ky,...,k, € D gelte

P(Zn =kn, Zn1 =kn_1,..., 21 = k1, X1 =ipn_1,...,X0 = io)
= P(Zn =kp | Xno1= in—l)P(Zn—l =kn_1,.---,Z1 =k, Xp_1 =tpn_1,...,X0 = iO);

wobei wir P(Z, =k, | X,_1 = in_1) = 0 setzen, falls P(X,, 1 =i, 1) =0.
— Auflerdem wird vorausgesetzt, dass fiir beliebige ¢ € E und k¥ € D die Wahrscheinlichkeiten
P(Z,=k| X,_1 =1i) nicht von n € N abhingen.

e Man kann zeigen (vgl. Ubungsaufgabg 4.2), dass die durch (54) rekursiv gegebene Folge Xo, X1,... :
) = E eine Markov-Kette ist, deren Ubergangsmatrix P = (p;;) gegeben ist durch

pij = P(p(i,Z1) =j | Xo =1),

falls P(Xo =14) > 0 fiir jedes i € E.

Beispiel (Diffusionsmodell)
vgl. P. Brémaud (1999) Markov Chains. Springer-Verlag, New York, S.76

e Das folgende einfache Modell zur Beschreibung von Diffusionsvorgéngen durch eine Membran wurde
im Jahre 1907 von den Physikern Tatiana und Paul Ehrenfest vorgeschlagen. Dabei geht es um die
Modellierung des Warmeaustausches zwischen zwei Systemen mit unterschiedlichen Temperaturen.

— Wir betrachten ¢ Partikel, die auf zwei miteinander durchlissig verbundene, aber nach aufien
isolierte Behalter A und B verteilt sind.

— Angenommen zum Zeitpunkt n — 1 befinden sich X,,_; = i Partikel in A. Dann wird eine der ¢
insgesamt vorhandenen Partikel zufillig ausgew#hlt und in den jeweils anderen Behilter iiberfiihrt.

— Fiir den Zustand X,, des Systems zum Zeitpunkt n gilt somit entweder X,, = i — 1 mit Wahr-
scheinlichkeit i/¢ (falls die ausgewahlte Partikel im Behélter A war) oder X,, =i + 1 mit Wahr-
scheinlichkeit (¢ — i)/£ (falls die ausgewahlte Partikel im Behélter B war).

e Die Zufallsvariablen Xy, X, ...: Q — {0,1,...,¢} konnen also rekursiv definiert werden
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— durch die stochastische Rekursionsgleichung
Xn=Xn-1+2Zn, (55)

— wobei die Zufallsvariable Z,, bei gegebenem X, 1 bedingt unabhingig von den Zufallsvariablen
Zl,...,Zn_l,Xo,...,Xn_l ist mit P(Zn = —1) +P(Zn = ].) =1 und
i

P(Zp,=-1|Xp-1=14)= falls P(Xp,—1 =1) > 0.

L
— Fiir die Eintragungen der Ubergangsmatrix P = (ps;) gilt somit
£—i . .
< fallsi < fund j =i +1,
pij = %, fallsi >0 und j =i -1,
0, sonst.

— Dies bedeutet insbesondere, dass d; = ggt{n > 1: pz(i") > 0} = 2 fiir jedes i € {0,1,...,£}, d.h,,

die durch (55) gegebene Markov-Kette ist nicht aperiodisch (und damit wegen Theorem 2.9 auch
nicht ergodisch).

e Das lineare Gleichungssystem

a'=a'P (56)
besitzt dennoch eine (eindeutig bestimmte) Wahrscheinlichkeitslésung o' = (av, . . ., a¢) mit
1 14 .
@i = o s Vie{0,1,...,¢}. (57)

Beachte

e Das Diffusionsmodell von Ehrenfest ist ein Spezialfall des folgenden Klasse von Markov-Ketten, die in
der Literatur Geburts- und Todesprozesse mit zwei reflektierenden Schranken genannt werden.

e Dabei wird erneut der Zustandraum E = {0,1,..., £} betrachtet, wiihrend die Ubergangsmatrix P =
(pij) gegeben ist durch

0 1
g 1 P
g2 T2 P2

q T Di

ge—1 Te—1 Pe—1
1 0

wobei p; >0, ¢; > 0 und p; + g; + r; = 1 fiir jedes i € {1,...,£—1}.
e Das lineare Gleichungssystem o' = o " P hat dann die Form
Pic1®i—1 + 10 + a1, falls 0 <i < £,
a; =94 qoi, falls i = 0,

Pe—10¢-1, falls 7 = £.
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— Man kann zeigen (vgl. Ubungsaufgabe 4.3), dass

0 pip2 ... Pi—1
qi1q2 - --- - q;

Q; = s

— wobei ag > 0 durch die Normierungsbedingung Zf:o a; = 1 gegeben ist, d.h.

1 Y VI
ao14+—+ By BBl
q1 q192 q1q2 c---°qe

bzw.

-1
1 R
ap=[1+—+ 2L 4 pBaP2r-- Pl )
G Qg2 Qg2 ... q

e Weil wir voraussetzen, dass p; > 0 und ¢; > 0 fiir jedes i € {1,...,£ — 1} gilt, sind Geburts- und
Todesprozesse mit zwei reflektierenden Schranken offenbar irreduzibel.

e Wenn zusétzlich r; > 0 fiir ein ¢ € {1,...,£ — 1} gilt, dann sind Geburts- und Todesprozesse mit zwei
reflektierenden Schranken auch aperiodisch (und somit ergodisch wegen Theorem 2.9), vgl. Ubungs-
aufgabe 4.3.

2.2.4 Stationdre Anfangsverteilungen

e Zur Erinnerung
— Falls {X,} eine irreduzible und aperiodische Markov-Kette mit dem (endlichen) Zustandsraum E =
{1,...,£} und der (quasi-positiven) Ubergangsmatrix P = (p;;) ist,

— dann ist die Grenzverteilung 7 = lim,,_,, a,, die eindeutig bestimmte Ldsung der folgenden Matrix-
Gleichung (vgl. Theorem 2.5):
a'=a'P. (59)

e Wenn nicht vorausgesetzt wird, dass die Markov-Kette {X,,} irreduzibel ist, dann kann (59) mehr als eine
(Wahrscheinlichkeits-) Losung besitzen.

— Falls die Anfangsverteilung ag von {X,} eine solche Losung von (59) ist, dann implizieren Theorem 2.3

und (59) dariiber hinaus, dass

ol =ajP=qa

und somit a,, = o fiir jedes n > 0.

— Wegen dieser Invarianzeigenschaft wird jede (Wahrscheinlichkeits-) Losung « von (59) eine stationdre
Anfangsverteilung von {X,} genannt.

e Umgekehrt kann man zeigen, dass,

— die Matrix-Gleichung (59) genau eine (Wahrscheinlichkeits-) Losung e besitzt, falls P irreduzibel ist,

— wobei diese Losung a von (59) jedoch nicht notwendig die Grenzverteilung v = lim,,_, o, @, sein muss,
die n&mlich dann nicht existiert, falls P nicht aperiodisch ist.

Theorem 2.10

o Sei P = (pij)ijer eine irreduzible Ubergangsmatriz, wobei E = {1,...,(}.
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o Fiir beliebige, aber fest vorgegebene i,j5 € E konvergieren dann die Eintragungen ng) der stochastischen

(£ x £)-dimensionalen Matrizen Q,, = (qZ(J")) mit

1
anﬁ(P+P2+...+P") (60)
gegen einen Grenzwert
= 1 (n)
a; nlgréoq“ >0, (61)
der nicht von i abhdngt, so dass Z§:1 oj = 1 und dass der Vektor o = (ai,...,ap) " eine Losung der

Matriz-Gleichung (59) ist.

e Die in (60)—(61) gegebene Verteilung o ist die einzige Wahrscheinlichkeitslosung von (59).

Einen Beweis von Theorem 2.10 kann man beispielsweise in Kapitel 7 des Buches E. Behrends (2000) Introduction
to Markov Chains, Vieweg, Braunschweig finden.

Beachte

e Aufter der Invarianzeigenschaft g = a1 = ... besitzt die Markov-Kette {X,,} mit der stationdren An-
fangsverteilung e noch eine wesentlich stirkere Invarianzeigenschaft (und zwar fiir simtliche endlich-
dimensionalen Verteilungen).

e In diesem Zusammenhang betrachten wir den folgenden Begriff der (streng) stationdren Folge von
Zufallsvariablen.

Definition
e Sei Xy, X;,...: Q — E eine beliebige Folge von Zufallsvariablen mit Werten in E = {1,...,£} (die
nicht unbedingt eine Markov-Kette sein miissen).
e Die Folge {X,} von E-wertigen Zufallsvariablen heifit stationdr, falls fiir beliebige k,n € {0,1,...} und
10, - - -, tn € E gilt, dass

P(Xy =0, Xpg1 =015+ Xpgn = in) = P(Xo =40, X1 =i1,..., Xpn = in). (62)

Theorem 2.11

o Sei Xo,X1,...: Q= E eine Markov-Kette mit dem Zustandsraum E = {1,...,4}.

o Die Markov-Kette {X,} ist genau dann eine stationdre Folge von Zufallsvariablen, wenn sie eine stationdre
Anfangsverteilung besitzt.

Beweis

e Die Notwendigkeit der Bedingung ergibt sich unmittelbar

— aus Theorem 2.3 sowie aus den Definitionen der Begriffe ,stationdre Anfangsverteilung” bzw. ,sta-
tiondre Folge von Zufallsvariablen”,

— denn die Giiltigkeit von (62) impliziert insbesondere, dass P(X; =1i) = P(Xo = i) fiir jedes i € E

— und aus Theorem 2.3 ergibt sich somit, dass @ = @] = ajP, d.h. aq ist eine stationire

Anfangsverteilung.

e Sei nun umgekehrt g eine stationére Anfangsverteilung der Markov-Kette {X,,}.
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— Dann ergibt sich aus der Definitionsgleichung (3) der Markov-Kette {X,,}, dass
P(Xk =i07Xk+1 = 7:17"'7Xk+n :1,")
= Z P<X0:i67"'7Xk—1zi;cfl:Xk:iO,Xk+1=i1,...,Xk+n:in)

ilyyeemsiy_, EE
= z Qo,ify Diyiy - -- Pis, it Pif, o Pioin - -+ Pin_1in
ilyyeerily_,EE
= (aJPk)io Digiy -+ Pip_1in = Q0,ig Pigiy -+ Pin_1in
= P(Xo=140,X1=141,---,Xn =1n),

— wobel in der vorletzten Gleichheit die Stationaritét der Anfangsverteilung cg und in der letzten
Gleichheit erneut die Definitionsgleichung (3) der Markov-Kette {X,,} verwendet wurde. O

Beachte

e Fiir einige Beispiele von Markov-Ketten mit speziell strukturierten Ubergangsmatrizen hatten wir
bereits in den Abschnitten 2.2.2 und 2.2.3 die zugehorigen stationdren Anfangsverteilungen bestimmt.
e Wir diskutieren nun noch zwei weitere Beispiele dieses Typs.
— Der Zustandsraum ist dabei jeweils unendlich, so dass aufier der Quasi-Positivitit (bzw. der Irre-
duzibilitdt und Aperiodizitit der Ubergangsmatrix) noch eine weitere Bedingung erforderlich ist,
um die Ergodizitdt der betrachteten Markov-Ketten zu garantieren.

— Es ist dies eine sogenannte Kontraktionsbedingung, die verhindert, dass die ,Wahrscheinlichkeits-
masse” ins Unendliche abdriftet.

Beispiele

1. Warteschlangen

vgl. T. Rolski, H. Schmidli, V. Schmidt, J. Teugels (2002) Stochastic Processes for Insurance and
Finance. J. Wiley & Sons, Chichester, S. 147 ff.

o Wir betrachten das bereits in Abschnitt 2.1.2 diskutierte Beispiel
— der rekursiv definierten Markov-Kette Xo, X1,...Q — {0,1,...} mit Xo =0 und

X, =max{0, X1 + Z, — 1}, Vn>1, (63)

— wobei die':' Zufallsvariablen Z, Zy, Z,...: Q@ — {0,1,...} unabhangig und identisch verteilt sind
und die Ubergangsmatrix P = (p;;) gegeben ist durch

P(Z=j+1-14), falls j +1>¢>0oder j >i=0,
pij={ P(Z=0)+P(Z=1), fallsj=i=0, (64)
0, sonst.

e Man kann zeigen, dass

— die in (63) rekursiv definierte Markov-Kette {X,} bzw. die zugehdrige (in (64) gegebene)
Ubergangsmatrix irreduzibel und aperiodisch ist, falls

P(Z=0)>0, P(Z=1)>0 und P(Z=2)>0, (65)
— die Losung der Rekursionsgleichung (63) sich fiir jedes n > 1 darstellen lasst in der Form
n k
X, = max{O, max Z(ZT - 1)} 4 max{O, max Z(ZT - 1)} , (66)

1,... 1,...
ke{1, ,n}T:k ke{1,...,n} p—t
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— die (Grenz-) Wahrscheinlichkeiten ; fiir jedes i € {0,1,...} existieren, wobei

o= nlLr&P(max{O,ke?}?fn}g(Zr -1)= z})

k
P( sup E(Zr—l):i) fiir i > 0,
ke{1,2,..} r=1

k
P( sup > (Zr—1) < 0) fiir i = 0.
ke{1,2,..} r=1

Dabei gilt

m; =0 fiir jedes i € {0,1,...}, falls EZ > 1,
m; >0 fiir jedes 4 € {0,1,...} und >°,5,m =1, falls (65) gilt und EZ < 1.

o Fiir Markov-Ketten mit (abzdhlbar) unendlichem Zustandsraum
— folgt also die Ergodizitét im allgemeinen nicht aus der Irreduzibilitdt und Aperiodizitét,
— sondern es muss noch zusadtzlich eine gewisse Kontraktionsbedingung erfiillt sein,
— wobei dies im Fall des hier betrachteten Beispiels die Bedingung ist, dass die Markov-Kette
{X,} eine negative Drift besitzt, d.h., dass E (Z — 1) < 0 gilt.
e Falls die Bedingungen (65) erfiillt sind und E Z < 1 gilt,
— dann besitzt die Matrixgleichung o' = a P zwar eine (eindeutig bestimmte) Wahrschein-
lichkeitslésung o' = (ag, a1, .. .),
— die mit 77 = (mo,7m1,...) (= lim, e ;) {ibereinstimmt, sich jedoch im allgemeinen nicht
explizit bestimmen l4sst.
— Man kann aber eine einfache Formel fiir die erzeugende Funktion gn : (—1,1) — [0,1] von
m = (mp,71,...) | angeben, wobei

gn(s) = i st (: ]EsX‘x’)
=0

und i
Xo = max<0, sup (Z.—1)%. (67)
{ ke{1,2,...}7;1 }
— Und zwar gilt
(1-p)(1-s)
x(8) = ————, Vse(-1,1), 68
gnle) = SO s€(-1,1) (65)

wobei p =E Z und gz(s) = Es? die erzeugende Funktion von Z ist.

e Beweis von (68)
— Aus (67) ergibt sich, dass X 4 max{0, Xe + (Z —1)}.
— Mit der Schreibweise z = max{0, z} gilt somit
gn(s) = Es¥= =EsXetZ-D+

- F (S(Xw+Z—1)+ X+ Z—1> 0)) +E (s(xw+z—1)+ I(Xeo+Z—1= _1))

= %Zs’“P(XOO+Z:k)+P(XOO+Z:O)
k=1
57 gn(s)92(s) + (1 = s H)P(Xoo + Z = 0),

d.h.,
(s —1)P(Xoo + Z = 0)

s —gz(s)

g (S) = . (69)
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— Weil

d
lim g, (s) = 1 d  lim— =EZ
im g (s) un im 2597(8)

ergibt sich aus der Regel von L’Hospital, dass
PXoo+Z=0)
1-p '

1=
— Somit ergibt sich (68) aus (69).

2. Geburts- und Todesprozesse mit einer reflektierenden Schranke

e Wir modifizieren das in Abschnitt 2.2.3 diskutierte Beispiel des Geburts- und Todesprozesses da-
hingehend, dass wir nun den (unendlichen) Zustandsraum E = {0, 1,...} und die Ubergangsmatrix

0 1
/4 S T '}
g2 T2 P2
P = (70)

betrachten, wobei p; > 0, ¢; > 0 und p; + ¢; +r; = 1 fiir jedes i € {1,2,...} vorausgesetzt wird.
e Das lineare Gleichungssystem o' = o' P hat dann die Form

Pi—104—1 + 13045 + gip1ai41, falls i >0,
;= (71)
o1, falls i = 0.

e Ahnlich wie bei Geburts- und Todesprozessen mit zwei reflektierenden Schranken kann man zeigen,
dass

— das Gleichungssystem (71) eine (eindeutig bestimmte) Wahrscheinlichkeitslésung o™ besitzt,
falls

o0
Z pip2-.---Pj < 00, (72)
= Q492 ... qj+1

— die Losung @' = (ap, a1, ...) von (71) in diesem Fall gegeben ist durch

0 pip2 - ----Pi—1
q192 - --- - q;

, Vi>0,

a; = &

— wobei ag > 0 durch die Normierungsbedingung Y ;> a; = 1 gegeben ist, d.h.

1 D
a1+ =+ P1p2-.--"Dj =1
CU g A A

bzw.

1 & B
a=|14+4—=—+ Z Pip2----"Dj .
CU il A A
e Weil wir voraussetzen, dass p; > 0 und ¢; > 0 fiir jedes ¢ € {1,2,...} gilt, sind Geburts- und
Todesprozesse mit einer reflektierenden Schranke offenbar irreduzibel.
e Wenn zusétzlich r; > 0 fiir ein ¢ € {1,2..., } gilt, dann sind Geburts- und Todesprozesse mit einer
reflektierenden Schranke auch aperiodisch (sowie ergodisch, falls die Kontraktionsbedingung (72)
erfiillt ist).



2 MARKOV-KETTEN 36

2.2.5 Direkte und iterative Berechnungsmethoden

Wir zeigen nun, wie die stationire Anfangsverteilung a¢ (= ® = lim,_, @p) der Markov-Kette {X,} mit
Methoden der linearen Algebra berechnet werden kann, falls die Ubergangsmatrix P nicht speziell strukturiert
(jedoch quasi-positiv) ist und falls die Anzahl ¢ der Zustdnde nicht zu grof ist.

Theorem 2.12

e Die Ubergangsmatriz P der Markov-Kette {X,,} sei quasi-positiv.

e Dann ist die Matriz I — P + E invertierbar, und die (eindeutig bestimmte) Wahrscheinlichkeitslosung m =
lim,_,o oy, der Matriz-Gleichung ©7 = 7 ' P ist gegeben durch

' =e (I-P+E)™!, (73)

wobei e = (1,...,1)" und simtliche Eintragungen der £ x £ Matriz E gleich 1 sind.

Beweis

e Um zu beweisen, dass die Matrix I — P 4+ E invertierbar ist, zeigen wir, dass die einzige Losung der
Gleichung
I-P+E)x=0 (74)
durch x = 0 gegeben ist.
— Weil 7 der Gleichung w " = 7 TP geniigt, gilt auch
T (I-P)=0. (75)
— Somit folgt aus (74), dass
0=7n'I-P+E)x=0+7Ex,
d.h.
w Ex=0. (76)

e Andererseits gilt offenbar 7 TE = e und somit wegen (76) auch
e'x=0 bzw. Ex=0. (77)

— Hieraus und aus (74) folgt, dass (I—P)x = 0 bzw. Px = x.
— Damit gilt auch x = P x fiir jedes n > 1.
e Aus Theorem 2.4 ergibt sich nun, dass P™ — II,
— wobei IT die £ x £ Matrix bezeichnet, die aus den £ identischen (Zeilen-) Vektoren 7w T besteht.

— Mit anderen Worten: Fiir n — oo gilt
x=P"x > IIx,

dh. @ = Y5, mym; fiir jedes i =1,..., L.
— Weil die rechten Seiten dieser Gleichungen nicht von i abhingen, ergibt sich, dass x = ce fiir eine
Konstante ¢ € R.
— Wegen (77) gilt auRerdem, dass
0=e'x=ce'e=cl
und somit ¢ = 0 bzw. x = 0.

e Die Matrix I — P + E ist also invertierbar.
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e Wegen (75) ergibt sich schliefilich, dass
7 I-P+E)=n"E=e'

bzw.
7' =e' (I-P+E)’. O

Beachte
e Bei einer groferen Anzahl £ von Zusténden kann die numerische Berechnung der inversen Matrix
(I-P +E)~! in (73) schwierig sein.
e In diesem Fall ist es oft besser, die Matrix-Gleichung w T = 7 T P iterativ zu 15sen.

e Wenn die Ubergangsmatrix P quasi-positiv ist und somit 7, > 0 gilt, kann man dabei zunéichst 7, = 1
setzen und die modifizierte Gleichung

7 I-P)=b" (78)
li)'sen, wobei f) = (pz'j)i’jzl,___’g_l and 7/\\'T = (%1, . ,%4_1), bT = (pgl, . ,pg’g_l).
e Die urspriinglich gesuchte Wahrscheinlichkeitsfunktion " = (7y,...,7,) ist dann gegeben durch

m:?fi/c, Vizl,...,z,

wobei ¢ =T + ...+ 7.

e Bei der iterativen Losung der modifizierten Matrixgleichung (78) wird die Tatsache genutzt, dass die
Matrix I — P in (78) invertierbar ist und dass (I — P)~! in eine Potenzreihe entwickelt werden kann.

e Dies ergibt sich aus den folgenden zwei Hilfssétzen.

Lemma 2.4

e Sei A eine £ x £ Matriz, so dass A™ — 0 fiir n — oco.
o Dann ist die Matrix I — A invertierbar, und fiir jedes n = 1,2, ... gilt

I+A+.. . +A" ' =1I-A)'TI-A"). (79)

Beweis
e Offenbar gilt fiir jedes n =1,2,...

I+A+...+A" 1A —. .. —A"
I-A". (80)

I-A)I+A+...+A"™ )

e Auflerdem ist die Matrix I — A" fiir jedes hinreichend grofie n invertierbar, weil A™ — 0 vorausgesetzt
wird.

e Somit gilt fiir jedes hinreichend grofse n
0 # det(I-A")
= det((I CA)I+A+. .+ A"—l))
= det(I—A)det(IT+A+...+ A" ).

e Hieraus folgt, dass det(I — A) # 0 und dass somit die Matrix I — A invertierbar ist.
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e Die Behauptung (79) ergibt sich nun aus (80). O
Lemma 2.5
e Die stochastische Matriz P sei quasi-positiv, und P sei die in (78) eingefiihrte (£ — 1) x (£ — 1) Matriz.
e Dann gilt Pn >0 fiir n = oo, die Matriz I — P ist invertierbar, und es gilt
A~ 0 A~
I-P)~'=>"p". (81)
n=0
Beweis
o Wegen Lemma 2.4 geniigt es zu zeigen, dass Pr - 0.
o Weil vorausgesetzt wird, dass P quasi-positiv ist, gibt es eine natiirliche Zahl ny > 1, so dass
6:machp§;’°)<1, wobei E = {1,...,0—1}.
icE —
jeE
e Aufierdem gilt
P™)ij = D> PiPirin - -Pinrj < D DitrPirin -+ -Pin_rj = (P™)ij
i1yeyin_1€EE i1,in—1€EF
und somit 0 < (f’”)” < (P™);; = pgl) < 1 fiir jedes n > ng; 4,J € E.
e Mit der Darstellung n = kng + m fiir gewisse k > 1 und m € {0,...,no — 1} gilt somit
B = Y PP (B (P
1 yeeeyike EE
D D A
1 yeeylke GE
= X el (2 A
‘il,...,ik_1€E ‘LkEE
S J Z pz(ZO)pgT‘ioz) . 'pz(:E)z'ik—l
i1yemsin_1 €E
< &k,
e Dies ergibt, dass limn_,oo(f’")ij < limp_ 00 6% = 0. O
Beachte
o Wegen Lemma 2.5 ist die Losung @' der Gleichung (78), d.h. & ' (I — f’) =b", gegeben durch
o0 A~
#'=b"> P, (82)
n=0
wodurch eine iterative Berechnung von &' = (71,...,7—1) mdglich ist. Dabei beginnen wir die Itera-
tion mit by = b" und setzen dann b}, = b P fiir jedes n > 0.
e Somit lasst sich (82) umformulieren zu
o
7= b,, (83)
n=0

und die Groge Y

nes0 b, kann fiir hinreichend grofies ng > 1 als Niherung von 7' dienen.
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2.3 Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit; Reversibilitét
2.3.1 Definition und Beispiele

e Eine stationiire Markov-Kette Xo, X1, ... : Q — E bzw. das zugehéorige Paar (P, a) bestehend aus der Uber-
gangsmatrix P und der (stationdren) Anfangsverteilung o heifit reversibel, wenn ihre endlich-dimensionalen
Verteilungen nicht von der Orientierung der Zeitachse abhéngen, d.h., wenn

P(Xo=1i0,X1 =11,...,Xn1 =tin-1,Xn =1in) = P(Xp =00, Xpn-1 =01,..., X1 =tin_1,Xo =1n) (84)
fiir beliebige n > 0 und 4, ...,i, € E.

e Die Reversibilitat von Markov-Ketten ist insbesondere bei der Konstruktion von dynamischen Simulations-
algorithmen eine niitzliche Modelleigenschaft, vgl. die Abschnitte 3.3 bis 3.5.

Wir leiten zunéchst eine einfache Charakterisierung der Reversibilitdt von stationédren (jedoch nicht unbedingt
ergodischen) Markov-Ketten her.

Theorem 2.13

o Sei Xo,X1,...:Q — E eine Markov-Kette mit dem Zustandsraum E, mit der Ubergangsmatriz P = (psj)
und der stationdren Anfangsverteilung o = (a1, s,...)", so dass a; > 0 fiir jedes i € E.

e Die Markov-Kette ist genau dann reversibel, wenn
0 Pij = Qj Py fiir beliebige i,j € E. (85)
Beweis

e Die Notwendigkeit der Bedingung (85) ergibt sich unmittelbar aus der Definitionsgleichung (84). Aus
(84) folgt namlich insbesondere, dass

P(Xo=1,X,=j)=P(X1=4,Xo=4) fir beliebige i, € E.

e Somit gilt auch

a;ipij = P(Xo=1iX,=
= P(Xi=1i,Xo =)
= @;jPji-

e Wenn umgekehrt (85) gilt, dann ergibt sich aus der Definitionsgleichung (3) von Markov-Ketten, dass

P(XO = ’io,Xl = 7:1,...7an1 = inflan = Zn)

(3)
= Qg Pigir1 Pivio -+ - Pin_1in

= Dirig®i1 Piyio » - - Pin_1in

= PirigPisir - - - Pinin_1%i,

= O Pipin_1 ++ - Pisi1 Pivrio

= P(XOZiTL:Xl:infla-'anfl:il;Xn:il)
= P(Xn =0, Xpo1 = i1, X1 = in_1, Xo = in).
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e Damit ist die Giiltigkeit von (84) bewiesen. O

Beachte

e Im Beweis von Theorem 2.13 wird nicht bendétigt,

— dass die stationdre Markov-Kette X, X1, ... ergodisch ist,

— sondern lediglich, dass sdmtliche Komponenten ag; der stationiren Anfangangsveteilung a =
(a1,a9,...)" positiv sind.

e Mit anderen Worten

— Falls die Ubergangsmatrix P nicht irreduzibel oder nicht aperiodisch ist und somit die Grenz-
verteilung 7 nicht existiert bzw. nicht eindeutig bestimmt ist,

— dann bleibt die Giiltigkeit von Theorem 2.13 dennoch erhalten, wenn « eine beliebige stationire
Anfangsverteilung ist mit a; > 0 fiir jedes i € E.

o Weil P = (p;;) eine stochastische Matrix ist, ergibt sich aus (85), dass fiir beliebige i € E
85
A = Q4 Z bij = Zaipij ® Zajpjz'-
JEE JjEE JjEE

e Mit anderen Worten: Jede Anfangsverteilung «, die der sogenannten Detailed-Balance-Bedingung (85)
geniigt, ist notwendigerweise eine stationdre Anfangsverteilung, d.h., sie geniigt dann auch der ,,globa-
len” Balance-Bedingung o' = o' P.

Beispiele

1. Diffusionsmodell

o Wir kehren zu dem bereits in Abschnitt 2.2.3 betrachteten Diffusionsmodell mit dem endlichen
Zustandsraum E = {0,1,...,¢}, der irreduziblen (jedoch nicht aperiodischen) Ubergangsmatrix
P = (pij), wobei

0—i
; ! fallsi<fund j=i+1,

pij = % falls i > O und j =i — 1, (86)

0, sonst,
und der (geméf Theorem 2.10 eindeutig bestimmten, jedoch nicht ergodischen) stationdren An-
fangsverteilung

. _ 1 (¢ .

a' = (ag,...,qy), wobei @ = o E Vie{0,1,...,¢}. (87)

e Man kann zeigen, dass dann
O Pij = O Pji

fiir beliebige i, j € E gilt, d.h., das in (86) bzw. (87) gegebene Paar (P, ) ist reversibel.

2. Geburts- und Todesprozesse

e Fiir die ebenfalls in Abschnitt 223 betrachteten Geburts- und Todesprozesse mit einer oder zwei
reflektierenden Schranken sei die Ubergangsmatrix P = (p;;) so beschaffen, dass die Gleichung
a' = a'P eine (eindeutig bestimmte) Wahrscheinlichkeitslosung @' = (a1, s, ...) besitzt.

e Dann kann man zeigen, dass

0 Pij = Qj Py

fiir beliebige i,j € E gilt.
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3. Zufillige Irrfahrten auf Graphen
e Wir betrachten einen verbundenen Graph G = (V, K)

— mit der Menge V = {v1,...,v;} von £ Eckpunkten und der Menge K von Kanten, die jeweils
zwei Eckpunkte miteinander verbinden,

— so dass es fiir jedes Paar v;,v; € V von Eckpunkten einen ,,Pfad” von Kanten aus K gibt, der
die Kanten v; und v; miteinander verbindet.

e In der Abbildung ist ein solcher Graph G = (V, K) dargestellt, und zwar mit der Menge V =
{v1,...,vs} von 8 Eckpunkten und der Menge K von 12 Kanten, wobei

K = {(’1)1,1)2), (1}1,’1}3), (’1)2,1)3), (’1)2,1)8), (1}3,’1}4), (7)371)7)7 (’1)3,1)8), (1)4,’1)5), (7)471)6)7 ('U5;U6);

(1)6,?}7), (U7;US)} .

vl
v, v, v,
v 5
V, v, V,

e Eine zufallige Irrfahrt auf dem Graph G = (V, K) ist eine Markov-Kette Xg, X1,...: Q - E
— mit dem Zustandsraum E = {1,..., ¢} und der Ubergangsmatrix P = (p;;), wobei

1
7 falls die Eckpunkte v; und v; Nachbarn sind,

pij = ’ (88)
0, sonst.

— Dabei werden zwei Eckpunkte v; und v; Nachbarn genannt, falls sie die Endpunkte einundder-
selben Kante sind, und d; bezeichnet die Anzahl der Nachbarn von v;.

e Man kann zeigen (vgl. Ubungsaufgabe 5.4), dass
— die in (88) gegebene Ubergangsmatrix irreduzibel ist,

— die (gemafs Theorem 2.10 eindeutig bestimmte) stationdre Anfangsverteilung a gegeben ist
durch p T ,
az(j,...,f) . wobei d= Yy (89)
— das in (88)—(89) gegebene Paar (P, o) reversibel ist, denn fiir beliebige 4,5 € {1,...,¢} gilt
d; 1 1 d; 1
- === o pji, falls die Eckpunkte v; und v; Nachbarn sind,
@ pij = dd; d dd;

0=q;pji, sonst.

e Fiir das in der Abbildung betrachtete Zahlenbeispiel ist die in (88) gegebene Ubergangsmatrix P
nicht nur irreduzibel, sondern auch aperiodisch, und die stationire Anfangsverteilung a (= ® =
lim,, 0 @) ist in diesem Fall gegeben durch

_(liiiliii)T
T \24724724°24°24°24°24 24/
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4. Zyklische zufillige Irrfahrten

e Das folgende Beispiel einer zyklischen zufélligen Irrfahrt ist nicht reversibel.
— Dabei sei E = {1,2,3,4} und

0 07 0 025
025 0 07 0

0 025 0 075

075 0 025 O
— d.h., der Ubergangsgraph ist gegeben durch

0.75

OO

0.75 0.25 0.25 0.75

Dt

0.75

e Die in (90) gegebene Ubergangsmatrix ist offenbar irreduzibel, jedoch nicht aperiodisch, und
die (wegen Theorem 2.10 eindeutig bestimmte) Anfangsverteilung o ist gegeben durch a =
(1/4,1/4,1/4,1/4)7.

e Andererseits gilt jedoch

13 3 1 11

MPR2=3 T 6716 44 P
o Esist intuitiv klar, warum diese zyklische zuféallige Irrfahrt nicht reversibel ist, denn die ,,Fortbewe-

gung” im Uhrzeigersinn ist viel wahrscheinlicher als die ,Fortbewegung” gegen den Uhrzeigersinn.

5. Doppelt-stochastische Ubergangsmatriz

e Wir betrachten nun noch das folgende Beispiel einer Ubergangsmatrix P = (p;;) und einer statio-
niren Anfangsverteilung a = (a1,...,ay)", die nicht reversibel sind: Fiir a,b > 0 mit b < a und
2a+b=1sei
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e Diese Ubergangsmatrix P ist doppelt-stochastisch, d.h., die transponierte Matrix P ist ebenfalls
eine stochastische Matrix, und P ist offenbar auch quasi-positiv.

e Fiir die (eindeutig bestimmte) stationire Anfangsverteilung @ = lim, o o, gilt dann © =
(1/3,1/3,1/3)".

e Weil jedoch die in (91) gegebene Ubergangsmatrix P nicht symmetrisch ist, ist somit (P, @) nicht
reversibel.

2.3.2 Rekursive Konstruktion der ,Vergangenheit”

o Zur Erinnerung

— In Abschnitt 2.1.3 hatten wir gezeigt, dass sich eine stationsire Markov-Kette Xg, Xy, ... mit der Uber-

gangsmatrix P = (p;;) und der stationéiren Anfangsverteilung o = (e, ..., )" wie folgt konstruieren
lasst.
— Dabei sind wir von einer Folge Zy, Z1, ... von unabhingigen und identisch auf [0, 1]-gleichverteilten

Zufallsvariablen ausgegangen und definierten zunéchst

kS

-1
Xo=k genau dann, wenn Zy € ( Q;, ai] ,
i=1 i=1

fiir jedes k =1,...,4, d.h,,
¢

k—1 k
Xo = Zk][(z @i < Zo < Zai) . (92)
=1 =1

k=1
— Die Zufallsvariablen X1, X, ... wurden dann rekursiv definiert: Und zwar setzten wir
Xpn = ¢(Xn-1,2n) firn=1,2,..., (93)

wobei die Funktion ¢ : E x [0,1] — E gegeben war durch

J2 k-1 k
wii,2) =Y KI(D by <2< pys)- (94)
k=1 j=1 j=1

e Wenn das Paar (P, ) reversibel ist, dann lasst sich die in (92)—(94) konstruierte stationire Markov-Kette
Xo, X1, ... wie folgt in die ,Vergangenheit” fortsetzen.

— Und zwar setzen wir zunichst die Folge Zy, Z1,... von unabhingigen und identisch auf [0, 1]-gleich-
verteilten Zufallsvariablen zu einer beidseitig unendlichen Folge ..., Z_1, Zy, Z1,. .. von unabhingigen
und identisch auf [0, 1]-gleichverteilten Zufallsvariablen fort.

— Wegen der angenommen Unabhéngigkeit dieser Zufallsvariablen ist dies unproblematisch, denn der
Wahrscheinlichkeitsraum, iiber dem die Zufallsvariablen ..., Z |, Zy, Z;, ... definiert sind, kann durch
die Bildung eines entsprechenden Produktraumes bzw. Produktmafies konstruiert werden.

— Die Zufallsvariablen X_1, X_»,... werden nun rekursiv definiert: Und zwar setzen wir
Xn—1=9(Xn, Zn-1) firn=0,-1,..., (95)

wobei die Funktion ¢ : E x [0,1] = E in (94) gegeben ist.

Theorem 2.14

o Sei Xo,X1,...: Q — E eine reversible Markov-Kette mit dem Zustandsraum E, mit der Ubergangsmatriz
P = (pi;) und der stationdren Anfangsverteilung o = (a1,...,a4)", so dass a; > 0 fiir jedes i € E.
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e Dann ist die durch (92)—(95) gegebene, beidseitig unendliche Folge ..., X_1,Xo,X1,... : & = E eine
stationdre Markov-Kette mit der Ubergangsmatriz P = (p;;) und der eindimensionalen Randverteilung o

o D.h., fir beliebige k € Z = {...,-1,0,1,...} bzw. ig,ipt1,---,%n € E und m > 1 gilt
P(Xk = ikan—i-l = ik—i—l; cee aXn—l = 7:n—len = ln)

= P(Xktm =ik Xktmt+1 = tht1s- - Xntm—1 = fn—1, Xntm = in)

= Qi Pirirgs - - Pin_vin -

Der Beweis von Theorem 2.14 verlauft dhnlich wie der Beweis der Theoreme 2.11 bzw. 2.13 und wird deshalb
weggelassen.

2.3.3 Bestimmung der Konvergenzgeschwindigkeit bei Reversibilitit

e Sei E ={1,...,£}, und sei P eine quasi-positive (d.h. irreduzible und aperiodische) Ubergangsmatrix.

— Fiir den Fall, dass sdmtliche Eigenwerte 61, ...,6; von P voneinander verschieden sind, hatten wir mit
Hilfe des Theorems von Perron-Frobenius gezeigt (vgl. Korollar 2.4), dass

IJ¥1EaEX|anj — il = 0(|62]"), (96)

wobei 7T = (7y,...,m) " die (eindeutig bestimmte) Losung der Gleichung w1 = 7w ' P ist.

— Falls (P, m) zusitzlich reversibel ist, dann kann man zeigen, dass die in (96) betrachtete Basis |62| der
Konvergenzgeschwindigkeit nicht verbessert werden kann.

e Sei also (P, ) reversibel, wobei P eine irreduzible und aperiodische Ubergangsmatrix ist.

— Dann ergibt sich aus der Detailed-Balance-Bedingung (85), dass die Matrix DPD~! symmetrisch ist,
wobei D = diag(y/7;)-

— Weil die Eigenwerte 81, ...,0; von P mit den Eigenwerten von DPD~! iibereinstimmen, gilt somit
0; € R fiir jedes i € E,
— und die rechten Eigenvektoren ¢7,...,¢; von DPD™! kinnen so gew#hlt werden, dass ihre Kompo-

nenten reellwertig sind,

— dass @7,..., ¢, gleichzeitig linke Eigenvektoren von DPD~! sind und dass sowohl die Zeilen als auch
die Spalten der £ x ¢ Matrix (¢7,. .., ¢;) orthonormale Vektoren sind (vgl. beispielsweise Lemma 3.8
des Vorlesungsskriptes ,,Statistik IT”).

e Aus der Spektraldarstellung (30) von A = DPD™! ergibt sich nun, dass fiir jedes n > 1
¢
P" = (D'AD)" =D7'A"D = > 6D '¢;(¢;) ' D.
k=1

— Mit 6; =1 und ¢} = (\/71,...,/7) " ergibt sich hieraus, dass fiir beliebige i,j € E

¢
Ty * 1k . * * *
P =t S 0aidt, . wobei 6 = (B 070 T 97)
bok=2
— Falls n eine gerade Zahl ist bzw. sdmtliche Eigenwerte 6, ..., 0, nichtnegativ sind, dann gilt somit

£
R (”)_ | — n( % \2 n * \2
sup max o — ] > r]neaéclpjj | = rjneaEX‘ ;019 (9ks) ‘ > 07 max(¢};)"
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o Hieraus folgt, dass |62| die kleinste positive Zahl ist, fiir die die in (96) betrachtete Abschitzung der Kon-
vergenzgeschwindigkeit gleichméfig fiir alle Anfangsverteilungen o gilt.

Beachte

e Aus (97) ergibt sich, dass die Konvergenzabschétzung (96) wie folgt prazisiert werden kann. Und zwar
gilt

E |¢kz||¢k]|

1
0 <k=2_
zEE i€EE

weil die Spaltenvektoren @7, ..., ¢; und damit auch die Zeilenvektoren (¢y ;,...,¢¢ ;) fir j=1,...,¢
eine orthonormale Basis in R¢ bilden und sich deshalb aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergibt,

dass ‘ ) . s
Slglionl < (i) (Xwr)?) =1
k=2 k=1

PP -7 < —— 62" < ——— [6a]",

e Somit gilt
1

min 7;
icE

e Die praktische Nutzbarkeit der Konvergenzabschitzung (98) kann jedoch aus mehreren Griinden pro-
blematisch sein, weil

02" . (98)

max o — ] <

— der Vorfaktor in (98) nicht von der Wahl der Anfangsverteilung ¢ abhéngt,

— bei der Herleitung der Konvergenzabschitzung (98) vorausgesetzt wird, dass die Markov-Kette
reversibel ist,

— die Bestimmung des Eigenwertes 05 schwierig sein kann, falls die Anzahl der Zusténde £ grof ist.

e In Abschnitt 2.3.5 betrachten wir deshalb eine alternative Konvergenzabschdtzung,
— deren Vorfaktor von der gewéhlten Anfangsverteilung abhingt und
— fiir die nicht vorausgesetzt wird, dass die betrachtete Markov-Kette reversibel ist,

— und leiten in Abschnitt 2.3.7 eine Schranke fiir den zweitgrofiten Betrag |62| der Eigenwerte von
reversiblen Ubergangsmatrizen her.

2.3.4 Multiplikativ reversible Version der Ubergangsmatrix; Spektraldarstellung

Wir diskutieren zunichst eine Methode, mit deren Hilfe (ergodische) Ubergangsmatrizen so transformiert werden
koénnen, dass sich die Eigenschaft der Reversibilitit einstellt.

e Sei P = (p;;) eine irreduzible und aperiodische (jedoch nicht notwendig reversible) Ubergangsmatrix, und
sei = (m1,...,m) " die zugehdrige stationdire Anfangsverteilung, so dass 7; > 0 fiir jedes i € E.

e AuRerdem betrachten wir die stochastische Matrix P = (Pij) mit

- TiDji
Dij = 23850 , (99)
U
dh., P=D2P"D2 mit D = diag(,/7;) ist ebenfalls eine irreduzible und aperiodische Ubergangsmatrix
mit der gleichen stationéren Anfangsverteilung w = (7y,...,m)"
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e Das Paar (M, 7) mit M = PP ist reversibel, denn fiir die stochastische Matrix M = (m;;) gilt

4 4

_ TiPjk _ TiPik _

M5 = T E Pik —— Ty E DPjk —— My -
k=1 k k=1 k

Definition Die Matrix M = PP heift die multiplikativ reversible Version der Ubergangsmatrix P.

Beachte

e Samtliche Eigenwerte fp 1, - - -,60Mm,¢ von M sind reell und liegen im Intervall [0, 1], denn M hat die
gleichen Eigenwerte wie die symmetrische und nichtnegativ definite Matrix M* = DMD™!, wobei

= Yy = YIS, T SN (V) (VD)
7 k=1

voym oY =AY N

und somit T
M* =DMD! = (DPD_I)(DPD_l) .

e Die symmetrische Matrix M* ist also diagonalisierbar, und die rechten bzw. linken (zu 6} = 6O
gehdrenden) Eigenvektoren ¢ bzw. 1] konnen so gewéhlt werden, dass

— ¢@; = ] fiir jedes i € E gilt und
— die Vektoren @7,..., ¢, eine orthonormale Basis in R¢ bilden.
e Dann sind ¢y,...,¢, bzw. ¥,,..., 9, mit

¢; =D '¢;  bzw. 1, =Dy, Vie E, (100)
rechte bzw. linke Eigenvektoren von M, denn fiir jedes i € E gilt
M¢; = MD™'¢; = D"'DMD™'¢; = D™'0n1,i] = Om,i¢;
bzw.

% M= (D) 'M = (¢}) "TDMD'D = b1,i(sb}) "D = b9, -

I:Iieraus ergibt sich insbesondere die folgende Spektraldarstellung der multiplikativ reversiblen Version M der
Ubergangsmatrix P; vgl. auch die in Formel (30) gegebene Spektraldarstellung.

Theorem 2.15  Fiir beliebige n € N und x € R gilt

4
M"x = > 60y ;pih] X (101)

i=1

wobei ¢; und 1p; die in (100) definierten (rechten bzw. linken) Figenvektoren von M sind.

Beweis

e Weil die in (100) definierten (rechten) Eigenvektoren ¢,,...,¢, von M ebenfalls eine Basis in R

bilden, gibt es fiir jedes x € R¢ einen (eindeutig bestimmten) Vektor (mgr), e mgr))T € RY, so dass

¢
X= z xgr)‘ﬁi .
i=1

e Auferdem gilt M¢; = 6n,i¢p; und somit auch M"¢; = 0y, ;; fiir beliebige i € E und n € N.
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e Hieraus folgt, dass
¢ ¢
M"x = ngr)M"@' = Z xgr)ef/[,id’i .
i=1 i=1

o Andererseits ergibt sich aus (100), dass fiir beliebige i € E und x € R

¢ ¢ ¢
*) 1 *\ T r *) T r) % r *\ T g% r
¥ x=(Dw}) x = (¥;) D a'Dg, = (i) Y ag; =D ol (wi) ey =al”,  (102)
Jj=1 7j=1 j=1
wobei in der letzten Gleichheit beriicksichtigt wurde, dass 9] = ¢} fiir jedes i € E gilt und dass die
Eigenvektoren ¢, ..., ¢, von M* eine orthonormale Basis in R® bilden.
e Damit ist die Spektraldarstellung (101) bewiesen. O

2.3.5 Alternative Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit; y?-Kontrast

Mit Hilfe der multiplikativ reversiblen Version M = PP der (ergodischen, jedoch nicht notwendig reversiblen)
Ubergangsmatrix P leiten wir nun eine alternative Abschiitzung fiir die Geschwindigkeit der Konvergenz o' P™ —
7" her, wenn n — oc; vgl. Theorem 2.16.

Dabei erweisen sich die folgenden (abkiirzenden) Bezeichnungen und Hilfssitze im Beweis von Theorem 2.16 als
niitzlich.

e Sei L(E) die Familie aller Funktionen,

— die auf E definiert sind und die in die reelle Zahlengerade R abbilden, und

— sei ™ = (my,...,m) " eine beliebige positive Wahrscheinlichkeitsfunktion aus £(E), d.h., es gelte m; > 0
fiir jedes ¢ € E und Ele m = 1.

e Fiir beliebige Vektoren x = (z1,...,2¢)" € L(E) und y = (y1,...,y¢) ' € L(E) bezeichnen wir mit (x,y)x
das Skalarprodukt

[
(%, ¥)r = inyim (103)
i=1

und mit ||x||, die zugehorige Norm, d.h.

%[l =

e Unter dem (beziiglich w gewichteten) Mittel (x)r bzw. der Varianz Var (x) von x € L(E) verstehen wir

die Grofsen ,
X)x = Zﬂfim <= (x, E)W) (104)
und
Var - (x) = [|x]|> — (%)% . (105)

Lemma 2.6 Fiir jedes x € L(E) gilt die Identitit

Var »(x) = Var »(Px) + (I - M)x,x) _. (106)
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Beweis
e Mit der Schreibweise X = x — (x)re gilt, dass (X) = 0 und
¢ ¢
PX 1r = Z(sz] ))7'(1' = Z ﬁz’jmjﬁi - (x)’ll' = Z TiPjiT; — (x)7r = 07
=1 j=1 i,j=1 ij=1

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Definitionsgleichung (99) der Matrix P ergibt.

e Hieraus folgt, dass
X2 = Var (%) = Var»(x) und  ||PX|J2 = Var »(PX) = Var (Px). (107)

e Andererseits gilt

IPxII7

Il
ae)
)
ae)
Kol
Il
|'Me\
—~
M~
St
ol
5
ol
N—
3

£ L
= D D (PP)yx; Rk

k=1 j=1

=(PPx)s
= (PP%,%)_= (MX,X)_
und somit

I3 — PR3 = [I%]5 - (M%,%), = (I-M)%,%), = (I-M)x,x)_,

weil M eine stochastische Matrix ist mit 7' M = 7" und weil deshalb (I — M)e = 0 bzw.

4

4 4
((I - M)x, 8)7‘_ = Z (5j(z) mm TjT = mez ij me“ =0.

i,j=1 i=1

=7;

e Hieraus und aus (107) ergibt sich die Behauptung. O

Wir fiilhren nun noch die folgenden Begriffe ein.

e Sei £ = {1,...,0}, seien o = (ay,...,a¢)" und B = (Bi,...,B¢)" zwei beliebige Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auf F, und sei

dTV a ,3 Z |az 51 (108)

i€eE

d.h., der Abstand drv (e, 8) zwischen a und B8 wird durch die Totalvariation

lo—Bl=> |ai - Bil (109)

i€EE

des ,signierten Mafles” o — 3 ausgedriickt.
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e Falls 8; > 0 fiir jedes ¢ € E, dann betrachten wir auch die Gréfse

XlesB) =) % (110)

icE g

die der x2-Kontrast von a beziiglich 8 genannt wird.

Der Abstand drv(a,8) zwischen a und B kann wie folgt durch den y2-Kontrast x?(a;3) von a beziiglich 3
abgeschétzt werden.

Lemma 2.7 Falls p; > 0 fiir jedes i € E, dann gilt

diy (@, B) < i x*(e;8). (111)

Beweis
e Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergibt sich unter Beriicksichtigung von ;. 8; = 1, dass
2 1 2 1
lai=Bil) = (D =l = Bi| VBi) <D = (ai—Bi)?.
(ieE ) (ieE VBi ) i Bi

e Hieraus folgt die Behauptung. O

Die Geschwindigkeit der Konvergenz a"P™ — 7 ", wenn n — oo, liisst sich nun wie folgt
o mit Hilfe des zweitgrofiten Eigenwertes 6 2 der multiplikativ reversiblen Version M = PP der (ergodischen)
Ubergangsmatrix P sowie
o des y2-Kontrastes x?(a; ) der Anfangsverteilung a beziiglich der stationiiren Grenzverteilung 7 abschét-

zen.

Theorem 2.16 Fiir jede beliebige Anfangsverteilung o und fiir jedes n € N gilt

X’ (a; )

d%"v((aTPn)Ta w) < 1

Ors - (112)

Beweis

e Sei p, = (pni,---,pne) | Mit pp; = (" P");/7;.
— Dann gilt fiir jedes i € E

£
Z Tkpri (' Py _ (a"PmHh);
T Tk T

k=1

und somit _
Pp,=ppy1-
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— AuRerdem ergibt sich aus der Definitionsgleichung (110) des x*-Kontrastes x2 = x*((a"P") iE ™)

von (aTP”)T beziiglich 7, dass

£ Tpny. _ . 2 £ Tpn).
2 = ("P™); — m;) _ ((a P"); _1)27”
i=1 i i=1 i
£ 2
= Z(pnz - (pn)r) T = Var'lr(pn) 3
i—1
d.h.,
X2 = Var(p,). (113)

— Wegen der in Lemma 2.6 hergeleiteten Identitéit (106) gilt somit, dass

Xa = e + (L= Mpy, p,) - (114)

e Andererseits ergibt sich aus der Spektraldarstellung (101) von M, die in Theorem 2.15 hergeleitet
wurde, dass

(I-M)p,, pn)w = (Pp; Pn)m — (Mpn, Pp)m

i=1
4

= (pn7 pn)ﬂ' -1- ZQM,Z(Q’)zQ/)z—rPn: pn)ﬂ' )

1=2

T

weil Om,1 =1, ¢ = e bzw. 1,01'— = 7' und somit

(6191 Pus Pu)w = (o, 0,), = (& p)w = (P)w =1 (=(p,)2).

— Weil die in (100) definierten (rechten) Eigenvektoren ¢, . ..,(j)‘f von M eine Basis in R¢ bilden,

gibt es also einen (eindeutig bestimmten) Vektor (pgf, . pgl)) € R, so dass p, = v, pm) o;-

— In (102) hatten wir dariiber hinaus gezeigt, dass ¥, p,, = p(

insbesondere, dass 1/;1 p, =1
— Weil auferdem ¢; = D~} bzw. ¢, = D¢; fiir jedes i € E gilt, ergibt sich hieraus, dass

gilt. Wegen 1/)1 = 7' gilt somit

4 4 4
S 0Dl oo P)e = DD Oip 0l (B, D)
=2 =2 j=1
V4 V4
= DD Omipnioh) (D97, D'45),
i=2 j=1 -

=6:(j)

¢
= Z Ona,i (Pgi))z
=2

J4

¢
< oY) = 02 (3 () - (ol )Y
i=2 i=1 ~
=¢{ p,=1
¢ ¢
= HM 2 (ZZPSZ)PSJ) ¢z’7 ¢j)ﬂ' - 1) = HM,Z ((pna pn)-rr - ]-) .
i=1 j=1 I —

=Var =(p,)
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e Insgesamt haben wir also gezeigt, dass

(T-M)p,, p,) > (1= On2)Vara(p,)-
— Wegen (113) und (114) folgt hieraus, dass
Xn 2 Xnpr + (1=0m2)xn  bzw. X7 <Omo xn -

— Somit gilt x2 < e X2 fiir jedes n > 1, und die Behauptung ergibt sich nun aus Lemma 2.7. O

2.3.6 Dirichlet—Formen und Rayleigh—Theorem

e Sei E = {1,...,¢} eine (beliebige) endliche Menge, und sei P eine (£ x £)-dimensionale Ubergangsmatrix,
die irreduzibel und aperiodisch (d.h. quasi-positiv) sowie reversibel ist.

o Zur Erinnerung

— Samtliche Eigenwerte von P sind reell (vgl. Abschnitt 2.3.3), und

— aus dem Theorem von Perron-Frobenius (vgl. Theorem 2.6 bzw. Korollar 2.3) folgt dariiber hinaus,
dass die Eigenwerte von P im Intervall (—1, 1] liegen,

— wobei 1 der grofite Eigenwert ist, und die Betrige der anderen Eigenwerte (strikt) kleiner als 1 sind.

Beachte
e In Abweichung von der bisher verwendeten Schreibweise (bei der die Betriige der Eigenwerte betrachtet
wurden) ordnen wir nun die Eigenwerte selbst der Grofle nach und bezeichnen sie mit Aq,..., A, so
dass

1=XA>X>...2 X >-1.

e Fiir die in Abschnitt 2.3.4 eingefiihrte multiplikativ reversible Version M = PP der Ubergangsmatrix
P gilt sogar
I1=A>X>...2X>0,
d.h., fiir die Eigenwerte der Matrix M stimmen die beiden Notationen 61, . ..,8, und A1, ..., A, iberein.
e Wenn / eine grofle Zahl ist,

— dann kann die Berechnung des zweitgrofiten Betrages |#2| = max{ A2, ||} der Eigenwerte schwierig
sein,
— weshalb wir in Abschnitt 2.3.7 Schranken fiir Ay und A, herleiten, deren Berechnung einfacher ist.
e Diese Schranken sind insbesondere dann niitzlich, wenn

— die stationdre (Grenz-) Verteilung 7 zwar (zumindest prinzipiell) bekannt ist,

— die zugehorige Markov-Kette dennoch mit einer instationdren Anfangsverteilung o ,gestartet”
wird, beispielsweise in einem vorgegebenen Zustand i € E, wobei dann o; = 1 und «; = O fiir

J # i gilt.
Um eine obere Schranke fiir A herzuleiten, benttigen wir eine Darstellungsformel des Eigenwertes Ao,

e die in der Literatur das Theorem von Rayleigh genannt wird und

e die mit Hilfe der sogenannten Dirichlet—Form
Dp,x)(x,%) = (I-P)x,x) (115)

des reversiblen Paares (P, w) ausgedriickt wird, wobei (y,x), das in (103) eingefiihrte Skalarprodukt von
y und x beziiglich 7 bezeichnet.
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Dabei zeigen wir zunéchst den folgenden Hilfssatz.
Lemma 2.8 Fiir jedes x = (x1,...,7¢)" € R¢ gilt

1
D(P,ﬂ.) (X,X) = 5 Z Wipij(.'L'j - .’L‘i)2 . (116)
i,jEE

Beweis Aus der Definitionsgleichung (103) des Skalarproduktes und aus der Reversibilitit des Paares (P, )
ergibt sich, dass

2((1 — P)X,X)ﬂ_ = 2 Z wipijxi(xi — .Z'j)
,JEE
N mpgmi(ei—z) + Y mpjixi (@ — wi)
i,jEE ,JEE
85
= > mipiwi(zi — x5) + Y mipiw(a; — )
i,jEE ,JEE
= > mpilz;— )’ -
i,jEE

Wir beweisen nun das folgende Theorem von Rayleigh, das eine Darstellungsformel fiir den zweitgréfiten Eigenwert
As des reversiblen Paares (P, ) liefert.

Theorem 2.17

e Sei leé = {x = (z1,...,2¢)" € RE: m; # z; fiir ein Paari,j € E} die Menge derjenigen Vektoren aus Rf,
fiir die nicht alle Komponenten gleich sind.

e Fiir den Eigenwert Ao des reversiblen Paares (P, ) gilt dann

D ™ b
No=1— inf 2Em5X) (117)
xERY Var  (x)
wobei Var (x) die in (105) definierte Varianz der Komponenten von x beziglich w bezeichnet.
Beweis
e Aus Lemma, 2.8 ergibt sich, dass fiir beliebige ¢ € R und x € R
Dp (x,x) = Dp (x —ce,x—ce).
— Somit ist die Behauptung (117) dquivalent mit
D ™ 7
1=y = inf Dm0 (118)

xeRt Varg(x) ’

wobei R§ = {x = (z1,...,2¢) T € R : (x)x =0,x # 0}.

— Die rechten Eigenvektoren ¢,,...,¢, von P seien nun so gewdhlt, dass sie eine orthonormale
Basis in R¢ beziiglich des Skalarproduktes (-, -)» bilden, d.h., es gilt (@i, P)x = 1, falls i = j,
und (;, ;)= =0, falls i # j, wobei ¢p; = e.

— Dabei werden zunichst die Eigenvektoren ¢7j,...,@; der symmetrischen Matrix DPD~! so ge-
wahlt, dass sie orthonormal beziiglich des gewohnlichen euklidischen Skalarproduktes sind, wobei
dann ¢; = D1 ¢; fiir jedes i € E gesetzt wird (vgl. auch Abschnitt 2.3.3).
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— Es gibt somit fiir jedes x € R’ einen (eindeutig bestimmten) Vektor (a:gr), ... ,a:gr))T € R¢, so dass

¢
X= Z mgr)fﬁi .
i=1

— Wegen \; = 1 folgt hieraus, dass

¢ ¢
(I - P)x = 2(1 - Ai)ﬂjgr)(ﬁi bzw. D(p,.,‘.)(x, x) = Z(l _ )\i)(xgr))2 ‘
=2 i=2
e Andererseits ergibt sich aus ¢, = e und aus der Orthonormalitéit der Eigenvektoren ¢, , ..., ¢, beziig-

lich des Skalarproduktes (-, -)., dass
(X)r = (%, ) = iV bzw.  Varg(x) = Z(rcgr)f, falls (x) = 0.

— Somit gilt fiir jedes x € R§, dass

D(P,ﬂ') (X, X) — i=2
Var  (x) XZ: (wgr))2
> (1= 2) (@) = (1= d0) X2 (o)
— (1 _)\2) + =2 - - =2
% (=)
4 2
> (A — i) ()
= (1-X)+ 22— > 1- ).
> (af”)*

=2

— Damit ist die (dquivalente) Behauptung (118) bewiesen, denn aus dem letzten Ausdruck fiir den
Quotienten D(p y(x,X)/Var (x) ergibt sich aufierdem, dass

D ™ )
Demxx) _,
Var . (x)
fiir x = ¢,, wobei ¢, € R§ gilt, weil ¢; = e und ¢, linear unabhiingig sind. O

2.3.7 Schranken fiir die Eigenwerte \; und )\,

Um Schranken fiir die Eigenwerte Ay und A, herzuleiten, benétigen wir nun noch die folgenden Begriffe und
Bezeichnungen.

e Fiir jedes Paar ¢,j € E mit ¢ # j und p;; > 0 bezeichnen wir

— mit e = e;; die entsprechende (gerichtete) Kante des Ubergangsgraphen, sowie
— mit e~ = ¢ bzw. et = j die Anfangsecke bzw. Endecke von e.

— Sei £ die Menge aller gerichteten Kanten e = e;; mit ¢ # j und p;; > 0.
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e Auferdem betrachten wir fiir jedes Paar ¢,j € E mit ¢ # j genau einen Pfad -y;; von 4 nach j,
— der ein Vektor v;; = (49,41, .,%m—1,%m) von Zusténden ist mit ¢ = 49, j = i, und
Diir Piris -+ Pim_1j > 0,
so dass keine der Kanten e;, _,; mehrfach auftritt.
— Sei I' die Menge aller dieser Pfade, und fiir jeden Pfad v;; € I sei
1 1 1 1
sl = 2 Qle)  mipin - iy Piris et ’

y o
= im—1Pim_1j

wobei Q(eik—lik) = T 1 Pige vy -
— Der sogenannte Poincaré-Koeffizient k der Pfadmenge T ist dann gegeben durch

k= k(I') = max > gl

YijDe
e Schliefilich betrachten wir

— die erweiterte Kanten-Menge £’ D &, die auch die ,,Kanten” i — ¢ mit p;; > 0 enthélt.

54

(119)

(120)

— fiir jedes ¢ € E genau einen Pfad v; von ¢ nach ¢, der eine ungerade Anzahl von Kanten aus £’ enthilt,

so dass keine der Kanten mehrfach auftritt.
— Sei I'" die Menge aller dieser Pfade, und fiir jeden Pfad v; € T’ sei

1
|%'|—f;%m-

— Der Koeffizient ¢ der Pfadmenge I ist dann gegeben durch
= (M) = | -
¢=((I") = max 3 |yilm

Yyide
Theorem 2.18 Fiir die Figenwerte A2 und Ay von P gilt

1
I— =>X>A>-1+
K

NN

und somit
max{As, [Ae|} <1- min{

’

A=

NN
——

Bewelis

e Wir zeigen zuniichst, dass Ay <1 — k1.
— Wegen Theorem 2.17 geniigt es zu zeigen, dass
Var z(x) < k& D(p ) (X,X) , VxeRE.

— Mit den in (119) eingefiihrten Bezeichnungen gilt

1
Vara(x) = 5 (2% —2(0%)
1
= 5 (meﬂ'i + ZZ’?TFJ' -2 Z .'L'iélijﬂ'iﬂj)
i€EE JjEE i,jEE
1
= 5 Z (1‘,~—$]-)27r,~7rj
i,jEE
1
2

Z (Z \/ﬁ VQ(e)(ze- — $e+))27r,~7rj.

4,jEE e€vij

(121)

(122)

(123)

(124)

(125)
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— Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergibt sich nun, dass

Vare(x) < 3 3 (il ¥ Q@ —zer)?)mim,
i,jEE e€vij
= 3 Z(Q(e)( _me'*' (Z |'71]|7Tz771)>
ecé YijDe

< K D(P,ﬂ') (Xa X) >

wobei sich die letzte Ungleichung aus Lemma 2.8 und aus der Definitionsgleichung (120) des
Poincaré-Koeffizienten ergibt. Damit ist (125) bewiesen.
e Um den Beweis zu beenden, ist noch zu zeigen, dass A\p > —1 + 2(~1.

— Hierfiir nutzen wir die folgende Identitiit: Fiir jedes x = (z1,...,7,) " € R¢ gilt

1
2 > (@i + ;) mipij = (P, %)= + [|2]5, (126)
i,jEE

denn aus der Reversibilitdt von (P, ) ergibt sich, dass

1
> (xi + xj)zﬂ'ipij = ‘77 iTiDij + TiT;TiPij; + 33 szzg
2 2 2

,JEE i,JEE i,jeEE ,JEE (85)
— ='m;pji
=> z?wi
el = E m?ﬂ']‘
JEE

= lzllx + (Px,%)x

— Sei nun v; = (4g,%1,---,%2m,42m+1) Mit ¢ = ig = 42,41 €in Pfad von ¢ nach 7, der eine ungerade
Anzahl von Kanten enthalt, so dass keine der Kanten mehrfach auftritt.

— Dann gilt

1

i o= 5 ((»"Cz' + i) — (@i, +Ti) + -+ (Tig + l'z'))
1
= 5 N ),
ecy;

wobei n(e) = k, falls e = (ig,ixs+1) € Y-
— Deshalb ergibt sich (dhnlich wie im ersten Teil des Beweises) aus der Ungleichung von Cauchy-

Schwarz, dass fiir jedes x = (21,...,2¢) " € R¢
iz = % (Z = V@D s tao))
i€EE ecy;
< Y (5 2 (s +we—)2Q(6))
i€l ecy;
= 1 Y (e 420 Y il
eck’ Yide
< & Y e +2)°Q0).
ec&!

— Hieraus und aus (126) ergibt sich nun, dass

Iz < S (Px, 0+ lxI2)
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— Fiir x = ¢, gilt also insbesondere

lgg(/\g—Fl) bzw. /\gz—l—f-z.

Beispiel Zufdllige Irrfahrten auf Graphen
e Wir kehren nun zu dem bereits in Abschnitt 2.3.1 diskutierten Beispiel von zufédlligen Irrfahrten auf
Graphen zuriick.

— Sei also G = (V, K) ein verbundener Graph mit der Menge V = {vy,...,v;} von £ Eckpunkten
und der Menge K von Kanten, die jeweils zwei Eckpunkte miteinander verbinden,

— so dass es fiir jedes Paar v;,v; € V von Eckpunkten einen ,Pfad” von Kanten aus K gibt, der die
Kanten v; und v; miteinander verbindet.

e Eine zufillige Irrfahrt auf dem Graph G = (V, K) ist eine Markov-Kette Xo, X1,...: Q2 = E
— mit dem Zustandsraum E = {1,...,¢} und der Ubergangsmatrix P = (p;;), wobei

1
7 falls die Eckpunkte v; und v; Nachbarn sind,

pij = i (127)
0, sonst.

— Dabei werden zwei Eckpunkte v; und v; Nachbarn genannt, falls sie die Endpunkte einundderselben
Kante sind, und d; bezeichnet die Anzahl der Nachbarn von v;.

e Wir hatten gezeigt, dass

— die in (127) gegebene Ubergangsmatrix P stets irreduzibel ist (wobei wir nun zusitzlich noch
voraussetzen, dass P auch aperiodisch ist),

— die (eindeutig bestimmte) stationire Anfangsverteilung w gegeben ist durch

_ (% de\T &
W_(E""’E) , wobei d_i;d“ (128)

— und das in (127)—(128) gegebene Paar (P, ) reversibel ist.

e Fiir den in (120) eingefiihrten Poincaré-Koeffizienten « gilt dann

k = k(') = max E |vij|mams
ec&
YijDe

wobei

1
il=> = d A(v;
|’YJ| = Q(e) (7])

und A(v;;) = #{e: e € v;;} die Anzahl der Kanten (d.h. die Lange) des Pfades ;; bezeichnet.
e Hieraus und aus (127)—(128) ergibt sich, dass

S2AB

W(I) < 7

(129)

wobei d/2 die Gesamtanzahl aller Kanten,
— 0 = max;cp d; die maximale Anzahl von Kanten ist, die von einem Eckpunkt ausgehen,
— A =maxyer A(y) die maximale Pfadléinge und

— B = maxeeg #{7y € ' : v 2 e} der sogenannte Bottleneck-Koeffizient, d.h., die maximale Anzahl
der Pfade ist, die jeweils durch eine einzelne Kante laufen.
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e Aus (123) und (129) ergibt sich nun die folgende Abschitzung

1 d
<l— - < 1— ——
A sl s SAB

fiir den zweitgréfiten Eigenwert Ay von P.
e Auf dhnliche Weise ergibt sich die Abschitzung

(=¢@) =max > |ylm <5A' S,

ect’
vide
wobei 1
| = =dA(v; A= A "= r:
il ;Q(e) dA(y), maxA(y), B =max#{yel’:v3e}
und somit
N> 142> 1y 2
‘= ¢ = SAT B
e Beachte
— Fiir das bereits in Abschnitt 2.3.1 betrachtete Zahlenbeispiel
vl
v, V, v,
VS
Vi vV, VS
gilt insbesondere, dass
d=24,0=5,A=3,="7 und A'=358=3
— Aus (130) und (131) ergibt sich somit
24 24 2 43
A < 1- — d A -1 = - —.
25 T %37 S W 2 Tt 533 15
bzw.
24

ma,x{)\z,|)\8|} < % .

57

(130)

(131)
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3 Monte-Carlo-Simulation

e Neben der Gewinnung von experimentellen Daten im Rahmen von realen Labor- bzw. Feldversuchen erlangte
die Erzeugung sogenannter synthetischer Daten durch Computer-Simulation in den letzten Jahren eine
immer grofiere Bedeutung.

e Die Griinde fiir die zunehmende Niitzlichkeit von Computer-Simulationen bei der Untersuchung von inter-
essierenden Sachverhalten/Objekten/Vorgingen sind vielfaltig:

— An erster Stelle ist hier natiirlich das rasant wachsende Leistungsvermogen moderner Computer-
Systeme zu nennen, das sich in den letzten Jahren in einem ungeahnten Ausmaff weiterentwickelt
hat und dabei Moglichkeiten ertffnet, die noch vor kurzem vollig unvorstellbar waren.

— Im Zusammenhang damit ist die Datengwinnung durch Computer-Simulation oft viel kostengiinstiger
und mit weniger Zeitaufwand verbunden als die herkdmmliche Gewinnung von experimentellen Daten
im Rahmen von realen Labor- bzw. Feldversuchen.

— Auferdem lassen sich (virtuelle) Computer-Experimente unter gleichbleibenden Versuchsbedingungen
beliebig oft wiederholen, wogegen beispielsweise bei naturwissenschaftlichen Experimenten das unter-
suchte Objekt wahrend der Versuche oft beschidigt bzw. zerstort wird.

e Ein weiterer Grund fiir die Niitzlichkeit von Computer-Simulationen besteht darin, dass

— der Umfang und die Struktur der zu analysierenden Datensétze oft sehr komplex ist,

— die Verarbeitung und Bewertung der Daten dann typischerweise auf mathematischen Modellen beruht,
deren charakteristische Eigenschaften nicht (oder nur teilweise) mit geschlossenen analytischen Formeln
beschrieben werden kénnen,

— die Computer-Simulation der betrachteten Modelle in diesem Fall ein niitzliches (alternatives) Analyse-
Tool ist.

o Computer-Experimente zur Untersuchung von interessierenden Sachverhalten/Objekten/Vorgéngen beru-
hen auf stochastischen Simulationsalgorithmen. Man spricht deshalb auch von Monte-Carlo-Simulation.
Dabei gibt es unterschiedliche Arten von Simulationsalgorithmen.

1. Die Grundlage zur Monte-Carlo-Simulation von (einzelnen) Merkmalen/Kenngrofien/Variablen bilden
Zufallszahlen-Generatoren.

— Dies sind Algorithmen, durch die Realisierungen von Zufallsvariablen per Computer erzeugt werden
koénnen, die Pseudozufallszahlen genannt werden.

— Den Ausgangspunkt bilden dabei sogenannte Standard-Zufallszahlen-Generatoren, durch die Reali-
sierungen von Zufallsvariablen erzeugt werden konnen, die auf dem Einheitsintervall (0, 1] gleich-
verteilt sind, sogenannte Standard-Pseudozufallszahlen.

— Hiervon ausgehend lassen sich dann durch gewisse Transformations- bzw. Verwerfungsmethoden
auch Pseudozufallszahlen fiir Zufallsvariablen mit anderen Verteilungen erzeugen, zum Beispiel fiir
binomialverteilte, Poisson-verteilte oder normalverteilte Zufallsvariablen.

2. Computer-Experimente zur Untersuchung von hochdimensionalen Zufallsvektoren oder der zeitlichen
Entwicklung von Sachverhalten/Objekten/ Vorgéngen beruhen auf anspruchsvolleren Algorithmen der
dynamischen Monte-Carlo-Simulation.

— Eine zentrale Rolle spielen dabei die Algorithmen der Markov-Chain-Monte-Carlo-Simulation
(MCMC-Simulation), durch die insbesondere zeitstationdre Gleichgewichtszustinde von Sachver-
halten/Objekten/Vorgéngen ndherungsweise simuliert werden kénnen.

— Ein anderes Beispiel, bei denen Algorithmen der MCMC-Simulation angewendet werden, ist die
statistische Analyse von Bilddaten.

— Eine aktuelle Forschungsthematik, zu der in den letzten Jahren zahlreiche Publikationen ver-
offentlicht wurden, sind sogenannte Kopplungsalgorithmen der perfekten MCMC-Simulation.

— Durch solche Kopplungsalgorithmen kénnen beispielsweise zeitstationdre Gleichgewichtszustinde
von Sachverhalten/Objekten/Vorgingen nicht nur ndherungsweise, sondern in einem gewissen Sin-
ne ,perfekt’ simuliert werden kénnen.
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3.1 Erzeugung von Pseudozufallszahlen
3.1.1 Einfache Anwendungsbeispiele; Monte-Carlo-Schitzer

Wir erinnern zunichst an zwei einfache Beispiele von Fragestellungen, die mit Monte-Carlo-Simulation gelost
werden kénnen und die bereits in der Vorlesung ,Wahrscheinlichkeitsrechnung” erwihnt wurden.

1. Algorithmus zur Bestimmung der Zahl

e Ein einfacher Computer-Algorithmus zur Monte-Carlo-Simulation der Zahl 7 ist die folgende (ver-
besserte) Variante des Buffonschen Nadelexperimentes, vgl. auch die Abschnitte 2.5 bzw. 5.2.3 der
Vorlesung ,Wahrscheinlichkeitsrechnung?”.

e Dieser Algorithmus héngt mit dem folgenden geometrischen Sachverhalt zusammen.
— Wir betrachten das Quadrat
B=(-1,1] x (-1,1] Cc R?

— bzw. den in B einbeschriebenen Kreis
C={(zy): (z,y) € B, x> +y* < 1}

— und werfen einen Punkt willkirlich in die Menge B.
e In der Sprechweise der Stochastik bedeutet dies:

— Wir betrachten zwei unabhéngige Zufallsvariablen S und 7', die jeweils gleichverteilt im Intervall
(—1,1] sind, und
— bestimmen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

A={(S,T)eC}={S*+T?< 1},

dass der ,zuféllige Punkt” (S,7T) in C C B liegt.
— Dann gilt
P(A)= P(S+T% < 1) = % -
wobei |B|, |C| den Flacheninhalt von B bzw. C bezeichnet.

e Ahnlich wie beim Buffonschen Nadelexperiment ergibt sich nun aus der Gleichung P(A) = /4 eine

?

IS

— Methode zur statistischen Schdtzung der Zahl =,
— die auf dem Gesetz der groffen Zahlen beruht und die sich leicht implementieren 13sst.

e Und zwar seien (S1,71),...,(Sh,Tn) unabhingige und identisch verteilte Zufallsvektoren,

— deren Verteilung mit der Verteilung von (S,T') iibereinstimmt und
— die wir als ein stochastisches Modell fiir n (unabhingig durchgefiihrte) Experimente auffassen.
— Dann sind X1, X5,..., X, mit

X — 1, falls S?+T7 <1
;=
0 sonst
unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit dem Erwartungswert E X; = 7 /4.
e Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15) ergibt sich dariiber hinaus, dass

— das arithmetische Mittel .
YVo=n"") X;
=1

fast sicher gegen die Zahl 7/4 strebt.
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— Somit ist Y}, ein erwartungstrever und (stark) konsistenter Schdtzer fiir /4,
— d.h., fiir grofe n ist 4Y,, mit hoher Wahrscheinlichkeit eine gute Naherung der Zahl 7.

e Bei der Implementierung dieser Simulationsalgorithmus kann man wie folgt vorgehen.

— Erzeuge 2n in (0, 1] gleichverteilte Pseudozufallszahlen uy, ..., us, mit einem Zufallszahlengene-
rator.

— Setze s; =2u; —1lund t; = 2upq; — 1 firi =1,...,n.

— Setze

1, fallss? +t2 <1
Tr; =
0 sonst

— Berechne 4(z1 + ...+ z,)/n.

2. Monte-Carlo-Integration
e Sei p:]0,1] = [0,1] eine stetige Funktion.
— Gesucht ist ein Schitzer fiir den Wert des Integrals fol () dz, der mit Monte-Carlo-Simulation
bestimmt werden soll.
— Dabei betrachten wir das folgende stochastische Modell.
e Seien X7, Xs,...: Q — R unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariable, die im Intervall (0,1]
gleichverteilt sind.
— Auferdem sei Zj, = ¢(X) fiir jedes k =1,2,....
— Wegen des Transformationssatzes fiir unabhingige Zufallsvariablen (vgl. Theorem WR-3.18) sind
dann auch Zj, Zs, ... unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariable,

— und es gilt
1

EZ = / o(o) fx, (@) do = [ pla)da.
0 0

e Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15) ergibt sich dariiber hinaus, dass
fir n - o0

S+

n 1
ZZ’“ f—S>/g0(ac)dx
0

k=1

— Somit ist £ Y1, Zj ein erwartungstreuer und (stark) konsistenter Schitzer fiir fol () dz,
— d.h., fiir grofe n ist %Zzzl Zr, mit hoher Wahrscheinlichkeit eine gute Niherung des Integrals

fol o(z) dz.

e Bei der Implementierung dieses Simulationsalgorithmus kann man &hnlich wie in Beispiel 1 vorgehen:
— Erzeuge n in (0, 1] gleichverteilte Pseudozufallszahlen 1, . . . , &, mit einem Zufallszahlengenerator.
— Setze 2 = p(zg) fir k=1,...,n.
— Berechne L 370 2.



3 MONTE-CARLO-SIMULATION 61

3.1.2 Lineare Kongruenzgeneratoren

e Den Ausgangspunkt der meisten Simulationsalgorithmen bilden Standard-Zufallszahlen-Generatoren,

— deren Ziel darin besteht, Folgen wy,...,u, von Zahlen aus dem Einheitsintervall (0,1] zu erzeugen,
sogenannte Standard-Pseudozufallszahlen,

— die als Realisierungen von unabhingigen und (identisch in (0,1]) gleichverteilten Zufallsvariablen
U,...,U, aufgefasst werden kénnen.

e FEin weit verbreitetes Verfahren zur Erzeugung von Standard-Pseudozufallszahlen ist die folgende lineare

Kongruenzmethode,
— wobei zunéchst die Zahlen 21, ..., 2, gemif einer Rekursion vom Typ
2k = (azg—1 +¢) mod (m), Vk=1,...,n (1)
erzeugt werden.
— Dabei wird von einem gewissen Startwert zo € {0,1,...,m — 1} ausgegangen, der auch Keim des

linearen Kongruenzgenerators genannt wird, und

-meNae{0,1,...,m—1} bzw. c € {0,1,...,m — 1} sind weitere Parameter, die Modul, Foktor bzw.
Inkrement des Kongruenzgenerators genannt werden.

Hieraus ergeben sich durch die Normierung

N
e

- ZF 2
uk = (2)
die Standard-Pseudozufallszahlen uy, ..., u,.
Wir 16sen nun die Rekursionsgleichung (1), d.h., wir zeigen, wie sich die in (1) rekursiv definierte Zahl z; direkt

durch den Startwert zo sowie durch die Parameter m, a bzw. ¢ ausdriicken l&sst.

Theorem 3.1  Fiir jedes k € {1,...,n} gilt

k a
2k =\(a"zg + ¢
a—

. ) mod (m). 3)

Beweis

e Wir fiilhren den Beweis mit vollstdndiger Induktion, wobei fiir £ = 1 die Behauptung (3) identisch ist
mit der Rekursionsgleichung (1).

e Es gelte (3) nun fiir eine gewisse natiirliche Zahl k£ > 1, d.h., es gibt eine ganze Zahl j > 0, so dass

ab -1

a—1

2 =af2 +c —jm. 4)

e Wir zeigen, dass dann (3) auch fiir k + 1 gilt.
e Aus der Rekursionsgleichung (1) und aus der Induktionsannahme (4) ergibt sich, dass

zk+1 = (azg +¢) mod (m)
k

-1
(a(akzo +c C;_ 1 —jm) + c) mod (m)

k_1 -1
= (ak+1z0 +c ala ) Ta - ajm) mod (m)
a—
gkl _
= (ak+lzg +c 71) mod (m).
a—
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e Damit ist die Giiltigkeit von (3) fiir ¥ + 1 bewiesen. O

Beachte
e Es ist klar, dass mit dem in (1) definierten linearen Kongruenzgenerator hochstens m verschiedene
Zahlen zq,...,z, erzeugt werden kénnen.

— Sobald sich eine Zahl zj;, zum ersten Mal wiederholt, d.h., es gibt ein mq > 0 mit 2z = 2x_m,,

— dann beginnt erneut die gleiche Periode der Lange myg, die bereits einmal vollstindig erzeugt
worden ist, d.h., es gilt
Zk+j = Rk—mo+j fiir jedes j Z 1.
e Bei einer ungiinstigen Wahl der Parameter m, a, ¢ bzw. 2y kann die Lange der Periode mg sehr klein
sein.
— Beispielsweise gilt

mg = 2 flir a = ¢ = zg = 5 und m = 10,

wobei dann lediglich die Zahlen 5,0, 5,0, ... generiert werden.

— Ein wiinschenswertes Qualitdtskriterium von linearen Kongruenzgeneratoren ist jedoch, dass die
Lange der Periode my mdglichst nahe bei der Maximalldnge m liegt.

Wir erwdhnen nun (hinreichende und notwendige) Bedingungen an die Parameter m, a, ¢ bzw. zq, die insbesondere
sichern, dass die maximal mdogliche Periode m erreicht wird.

Theorem 3.2

1. Falls ¢ > 0, so erzeugt der in (1) definierte lineare Kongruenzgenerator genau dann fir jeden Startwert
z0 € {0,1,...,m—1} eine Zahlenfolge 2, . .., z, mit der mazimal méglichen Periode m, wenn die folgenden
Bedingungen erfillt sind:

(a1) Die Parameter ¢ und m sind teilerfremd.
(az) Fir jede Primzahl r, die m teilt, ist a — 1 ein Vielfaches von r.

(ag) Falls m ein Vielfaches von 4 ist, dann ist auch a — 1 ein Vielfaches von 4.

2. Falls ¢ =0, so gilt mg = m — 1 fir jedes zo € {1,...,m — 1} genau dann, wenn

(b1) m eine Primzahl ist,
(by) fiir jede Primzahl v, die m — 1 teilt, die Zahl a'™=1/" — 1 nicht durch m teilbar ist.

3. Falls ¢ = 0 und falls es ein k € N mit m = 2¥ > 16 gibt, so gilt mg = m/4 genau dann, wenn 2y eine
ungerade Zahl ist und wenn a mod (8) =5 oder = 3 gilt.

e Einen Beweis von Theorem 3.2, in dem Ergebnisse der Zahlentheorie (u.a. der kleine Satz von Fermat)
verwendet werden, kann man beispielsweise

— in Abschnitt 2.7 des Buches von B.D. Ripley (1987) Stochastic Simulation, J. Wiley & Sons, New York
oder

— in Abschnitt 3.2 von D.E. Knuth (1997) The Art of Computer Programming, Vol. II, Addison-Wesley,
Reading MA finden.
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e Dariiber hinaus verweisen wir auch auf diese beiden Biicher hinsichtlich der Diskussion

— von anderen Generatoren zur Erzeugung von Standard-Pseudozufallszahlen wie beispielsweise nicht-
lineare Kongruenzgeneratoren, Schieberegister-Generatoren, Lagged-Fibonacci-Generatoren sowie die
Kombination solcher Generatoren,

— von alternativen Bedingungen an die Parameter m, a, ¢ bzw. zg des linearen Kongruenzgenerators, der
in (1) definiert wurde,

— um Zahlenfolgen z1, ..., z, mit einer moglichst grofien Periode mg und mit weiteren Giiteeigenschaften
ZU erzeugen.
e Fine solche Giiteeigenschaft besteht darin,
— dass die Punkte (u1,us2), ..., (4n—1,us,) von jeweils aufeinanderfolgenden Pseudozufallszahlen u;_1, u;
das Einheitsquadrat [0, 1]> moglichst gleichmiiRig ausfiillen,
— wobei die folgenden Zahlenbeispiele verdeutlichen, dass relativ geringfiigige Anderungen der Parameter

a und c zu vollig unterschiedlichen Punktmustern (u1,us),. .. (Un—1,uy,) fihren kénnen.

e Weitere Details hierzu sind beispielsweise in dem bereits erwdhnten Buch von Ripley (1987) bzw. in dem
Vorlesungsskipt von H. Kiinsch unter ftp://stat.ethz.ch/U/Kuensch /skript-sim.ps zu finden, wo auch die
folgenden Abbildungen enthalten sind.
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Abbildung 1: Punktmuster fiir Paare (u;—1,u;) aufeinanderfolgender Pseudozufallszahlen mit m = 256

3.1.3 Tests von Giiteeigenschaften

e In der Literatur werden zahlreiche statistische Signifikanztests diskutiert, um Giiteeigenschaften von Zufalls-
zahlengeneratoren zu untersuchen, vgl. beispielsweise das Buch von G.S. Fishman (1996) Monte Carlo:
Concepts, Algorithms and Applications, Springer-Verlag, New York.
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Abbildung 2: Punktmuster fiir Paare (u;—1,u;) aufeinanderfolgender Pseudozufallszahlen mit m = 256

e Wir erinnern hier lediglich an zwei solche Tests, die
— im Zusammenhang mit der Untersuchung der Giiteeigenschaften von linearen Kongruenzgeneratoren

(oder von anderen Zufallszahlen-Generatoren) eine Rolle spielen und

— bereits in der Vorlesung ,Statistik I’ erwdhnt wurden.

e Dabei wird der x2-Anpassungstest von Pearson (vgl. Abschnitt 5.1 der Vorlesung ,Statistik IT”) verwendet,

um zu priifen,
— ob die erzeugten Pseudozufallszahlen als Realisierungen von gleichverteilten Zufallsvariablen aufgefasst

werden kdnnen und
— ob davon ausgegangen werden kann, dass diese Zufallsvariablen unabhingig sind.

e FEin anderes Verfahren zur Erzeugung von Zahlenfolgen uy, us, . .. mit gilinstigen Giiteeigenschaften

— beruht auf der Minimierung des Kolmogorov-Abstandes (vgl. Abschnitt 1.5 der Vorlesung ,Statistik I”)

1
Dp(u1,...,up) = sup | — #{i: 1<i<n,0<u; <z} —m‘
z€(0,1]' T
zwischen der empririschen Verteilungsfunktion der ,Stichprobe” uy, ..., u, und der Verteilungsfunktion

der (0, 1]-Gleichverteilung, und zwar fiir jede natiirliche Zahl n.
— Diese Vorgehensweise wird in der Literatur Quasi-Monte-Carlo-Methode genannt, vgl. zum Beispiel

das Buch von H. Niederreiter (1992) Random Number Generation and Quasi-Monte-Carlo Methods,

SIAM, Philadelphia.
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Abbildung 3: Punktmuster fiir Paare (u;_1, u;) aufeinanderfolgender Pseudozufallszahlen mit m = 2048
1. x%-Anpassungstests auf Gleichverteilung
Wir betrachten zuniichst den folgenden Test, um zu priifen, ob die Pseudozufallszahlen uq, ..., u,
e als Realisierungen von unabhéngigen Stichprobenvariablen Uy, ..., U, angesehen werden kdonnen, die

gleichverteilt im Intervall (0, 1] sind.

e Hierfiir zerlegen wir das Intervall (0,1] in r gleichlange Teilintervalle (0,1/r],...,((r — 1)/r,1] und

— betrachten den (r — 1)-dimensionalen (hypothetischen) Parametervektor po = (1/r,...,1/r) bzw.
— die Testgroke T, : R* — [0, 00) mit

wobei Zj(ul, caey

Tn(ug, ... up) = Z

" (Zj(u1,- . un) —nfr)?
n/r

Y

i=1

up) = #{i: 1 <i<mn,j—1<ru; <j} die Anzahl derjenigen Pseudozufalls-

zahlen wy, ..., up bezeichnet, die im Intervall ((j — 1)/r,j/r] liegen.

e Weil die TestgroRe T, asymptotisch x2_;-verteilt ist,

— falls die Stichprobenvariablen Uy, . .., U, unabhingig und im Intervall (0, 1] gleichverteilt sind (vgl.
Theorem 5.1 des Vorlesungsskriptes ,,Statistik I1I”),



3 MONTE-CARLO-SIMULATION 66

— wird bei hinreichend groffem n die Hypothese Hy : p = po abgelehnt, falls

Tn(ula .. 7un) > Xf—l,l—a ’

wobei x2_; ;_, das (1 — a)-Quantil der x*-Verteilung mit r — 1 Freiheitsgraden bezeichnet.

e Wir illustrieren dies mit Hilfe des folgenden Zahlenbeispiels. Fiir a = 0.05, n = 100000 und r = 10
soll gepriift werden, ob

— die Hypothese der Gleichverteilung mit einer (konkreten) Stichprobe (u1, - - -, %100000) von Pseudo-
zufallszahlen vereinbar ist, fiir die sich der folgende Vektor der Klassenh#ufigkeiten (21, ..., 210)
ergibt:

21‘22‘23‘24‘25‘26‘27‘28‘29‘210

9995 | 10045 | 10127 | 9816 | 10130 | 10040 | 9890 | 9858 | 10083 | 10016

— In diesem Fall ist T1g0000 (ul, ..., U100 000) = 10.99, und es gilt somit
Tloggog(ul, ceey Ulooooo) =10.99 < X370_95 =16.92.
— Die Hypothese der (0, 1]-Gleichverteilung wird also nicht verworfen.

Beachte

e In Verallgemeinerung des bisher betrachteten x2-Tests auf Gleichverteilung kann man auch priifen,
— ob fiir eine vorgegebene natiirliche Zahl d > 1 (beispielsweise d = 2 oder d = 3) die Pseudozu-
fallsvektoren (u1,...,uq),- - -, (U(n—1)d41s- - - > Und)
— als Realisierungen von unabhéngigen Zufallsvektoren (Ui, ...,Us),--.,(Um—1)dt1,--->Und)
angesehen werden kdnnen, die gleichverteilt in (0,1]¢ sind.
e Hierfiir wird der Einheitswiirfel (0, 1]¢
— in r? gleichgrofie Teilwiirfel B; vom Typ ((i1 — 1)/r,i1/7] X ... X ((ia — 1) /r,i4/r] zerlegt und
— der (r? — 1)-dimensionale (hypothetische) Parametervektor po = (1/7¢,... 1/r?%) bzw.
— die Testgrofe T, : R"? — [0, 00) mit
T‘d
(Zij(uy,...,up) —n/r?)?

Tn(ula"'aun)zz ’I’L/’f‘d

Jj=1

betrachtet, wobei u; = (ugi_1)q41,---,uia) und Zj(uy,...,u,) = #{i : 1 <i <n,u; € B;}
die Anzahl derjenigen Pseudozufallsvektoren uy, ..., u, bezeichnet, die in W liegen.

2. Run-Test

Zur Uberpriifung der Giite von Zufallszahlengeneratoren gibt es noch weitere statistische Signifikanztests,
durch die verifiziert werden kann,

e ob die erzeugten Pseudozufallszahlen wy, ..., u, als Realisierungen von unabhéngigen Zufallsvariablen
Ui, ..., Uy, mit einer bestimmten Verteilung (im vorliegenden Fall die (0, 1]-Gleichverteilung) angesehen
werden konnen.

e Bei dem folgenden Run-Test wird insbesondere gepriift,

— ob auch die Modellannahme der Unabhingigkeit der Stichprobenvariablen Uy, ..., U, hinreichend
gut durch die Pseudozufallszahlen uq, ..., u, widergespiegelt wird,

— indem die Lingen monoton wachsender Teilfolgen, sogenannte Runs, innerhalb der Folge der
Pseudozufallszahlen uq, us, ... untersucht werden.
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e Hierfiir definieren wir zun#chst die Zufallsvariablen V;, V5, ... rekursiv durch
Vigr =min{i: ¢ > V; + 1L,U; > U1}, Vi=1,2,..., (5)
wobei Vi =min{i: i >1,U; > U1}
e Die Zufallsvariablen Wy, W5, ... mit
Wi=W und Wip1 =Via — (V; +1) firj=1,2,... (6)

werden dann die Runs der Folge Uy, Us, ... genannt.

Der zu konstruierende Signifikanztest beruht auf der folgenden Eigenschaft der Runs Wy, W, .. ..

Theorem 3.3 Die in (6) eingefihrten Zufallsvariablen W1, Ws, ... sind unabhdngig und identisch verteilt
mit
k
PM/': = :12
( J k) (k—|—1)', Vk )< ) (7)

falls die Zufallsvariablen Uy, Us, ... unabhingig und gleichverteilt im Intervall (0,1] sind.

Beweis

e Seien Uy, Us,. .. unabhingige und in (0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen.
— Fiir jedes n > 1 und fiir beliebige natiirliche Zahlen k1, ..., &k, > 1 gilt dann

PWi=kiye..,Wn=kn)=PVi=k;,Vo—Vi=1=ko,...,Vy = Vo1 — 1 = k)
= PWVi=k,Va=ke+ki+1,....Va=ky+...+ k1 +n—1)

= P(UiSUi+1,V’i=1,...,k1—1,Uk1 >Uk1+1,
Ui <Uip1, Vi=ki +2,..., k1 + 1+ ko — L, Ugyt14k0 > Ukyt14kot15- - -
UlSU1+1,Vl:k1+1++kn,1+2,,k‘1+1++kn,1+1+kn—1,

Ukyt 1 tkn 11k > Ubabd k4 1k 1)

= P(Uz SUi+IJVi:1:"'Jk1_17 Uk1 >Uk1+1)
P(Ui <Uit1,Vi=k1 +2,...;k1 + 1+ ks — 1, Uy 41+ks >Uk1+1+k2+1)
o P(Ui U1, Vi=ki+1+ ...+ kp1 +2,..,ki+ 14+t ko + 14+ ky — 1,

Ukyt14 et hn— 1414k > Uky bl ka1 +14hn+1)

= P(Uz < Ui—i—laViZ ]-a"'akl -1, Uk1 >Uk1+1)
P(UZ <Ui41,Vi=1,...,k, — 1, Uy, >Ukn+1)-

— Hieraus folgt, dass die Runs Wy, W,, ... unabhéngig und identisch verteilt sind.
o Auferdem ergibt sich mit vollstdndiger Induktion, dass fiir beliebige k € R und ¢ € (0, 1]

tk
P(UIS---SUkSt)ZE- (8)

— Fiir £ = 1 ist (8) offenbar richtig, und aus der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt
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sich, dass

PUi<...<Upy1 £t) = PUy <... < Uy S Ugy1 <t | Upyr = 7) P(Ug4a € dx)

(U1 <...<U;p <z <t|Ugy1 =2) P(Upy1 € dx)

PU; L£...<Up <z <t)dz,

Il
o _ OTH o _

wobei sich letzte Gleichheit aus der Unabhingigkeit und (0, 1]-Gleichverteiltheit der Uy, Us, . . .
ergibt.
— Es gelte nun (8) fiir ein gewisses k > 1. Dann gilt auch

PUy £...<Ugp £t) =

wobei sich die zweite Gleichheit aus der Induktionsannahme ergibt.
— Damit ist die Giiltigkeit von (8) fiir jedes k > 1 bewiesen.
e Aus (8) ergibt sich nun dariiber hinaus, dass fiir jedes k € N

PU; £...< U, Ug > Ugy1) = P(U; £...<Ug, Uy >2x)dz

1
0/
1
0
1 . .
z
= / (5 - )
0
_1 1k
T (E+1)!  (E+1)!° o
Beachte
e Es mogen nun hinreichend viele Pseudozufallszahlen uj,us ... erzeugt werden, so dass sich aus
ihnen gemaf (5) und (6) die » Runs wy, ..., w, ergeben.
o Wir zerlegen die positive Halbachse in r Intervalle (a1,b1],. .., (ar, by], so dass
— die Wahrscheinlichkeiten
k .
Po,j = Z T j=1,...,r
keNN(a;,b;] (k+1)!

anndhernd gleich sind, und
— fiir diese Wahrscheinlichkeiten betrachten wir den (r — 1)-dimensionalen (hypothetischen) Vek-
tor Po = (pg,l, e ;pO,r—l) bzw.
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— die Testgroke Ty, : R — [0, 00) mit

~ (Vi(wi,. - —npo,;)?
Tn(wla-.-,wn)zz ( ](wl, ,wn) ”PO,J) )

n ,
j=1 pO,]

wobei Yj(wi,...,wp) = #{i: 1 < i < n,a; < w; < bj} die Anzahl derjenigen Runléngen
w1, . ..,w, bezeichnet, die in der j-ten Klasse liegen.

o Gemif Theorem 3.3 wird nun bei groffem n, was die Erzeugung entsprechend vieler Pseudozufalls-
zahlen uy,us, ... erfordert, die Hypothese Hy : p = pg abgelehnt, falls T'(wy,...,w,) > X%—l,l—a‘

3.2 Transformation gleichverteilter Pseudozufallszahlen

e Ausgehend von Standard-Pseudozufallszahlen uq,us . . ., fiir deren Erzeugung in Abschnitt 3.1.2 eine grund-
legende Methode diskutiert wurde, lassen sich

— Pseudozufallszahlen x;, x5 ... erzeugen, die als Realisierungen von Zufallsvariablen X, X5 ... mit an-
deren Verteilungen aufgefasst werden kénnen,

— zum Beispiel als Realisierungen 1, z2,... von exponential-, Poisson-, binomial- oder normalverteilten
Zufallsvariablen X1, Xo,....

e Dabei werden insbesondere sogenannte Inversionsmethoden bzw. Akzeptanz- und Verwerfungsmethoden ver-
wendet, deren Grundideen wir hier mit Hilfe einiger Beispiele erldutern wollen.

e Eine wesentlich umfassendere Diskussion solcher Algorithmen findet man beispielsweise in

— L. Devroye (1986) Nonuniform Random Variate Generation. Springer-Verlag, New York,
— G.S. Fishman (1996) Monte Carlo: Concepts, Algorithms and Applications. Springer-Verlag, New York,
— C.P. Robert und G. Casella (1999) Monte Carlo Statistical Methods. Springer-Verlag, New York.

3.2.1 Inversionsmethode
e Als eine Grundlage zur Erzeugung von Pseudozufallszahlen z1,z ..., die als Realisierungen von Zufallsva-

riablen X3, X» ... aufgefasst werden koénnen,

— deren Verteilungsfunktion F' : R — [0, 1] eine beliebige monoton nichtfallende und rechtsseitig stetige
Funktion ist mit lim,_, o F'(z) = 0 und lim,_, . F(z) =1,

— kann die folgende Eigenschaft der verallgemeinerten Inversen F~! von F verwendet werden.

o Zur Erinnerung

— Sei F': R — [0,1] eine beliebige Verteilungsfunktion. Dann heift die Funktion F~' : (0,1] = RU {oo}
mit
F~l(y) =inf{z: F(z) >y} 9)

die verallgemeinerte inverse Funktion der Verteilungsfunktion F' (bzw. der zugehorigen Verteilung).

— Fiir beliebige € R und y € (0, 1) gilt
y < F(x) genau dann, wenn Fliy) <z, (10)

vgl. Lemma WR-4.1.
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Theorem 3.4

e SeiUy,Us,... eine Folge von unabhdngigen und (0, 1]-gleichverteilten Zufallsvariablen, und sei F : R — [0,1]
eine beliebige Verteilungsfunktion.

e Dann sind die Zufallsvariablen X1, Xo, ... mit X; = F~Y(U;) fir jedes i = 1,2, ... unabhingig und besitzen
die Verteilungsfunktion F'.

Beweis
e Die Unabhéngigkeit von X1, X», ... ergibt sich unmittelbar aus dem Transformationssatz fiir unabhén-
gige Zufallsvariablen, vgl. Theorem WR-3.18.
e Aufierdem ergibt sich aus (10), dass fiir beliebige z € R und ¢ € N

P(Xi <2) = P(F'(U) <) © P(U; < F(2)) = F(a).

Beispiele

e Wir diskutieren nun einige Beispiele, die verdeutlichen,

— wie Theorem 3.4 genutzt werden kann, um Pseudozufallszahlen z;, x5 ... zu erzeugen,

— die als Realisierungen von unabhéngigen Zufallsvariablen X;, X ... mit einer vorgegebenen Vertei-
lungsfunktion F : R — [0, 1] aufgefasst werden konnen.

e Wir sprechen dann kurz von F-verteilten Pseudozufallszahlen z1,zs .. .,

— obwohl die empirische Veteilungsfunktion F, der (konkreten) Stichprobe z1,...,z,
— selbst fiir groffe n natiirlich nur ndherungsweise mit F' {ibereinstimmt.

e Dabei kann Theorem 3.4 nur dann direkt angewendet werden, wenn

— sich die verallgemeinerte inverse Funktion F~! von F explizit (d.h. durch eine geschlossene Formel)
bestimmen lasst,

— was jedoch eher eine Ausnahmesituation ist.

1. Exponentialverteilung

e Sei A >0 und F: R — [0,1] die Verteilungsfunktion der Exp(A)-Verteilung mit

1—e?_ fallsz >0,
F(z) =

0, falls z < 0.

e Dann gilt F1(u) = —X llog(1 — u) fiir jedes u € (0, 1].
e Gemifl Theorem 3.4 gilt also
— fiir die Zufallsvariable X = —\"!logU ~ Exp()), falls U und somit auch 1 — U in (0,1] gleich-
verteilte Zufallsvariablen sind,
— und die Pseudozufallszahlen z1,...,z, mit
pi=— 8% o g

A

konnen als Realisierungen von unabhingigen und Exp()\)-verteilten Zufallsvariablen aufgefasst
werden,
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— falls uq,...,u, die Realisierungen von unabhingigen, in (0,1] gleichverteilten Zufallsvariablen
Ui,...,Uy, sind.

2. FErlang-Verteilung
e SeiA>0undr €N, und sei F: R — [0,1] die Verteilungsfunktion der Erlang-Verteilung, d.h. der
T'(A, r)-Verteilung mit

T —Av r—1
f% dv, fallsz >0,

F(z)=< o (r—1)! (11)
0

, falls z < 0.

e Dann liisst sich die verallgemeinerte inverse Funktion F~! von F nicht explizit bestimmen, und somit
kann Theorem 3.4 nicht direkt angewendet werden.

e In Abschnitt 1.3.1 der Vorlesung ,Statistik I” hatten wir jedoch gezeigt, dass Xy + ...+ X, ~ (A, r),
falls die Zufallsvarialen X3, ..., X, unabhingig und Exp(\)-verteilt sind.

e Gemafs Theorem 3.4 kdnnen also
— die Pseudozufallszahlen yi, ...,y mit
IOg(ur(i—l)—{—l Teeet uri)

Yi = Tp(i—)41 oo+ Tpi = — X firi=1,...,n

als Realisierungen von unabhéngigen und T'(\, r)-verteilten Zufallsvariablen aufgefasst werden,

— falls wy,...,um, die Realisierungen von unabhingigen, in (0,1] gleichverteilten Zufallsvariablen
Ul, ey Urn sind.

— Fiir A = 1/2 kdnnen die Pseudozufallszahlen yi, ... ,y, somit insbesondere als Realisierungen von
unabhiingigen und x3,-verteilten Zufallsvariablen aufgefasst werden.

3. Normalverteilung

e Zur Erzeugung von normalverteilten Pseudozufallszahlen gibt es beispielsweise den fo}genden Boz-
Muller-Algorithmus, der ebenfalls exponentialverteilte Pseudozufallszahlen mit in die Uberlegungen
einbezieht.

e Die Zufallsvariablen Uy, Us seien unabhingig und im Intervall (0, 1] gleichverteilt.

— Gemif Theorem 3.4 ist dann X = —2log U; eine Exp(1/2)-verteilte Zufallsvariable, und
— der Zufallsvektor (Y1,Y3) mit

Vi = VX cos(2nls), Ys = VX sin(27Us)

ist N(o, I)-verteilt, d.h. Y7, Y5 sind unabhéngige und N(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen,
— denn fiir beliebige y1,y2 € R gilt

P(Y1 <y, Y2<y) = P(v —2log Uy cos(2mUz) < y1, v/ —2log Uy sin(27Uz) < yz)

DN | =

1 o
//][(\/Ecos(%ru) < w1, Vrsin(2ru) < yg)e’z/2 dzx du
00

Y2

- L //e_(”2+w2)/2dvdw
I
—00 —00

Y2

Y1
1 2 1 2
- = —v/2d_/ —w/2d
\/ﬂ/e v\/ﬂ ¢ “

—0Q

%)

N
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wobei sich die vorletzte Gleichheit mit der Substitution

v = \/z cos(2mu) , w = v/x sin(2mu)
ergibt, deren Funktionaldeterminante gleich 7 ist.
e Die Pseudozufallszahlen g, ..., y2, mit

Yak—1 = / —2logusg_1 cos(2muag) , Yor = \/—2log ugg—_1 sin(2muay) (12)

— konnen somit als Realisierungen von unabhingigen und N(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen aufge-
fasst werden,

— fallsuq, ..., us, die Realisierungen von unabhangigen und im Intervall (0, 1] gleichverteilten Zufalls-
variablen Uy, ..., Us, sind.

e Fiir beliebige p € R und 6% > 0 konnen dann die Pseudozufallszahlen yi, ..., y5, mit yi = o(y; + p)
als Realisierungen von unabhiingigen und N(u, 02)-verteilten Zufallsvariablen aufgefasst werden.

e Beachte

— Ein schnellerer Algorithmus zur Erzeugung von normalverteilten Pseudozufallszahlen ergibt sich,
— wenn zusétzlich die im folgenden Abschnitt 3.2.3 diskutierte Akzeptanz- und Verwerfungsmethode
angewendet wird,

— weil dann die (relativ zeitaufwendige) Berechnung der trigonometrischen Funktionen in (12) ver-
mieden werden kann.

3.2.2 Transformationsalgorithmen fiir diskrete Verteilungen

e Wenn Pseudozufallszahlen z1, x5 . .. erzeugt werden sollen,

— die als Realisierungen von diskreten Zufallsvariablen X3, X5 ... aufgefasst werden kénnen,

— welche jeweils die Werte ag,a1... € R mit den Wahrscheinlichkeiten p; = P(X; = a;) > 0 fir
7 =0,1,... annehmen.

e Dann ist es manchmal zweckmifsig, wie folgt vorzugehen:

— Sei U eine (0, 1]-verteilte Zufallsvariable, und die Zufallsvariable X sei gegeben durch

[ ao, falls U < po,

ai , falls po <U <po+p1,

aj, fallspo+...4+pj—1 <U <po+...+pj,

| :
— Dann gilt P(X = a;) = p; fiir jedes j =0,1,....
e Die Pseudozufallszahlen z1,...,z, mit

( ag, falls u; < po,

ap, falls pg <wu; < po+pr1,
T; = <

a;, fallspo—i—...—}—pj,lSui<p0+...+pj,
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— konnen somit als Realisierungen von unabhingigen und p-verteilten Zufallsvariablen aufgefasst werden,
wobei pP= (POaPl; - ')T7

— falls uy, ..., u, die Realisierungen von unabhingigen und im Intervall (0,1] gleichverteilten Zufallsva-
riablen Uy, ..., U, sind.

Beispiel (Geometrische Verteilung)

e Wir betrachten die folgenden Werte a; und die zugehorigen (Einzel-) Wahrscheinlichkeiten p;.
—Seiag;j=jfiirj=0,1,..,und fir 0 < p<1lmit ¢g=1—psei

0, falls j =0,
b = )
pgi~t, fallsj > 1.
— Dann gilt fiir jedes j > 1
0 . .
1—(pr+-.-4p) =pj41+Pjis2+...=pY ¢ =¢ (14)
=i

bzw. p; = ¢/~ — ¢’.

o Auflerdem betrachten wir die Zufallsvariable

X = rogUJ +1, (15)
log q

wobei U eine (0, 1]-gleichverteilte Zufallsvariable ist und |z| den ganzzahligen Teil von z bezeichnet.

e Dann gilt P(X = j) = pg?™! fiir jedes j = 1,2,..., d.h. X ~ Geo(p),
— denn aus (14) und (15) ergibt sich, dass

logU}
log ¢
= min{j >1:jlogg< logU}

X (L5 min{jZl:j>

= min{jZl:qj<U}
= f:j I(¢ <U<g™)
j=1

(14) Zjl(p1+..-+pj—151_U<p1+"'+pj)>’
j=1

— wobei die Zufallsvariable 1 — U ebenfalls (0, 1]-gleichverteilt ist.

e Die Pseudozufallszahlen xy, ..., x, mit

1 .
e [ 4
log q
— koOnnen somit als Realisierungen von unabhingigen und geometrisch verteilten Zufallsvariablen
X1,..., Xy, ~ Geo(p) aufgefasst werden,
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— falls uy, ..., u, die Realisierungen von unabhéngigen und im Intervall (0, 1] gleichverteilten Zufalls-
variablen Uy, ..., U, sind.

Fiir einige diskrete Verteilungen gibt es spezielle Transformationsalgorithmen, um Pseudozufallszahlen zu erzeu-
gen, die als Realisierungen von Zufallsvariablen mit einer solchen Verteilung aufgefasst werden kénnen.

Beispiele

1. Poisson-Verteilung (mit kleinem Erwartungswert \)
e Falls A > 0 eine kleine Zahl ist, dann ist das folgende Verfahren geeignet, um Poisson-verteilte
Pseudozufallszahlen durch die Transformation
— von exponentialverteilten Pseudozufallszahlen (auf dhnliche Weise wie in Abschnitt 3.2.1)
— oder direkt aus (0, 1]-gleichverteilten Pseudozufallszahlen
ZU erzeugen.
e Die Zufallsvariablen X, X5, ... seien unabhingig und Exp(\)-verteilt.
— Fiir die Zufallsvariable Y = max{k > 0 : X; + ... 4+ X} < 1} ergibt sich dann aus der

Darstellungsformel (11) fiir die Verteilungsfunktion der Erlang-Verteilung, dass fiir jedes j > 0
PY=j) = PY>j)-PY >j+1)
PXi+...+X; <1)—P(X;+...+ X;;11 <1)

1 1
_ //\e_)‘”(/\v /)\e"\” () o
(-1
0 0
! d )\v()\ )j
e v
- /% ( 5! ) dv
0
e A\
— Mit anderen Worten: Es gilt Y ~ Poi(\).
e Die Pseudozufallszahlen vy, ..., y, mit
yi=max{k>0:z1+...+ 2, < i} —yi1, Vi=1,...,n, (16)
bzw. _
yi:max{kZO:ul-...-ukZe*’)‘}—yi_l, Vi=1,...,n, (17)

wobei yo = 0 und z; = —A"'logu; fir j =1,2,...,
— konnen somit als Realisierungen von unabhingigen und Poi(A)-verteilten Zufallsvariablen auf-
gefasst werden,

— falls 21,25 ... die Realisierungen von unabhingigen und Exp(A)-verteilten Zufallsvariablen
X1,X5 ... sind bzw.

— falls uq,us... die Realisierungen von unabhingigen und im Intervall (0,1] gleichverteilten
Zufallsvariablen Uy, U, ... sind.

o Beachte

— Weil der Erwartungswert der Poi())-Verteilung gleich M ist, sind bei dem durch (16) bzw. (17)
gegebenen Algorithmus im Mittel A gleichverteilte Pseudozufallszahlen erforderlich, um eine
neue Poi()\)-verteilte Pseudozufallszahl zu erzeugen.

— Dieser Aufwand lésst sich reduzieren, wenn fiir grofse A wie folgt vorgegangen wird.
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2. Poisson-Verteilung (mit grofem Erwartungswert \)
e Falls A > 0 eine grofie Zahl ist, wobei a; = j und p; = e M /j! fiir j = 0,1,...,
— dann ist das unmittelbar auf dem Transformationsansatz (13) beruhende Verfahren besser
geeignet, um Poi(\)-verteilte Pseudozufallszahlen zu erzeugen,
— wenn dabei die Giiltigkeit der Ungleichungen

U<po, po<U<po+pi,-.-spo+...+pj-1 KU<po+...4+pj,... (18)

in der folgenden Reihenfolge iiberpriift wird,
— wobei die Rekursionsformel

A

mpja Vji>0,

Pj+1 =
zur Berechnung der Summen P; = Zi:o py fiir j > 0 verwendet wird.
e Sei [A| > 0 der ganzzahlige Teil von A. Dann wird zunéchst gepriift, ob U < P, gilt.
— Falls diese Ungleichung gilt, dann wird gepriift, ob U < P|5j_1,U < P|y|—2,--- gilt, wobei in
diesem Fall X = min{k : U < Py} gesetzt wird.

— Falls U < P| nicht gilt, dann wird gepriift, ob U < P 41,U < P|x}42,-- - gilt, wobei erneut
X =min{k: U < P} gesetzt wird.

e Fiir den Erwartungswert EV der dabei erforderlichen Anzahl V' von Uberpriifungen gilt dann
niherungsweise, dass

EV

Q

1+E|X — A

= 1+\/XE<%)

1+0.798 VX,

Q

— wobei in der letzten Approximationsformel die Tatsache genutzt wurde, dass die Zufallsvariable
(X — \)/V/\ fiir grofie A niherungsweise N(0, 1)-verteilt ist,
— was sich aus der Faltungsstabilitit der Poisson-Verteilung und aus dem zentralen Grenzwert-
satz fiir Summen von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (Theorem WR-
5.16) ergibt.
e Bei dieser Vorgehensweise wichst also
— die im Mittel erforderliche Anzahl von Uberpriifungen nur wie die Quadratwurzel v/A von A,

— wogegen bei dem vorher diskutierten Verfahren zur Erzeugung Poi(\)-verteilter Pseudozufalls-
zahlen die jeweils im Mittel erforderliche Anzahl von Standard-Pseudozufallszahlen wie A
wachst.

3. Binomial-Verteilung

e Bei der Erzeugung von binomialverteilten Pseudozufallszahlen kann man #hnlich wie im Fall der
Poisson-Verteilung vorgehen.

— Fiir beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahlen n € N und p € (0,1) mit ¢ = 1 — p sei

n!

aj=j ud pj=——"=piq", Vi=0,1,...,n.
! ORI
— Fiir j =0,1,...,n werden dann die Summen P; = Zi:o pr, mit der Rekursionsformel
n—jp .
i1 = = pj Vi=0,1,....,.n—1
Dj+1 J+1qu7 J ] y T

berechnet.



3 MONTE-CARLO-SIMULATION 76

e Falls np > 0 klein ist, dann wird
— die Giiltigkeit der Ungleichungen (18) in der natiirlichen Reihenfolge iiberpriift,
— wobel mit U < pg begonnen und X = min{k: U < P;} gesetzt wird.

e Falls np grof ist,

— dann ist es effizienter, die Giiltigkeit der Ungleichungen (18) in der folgenden Reihenfolge zu
verifizieren. Dabei wird zunéchst gepriift, ob U < P, gilt.

— Falls diese Ungleichung gilt, dann wird gepriift, ob U < P|p|—1,U < Ppp|—2,- - gilt, wobei
in diesem Fall X = min{k : U < P} gesetzt wird.

— Falls U < P|,,p) nicht gilt, dann wird gepriift, ob U < P|p,p|41,U < Plpp|42,--- gilt, wobei
erneut X = min{k : U < Py} gesetzt wird.

3.2.3 Akzeptanz- und Verwerfungsmethode

e Wir diskutieren nun eine weitere Methode, mit der man Pseudozufallszahlen y1,ys,. . . erzeugen kann,

— die als Realisierungen von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen Y7, Y5 ... mit einer
vorgegebenen Verteilungsfunktion G aufgefasst werden kénnen,

— wenn dabei von (nicht notwendig (0, 1]-gleichverteilten) Pseudozufallszahlen z;,z, ... ausgegangen
wird,

— die Realisierungen von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen Xj, X5 ... mit einer
gewissen Verteilungsfunktion F' sind,

— so dass G absolutstetig beziiglich F' ist, wobei die Dichte g(z) = dG(z)/dF(z) beschrinkt ist,
— d.h., es gibt eine Konstante ¢ > 0 mit

glz) <c und Gy) = / g(z)dF(x), Vz,y € R. (19)

e Wir betrachten zunéchst den diskreten Fall.

— Sei a; = j fiir jedes j = 0,1,..., und seien p = (po,p1,...)| bzw. @ = (go,q1,...) zwei beliebige
Wahrscheinlichkeitsfunktionen, so dass fiir jedes j = 0,1,... aus p; = 0 die Giiltigkeit von g; = 0 folgt.

— Sei X : Q@ — {0,1,...} eine Zufallsvariable mit P(X = j) = p; fir jedes j = 0,1, ...,

— und sei ¢ > 0 eine positive Zahl, so dass

(g(j) = ) Z—J <ec fiir jedes j > 0 mit p; > 0. (20)
]

Theorem 3.5

e Sei (U, X1), (U, X5), ... eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvektoren, deren Kom-
ponenten unabhingig sind, wobei U; eine (0, 1]-gleichverteilte Zufallsvariable und X; gemdff p verteilt ist.

o Dann ist

— die Zufallsvariable

I= min{k >1:U; < cq;k } (21)
X

geometrisch verteilt mit Erwartungswert c, d.h. I ~ Geo(c™ 1),

— und die Zufallsvariable Y = X7 ist gemdafl q verteilt.
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Beweis

e Aus der Definitionsgleichung (21) von I ergibt sich, dass fiir jedes j > 1

P(I=j) = p(Ulzqi,...,UHz Py, < 2 )
CPx, CPX; 1 95¢
= P(Ui> 20 L p(uy > Bt p(u; < 22
CPXx, CPX;_1 CPXx;
= pgdt,
— wobei g =1— p und
p = P(Ul < ax, )
CPX,
_ ax, _ —
= ¥ P(U1<—|X1_k)P(X1—k)
ki pp>0 CPx,
- Y roe )
k: pr >0 Pk
= > me
= P Pr = P
k:pr>0 Pk
— Hieraus folgt, dass I ~ Geo(c™1).
o Auflerdem gilt fiir jedes j > 1 mit p; > 0
o
P(Y=j) = P(Xr=j) =Y P(Xr=jI=k)
k=1
o o .
= Y PXe=jI=k = Y P(Xp=j)d" ' P(Ui< L)
k=1 k=1 Pi
oo B q; q; oo B
:ijqklﬁ:?] qkl
k=1 Pj k=1
- s
¢ 1l—gq %>

und fiir jedes j > 1 mit p; = 0 gilt

P(Y =j) =Y P(Xy=j,I=k) < Y P(Xp=j) = 0.
k=1 =1

Beachte
e Aus Theorem 3.5 ergibt sich, dass im Mittel ¢ Pseudozufallszahlen erforderlich sind, die F-verteilt sind,
um eine G-verteilte Pseudozufallszahl zu erzeugen.
e Wenn mehrere Alternativen fiir die Wahl der Verteilungsfunktion F' zur Verfligung stehen,

— die &hnlich glinstige Eigenschaften hinsichtlich der Erzeugung von F-verteilten Pseudozufallszahlen
aufweisen,

— dann sollte somit diejenige Verteilungsfunktion F' gew#hlt werden, fiir die ¢ am kleinsten ist.
e Aufierdem ergibt sich aus Theorem 3.5,

— dass die Werte g(x) bzw. g(j) der Dichte in (19) bzw. (20) nicht vollstindig,
— sondern nur bis auf einen konstanten Proportionalitidtsfaktor bekannt sein miissen.
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Im allgemeinen (d.h. nicht notwendig diskreten) Fall kann man &hnlich vorgehen, wobei das folgende Resultat als
Grundlage zur Konstruktion von Akzeptanz- und Verwerfungsalgorithmen dient.

Theorem 3.6

e Seien F,G : R — [0,1] zwei beliebige Verteilungsfunktionen, so dass (19) gilt.

L] Sei (Ul,Xl), (UQ,XQ), .

eine Folge von unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvektoren, deren Kom-

ponenten unabhingig sind, wobei U; eine (0, 1]-gleichverteilte Zufallsvariable und X; gemdfl F verteilt ist.

e Dann ist die Zufallsvariable

I= min{k >1:U < g()c(k)} (22)

geometrisch verteilt mit Erwartungswert ¢, d.h. I ~ Geo(c™!), und die Zufallsvariable Y = X; ist gemdif

G verteilt.

Beweis

e Ahnlich wie im Beweis von Theorem 3.5 ergibt sich, dass P(I = j) = pg¢’~! fiir jedes j > 1 gilt, wobei

p

p(U1 < g(—iﬁ)) = /P(U1 <IN w) dF (z)

C
R

_ /P(UK@)dF(x):/ ﬂdp(x):%.

R

e Auferdem gilt fiir jedes y € R

P(Y <vy)

wobeil —g=p=c .

=

k=1
k=1
i/P(I_MXk—v)dF(v)
k=1_"
00 Yy
=1 plu, < 9(v) dF (v)
o [ r(me< 55
1 [ gW)
1-¢ 0 dF(v)

Auf die gleiche Weise ergibt sich die folgende vektorielle Version von Theorem 3.6.



3 MONTE-CARLO-SIMULATION 79

Theorem 3.7

o Seim > 1 eine beliebige, jedoch fest vorgegebene natirliche Zahl, und seien F,G : R™ — [0, 1] zwei beliebige
Verteilungsfunktionen (von m-dimensionalen Zufallsvektoren), so dass es gibt eine Konstante ¢ > 0 mit

s<e wnd  Gy)= [ gdFx), VYxyeR". (23)
(—oo,y]
e Sei (U1,Xy),(Us,X2),... eine Folge von unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvektoren, deren Kom-

ponenten unabhingig sind, wobei U; eine (0, 1]-gleichverteilte Zufallsvariable und X; gemdf8 F' verteilt ist.

e Dann ist die Zufallsvariable

. 9(Xk)
= >1:
I mm{k >1:U, < p } (24)
geometrisch verteilt mit Erwartungswert ¢, d.h. I ~ Geo(c™'), und der Zufallsvektor Y = X; ist gemifi G
verteilt.
Beispiele

1. Gleichverteilung in beschrinkten Borel-Mengen
e Der Zufallsvektor X : @ — R™ (mit der Verteilungsfunktion F') sei gleichverteilt in dem Quader
(=1,1]™, und B € B((—1,1]™ sei eine beliebige Borel-Menge in (—1,1]™ mit positivem Lebesgue-
Maf |B|.
e Dann ist die Verteilungsfunktion G : R™ — [0, 1] mit
1 B
6= [ Tpare). vyer

(—oo,y]

absolutstetig beziiglich F', und fiir die (Radon-Nikodym-) Dichte g : R™ — [0, 00) gilt

I B
Q(X):%Sczmrl bzw. £CX) = 1I(x € B), Vx e R™.
e Gemif Theorem 3.7 konnen nun in B gleichverteilte Pseudozufallsvektoren y1,ys, ... auf die fol-

gende Weise erzeugt werden.
1. Generiere m Pseudozufallszahlen uy,. .., uy, die im Intervall (0, 1] gleichverteilt sind.
2. Falls (2u; — 1,...,2u,, — 1)T & B gilt, dann kehre zu Schritt 1 zuriick.
3. Setzey = (2u1 — 1,...,2u, — 1) 7.

2. Normalverteilung
e Als eine Alternative zu dem in Abschnitt 3.2.1 diskutierten Box-Muller-Algorithmus betrachten
wir noch ein anderes Verfahren zur Erzeugung von normalverteilten Pseudozufallszahlen,
— das in der Literatur die Polar-Methode genannt wird,
— wobei nun die Berechnung der trigonometrischen Funktionen in (12) vermieden wird.
e Der Zufallsvektor (V;,Va) sei im Einheitskreis B = {(z1,z2) € R? : 22 + 22 < 1} gleichverteilt.
e Dann ist der Zufallsvektor (Y7, Y2) mit

W W
VVE+VE VVE+ VR

N(o,I)-verteilt, d.h. Y7, Y5 sind unabhéngige und N(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen,

Yy = \/~2log(Vi2 + V) Yy = \/~2log(Vi2 + V)
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— denn mit der Substitution
v1 =T1cosh, vy =7r8inf,

— d.h. durch Ubergang zu Polarkoordinaten, ergibt sich fiir beliebige y1,y> € R

P(Yy <y1, Yy <ys)

1 viv/—2log(v? + v2 var/—2log(v? + v2
- /][( 1 Qg( 12 3) <y, 2 2g( 12 3) Sy2) d(v1,vs)
VA VA e

™
1
/r]I(\/—2log(r2) cosf <yi,\/—2log(r?) sinf < yz) dr do
0

I
3|
o\g‘, o]

2
-/
2w
0

— wobei die letzte Gleichheit das Ergebnis der folgenden Substitution ist:

DN | =

/][(\/Ecosé? < y1, Vxsinf < yg) e % dzds,
0

r = —2log(r?) bzw. — e de =2rdr.

N | =

— Hieraus ergibt sich nun die Behauptung (genauso wie bei der Begriindung von Formel (12) in
Abschnitt 3.2.1).

e Die Pseudozufallszahlen yi, ..., ys, mit
V2k—1 V2k
Y2k-1 = \/—2108;(11319_1 + ng) TS Y2k = \/_2103:'(”%19—1 + U%k) 2 2
Uyp_y T Vg Vyp—1 T Vg

— konnen somit als Realisierungen von unabhingigen und N(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen auf-
gefasst werden,

— falls (vi,v2),..., (V2n—1,v2,) die Realisierungen von unabhéngigen und im Einheitskreis B =
{(z1,22) € R? : 2? + 13 < 1} gleichverteilten Zufallsvektoren (V1,V2),. .., (Van—1, V2y) sind,

— die (wie im vorhergehenden Beispiel beschrieben) mit der Akzeptanz- und Verwerfungsmethode
erzeugt werden kdnnen.

3.2.4 Quotienten von gleichverteilten Zufallsvariablen

In vielen Fillen lassen sich Zufallsvariablen mit absolutstetigen Verteilungen als Quotienten von gleichverteilten
Zufallsvariablen darstellen.

e In Kombination mit der in Abschnitt 3.2.3 diskutierten Akzeptanz- und Verwerfungsmethode fiithrt dies zu
einem weiteren Typ von Simulationsalgorithmen.

e Um dies zu préazisieren, benttigen wir den folgenden Transformationssatz fiir die Dichte von absolutstetigen
Zufallsvektoren, der bereits in Abschnitt 1.3.2 der Vorlesung ,Statistik I” erwahnt wurde.

Theorem 3.8

o Sei X = (X1,...,X,)" : Q = R ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der (gemeinsamen) Dichte fx :
R® — [0,00), und sei @ = (p1,...,¢n) : R* = R" eine Borel-messbare Abbildung mit stetigen partiellen

Ableitungen 0p; /0 ;(1, ..., Ty).
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e Auferdem sei die Borel-Menge C € B(R™) so gewdhlt, dass
{xelR": fx(x)#0} CC

und

J

0p;
det(a: (wl,...,mn));éo, Vx = (21,...,2,) € C,

so daff die FEinschrinkung ¢ : C — D wvon ¢ auf die Menge C eine eineindeutige Abbildung ist, wobei
D ={p(x):xe€C}.

o Sei o=l =(p;",...,0;") : D = C die Umkehrung der Abbildung ¢ : C — D.
e Dann ist auch der Zufallsvektor Y = @(X) absolutstetig, und fir die Dichte fy(y) von Y gilt

-1 1 6(,01_1
fX(Qol (Y)aagpn (Y)) ‘det< 6 ] (yl;;yn)) ) fallsy:(yla"'ayn)eD:
x(y) = Yi (25)
0, fallsy € D.
bzw.
I )t o) | det (52 o™ )| falls y = (o, um) €D,
fx(y) = J (26)

0, fallsy & D.

Aus Theorem 3.8 ergibt sich nun das folgende Resultat iiber die Darstellung von Zufallsvariablen mit absolutste-
tigen Verteilungen als Quotienten von gleichverteilten Zufallsvariablen.

Theorem 3.9

e Sei f': R — [0,00) eine (Borel-messbare) beschrinkte Funktion mit

0< / fl(z)dz < oo und sup |z] v/ f(z) < 0. (27)
R

TER
e Der Zufallsvektor (V1,V2) sei gleichverteilt in der (beschrankten) Borel-Menge
B={(.’L‘1,$2) €R2 <z < \/f’(.’lfg/.fb‘l)}. (28)

e Dann ist der Quotient Vo[V eine absolutstetige Zufallsvariable mit der Dichte f : R — [0, 00), wobei

_ [
flz) = ) d VzeR.

Beweis

o Aus (27) folgt, dass die in (28) definierte Borel-Menge B beschrankt ist mit 0 < |B| < oo.

e Denn

— fiir z5 > 0 ist die Ungleichung z; < /f'(x2/x1) dquivalent mit x5 < zo/x1+/ f'(22/21),
— und fiir z, < 0 mit zo > x2/z1+/f'(T2/21).
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Somit gilt

OSUP\/ )] x [inf 2/ f ()aigraw f'(@)] (29)

bzw.

B C [O,Sugvf’(w)] X [= SUﬁlaﬂl V ['(@), Suglxl V(@]
T€E TE TE
Die Dichte f(v, v,)(v1,v2) des Zufallsvektors (Vi,V2) ist somit gegeben durch

f(Vl,Vg)(UIJUQ) = |B|_1][(0 <v </ f’(UQ/U1)) .

Die Funktion ¢ : C — C mit C = (0,00) x R und ¢(z1,22) = (1, 22/21)

— bildet die Menge C auf eineindeutige Weise auf sich selbst ab,
— und ihre Funktionaldeterminante ist gegeben durch

dpi L0 1
det (%(wl,xz)) = det( z2 1 ) = —, V(z1,22) € C.

J

Hieraus und aus Theorem 3.8 ergibt sich,
— dass die Dichte f(v, v,/v;)(¥1,¥2) des Zufallsvektors (V1,V2/V}) gegeben ist durch

Fonvapv) Wi, 2) = BTl 1(0 < 1 </ f'(y2))

— und dass somit die Randdichte fy, v, (y2) der zweiten Komponente V2/V; von (V1,V2/V1) gegeben

ist durch
V' (y2)
-1 f'(y2)
Jvayvi(y2) = |B| yrdyr = 21B] 0

0

Beispiel (Normalverteilung)

e Aus Theorem 3.9 ergibt sich nun noch ein drittes Verfahren zur Erzeugung von N(0, 1)-verteilten
Pseudozufallszahlen (neben dem in Abschnitt 3.2.1 diskutierten Box-Muller-Algorithmus bzw. der in
Abschnitt 3.2.3 erwahnten Polar-Methode).

e Dabei betrachten wir die Funktion f' : R — [0,00) mit f'(z) = exp(—x2/2) fiir jedes z € R, so dass
fiir die Schranken in (29) gilt:

sup /f'(2) =1, inf z\/f'(z) = —/2/e, iggw\/f’(wh\/%-

z€R

e Gemifl Theorem 3.9 kénnen nun N(0, 1)-verteilte Pseudozufallszahlen z1, xo, .. . wie folgt erzeugt wer-
den.
1. Generiere eine (0,1]-gleichverteilte Pseudozufallszahl u und eine (—+/2/e, \/2/e]-gleichverteilte
Pseudozufallszahl v.
2. Falls u > +/exp(—v?/(2u?)) gilt, d.h., falls logu > —v?/(4u®) bzw. Hquivalent hierzu v? >
—4u?logu, dann kehre zu Schritt 1 zuriick.
3. Setze z = v/u.
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3.3 Simulationsmethoden mit Markov-Ketten

e Sei F eine beliebige endliche Menge, beispielsweise eine gewisse Menge von (potentiell moglichen) digitali-
sierten Binédr- bzw. Graustufenbildern x = (z(v), v € V),
— wobei V eine endliche Menge von Pixeln ist,
— jedem Pixel v € V aus dem ,Beobachtungsfenster” V' ein Graustufenwert z(v) > 0 zugeordnet wird,

— 50 dass eine ,Matrix” (z(v), v € V) mit bestimmten Eigenschaften entsteht.

e Sei w: E — (0,1) eine beliebige (Wahrscheinlichkeits-) Funktion mit

wa=1 und x>0, Vx€eEFE.
xeE

e Wenn die Anzahl |E| der Elemente der Menge E grof ist,
— dann fiihrt die in Abschnitt 3.2 diskutierte Inversionsmethode bzw. die Akzeptanz- und Verwerfungs-
methode typischerweise nicht zu effizienten Algorithmen,

— um gemaf 7 verteilte Pseudozufallselemente x1,Xa, ... aus F zu erzeugen.

Beachte

e Eine alternative Simulationsmethode beruht

— auf der Konstruktion einer Markov-Kette Xg, X1, ... mit dem Zustandsraum F
— und mit einer (geeignet gewihlten) irreduziblen und aperiodischen Ubergangsmatrix P,
— so dass 7 die ergodische (Grenz-) Verteilung der Markov-Kette ist.

e Fiir hinreichend grofies n

— ist dann X,, ndherungsweise m-verteilt und
— kann somit in vielen Féllen zur effizienten Erzeugung von (ndherungsweise) mr-verteilten Pseudo-
zufallselementen aus E dienen.

e Man spricht deshalb in diesem Zusammenhang von Markov-Chain-Monte-Carlo-Simulation (MCMC).

3.3.1 Beispiel: Hard-Core-Modell
(vgl. O. Haggstrom (2002) Finite Markov Chains and Algorithmic Applications. CU Press, Cambridge)

e Wir betrachten einen verbundenen Graph G = (V, K)

— mit der Menge V' = {v1,...,vy|} von (endlich vielen) Eckpunkten

— und mit einer gewissen Menge K C V2 von Kanten, die jeweils zwei Eckpunkte miteinander verbinden.
e Jedem Eckpunkt aus V wird entweder der Wert 0 oder 1 zugeordnet,

— wobei die folgende Menge E C {0, 1}|V‘ von zuldssigen Konfigurationen betrachtet wird,
— fiir die keinem Paar von verbundenen Eckpunkten gleichzeitig der Wert 1 zugeordnet wird, vgl. die
Abbildung 4.

e Um unter den zuldssigen Konfigurationen x € E ,auf gut Gliick” auswihlen zu kénnen, betrachten wir die
(diskrete) Gleichverteilung 7 auf der Menge E mit

1

=7

wobei £ = |E| die Anzahl aller zuldssigen Konfigurationen bezeichnet.

VxeE, (30)

Tx
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Abbildung 4: Quadratisches Gitter G der Grofie 8 x 8, wobei die schwarz gesetzten Pixel dem Wert 1 entsprechen

e Wenn die Anzahlen |V| und |K| der Eckpunkte und Kanten des verbundenen Graphen G = (V, K) grofie
Zahlen sind,

— dann ist die explizite Beschreibung der Menge E der zulassigen Konfigurationen im allgemeinen schwie-
rig,
— die Anzahl / aller zuléssigen Konfigurationen ist deshalb typischerweise unbekannt,

— und die Formel (30) kann somit nicht direkt zur Simulation von ,zuféllig ausgewéhlten” zuldssigen
Konfigurationen genutzt werden.

MCMC-Simulationsalgorithmus

e Eine alternative Simulationsmethode besteht darin, eine Markov-Kette Xg, X1, ... zu konstruieren,

— mit dem Zustandsraum E und mit einer (geeignet gewahlten) irreduziblen und aperiodischen

Ubergangsmatrix P,

— so dass die ergodische (Grenz-) Verteilung w der Markov-Kette Xg, X1, ... durch (30) gegeben ist.

e Dabei erzeugen wir einen ,,Pfad” xg,x1, ... der Markov-Kette, und zwar mit Hilfe der rekursiven Kon-
struktion von Markov-Ketten, die bereits in Abschnitt 2.1.3 diskutiert wurde:
1. Wihle eine zuléssige Anfangskonfiguration xg € E.
2. Wihle ,auf gut Gliick” einen beliebigen Eckpunkt v € V und wirf eine faire Miinze.

3. Falls das Ereignis ,,Wappen” eintritt und falls z,(w) = 0 fiir sdmtliche Eckpunkte w € V gilt, die
mit v € V verbunden sind, dann setze z,1(v) = 1; ansonsten setze 11 (v) = 0.

4. Die Werte sédmtlicher Eckpunkte w # v bleiben unverdndert, d.h., es gilt z,11(w) = z,(w) fiir
jedes w # v.

Beachte

e Um die Schritte 2 — 4 dieses Algorithmus zu implementieren, muss die in (2.19) betrachtete ,,Update-
Funktion” ¢ : E x [0,1] — E entsprechend spezifiziert werden.
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e Das Einheitsintervall (0, 1] wird dabei in 2|V| gleichlange Teilintervalle (der Lange 1/2|V|) zerlegt,
— die den Ereignissen (vi, Wappen), (vi, Zahl), ..., (vy|, Wappen), (vy|, Zahl) entsprechen,
— und es gilt X' = ¢(x, z) mit
21—2 29-—1
2V 7 2|V

die mit v € V verbunden sind,

(
1, falls z € ( ] und z(w) = 0 fiir alle Eckpunkte w € V gilt,

2i—1 25 21—-2 21-—-1
"(v;) = fall —, o fall
z'(v;)=¢ 0, alls z € ( V] 2|V|] oder falls z € ( VT * 2V

nicht fiir alle Eckpunkte w € V gilt, die mit v € V' verbunden sind,

und z(w) =0

2¢—2 25
i), fall y = -
\ z(v;), fa sz¢(2|V| 2|V|]

(31)

e Aus dem folgenden Theorem ergibt sich, dass fiir hinreichend grofies n die n-te Riickgabe x, =
(zn(v), v € V) des Algorithmus ndherungsweise als ,zufillig ausgewéhlte” (d.h. gemaf m-verteilte)
zulassige Konfiguration angesehen werden kann.

Theorem 3.10

o Sei P = (pxx) die Ubergangsmatriz des in (31) betrachteten MCMC-Algorithmus fiir das Hard-Core-Modell,
und sei 7 die in (30) gegebene Wahrscheinlichkeitsfunktion.

e Dann ist P irreduzibel und aperiodisch, und das Paar (P, ) ist reversibel.

Beweis

e Um die Aperiodizitit von P = (pxx) zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass sdmtliche Diagonalelemente
von pxx von P positiv sind.
e Die Irreduzibilitéit von P ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen.
— Seien x,x' € E zwei zuldssige Konfigurationen, und seien m(x) bzw. m(x') die Anzahlen der auf
1 gesetzten Eckpunkte der Konfigurationen x bzw. x'.
— Dann ist zunichst der Ubergang x — %o in den ,Nullzustand” xo € E in m(x) Schritten mit
positiver Wahrscheinlichkeit moglich, wobei xo(v) = 0 fiir jedes v € V gilt.
— Dabei werden (jeweils mit positiver Wahrscheinlichkeit) die urspriinglich auf 1 gesetzten Eckpunkte
von x der Reihe nach auf 0 gesetzt.

— Anschliefend kann man auf dhnliche Weise in m(x') Schritten mit jeweils positiver Wahrschein-
lichkeit vom ,Nullzustand” xq in den Zustand x' iibergehen.

— Hieraus ergibt sich insgesamt, dass der Ubergang x — x’ in endlich vielen Schritten mit positiver
Wabhrscheinlichkeit moglich ist.

e Es ist nun noch die Giiltigkeit der Detailed-Balance-Gleichung (2.85) zu zeigen, d.h., dass
Trx Pxx! = Tx! Px'x 5 Vx, x' e E. (32)

— Wenn die Konfigurationen x,x’ € E {ibereinstimmen, dann ist die Giiltigkeit von (32) offensicht-
lich.

— Wenn z(v) # z'(v) fiir mehr als einen Eckpunkt v € V', dann gilt pyxr = pxrx = 0, und (32) gilt
somit auch in diesem Fall.

— Es gelte nun z(v) # z'(v) fiir ein v € V und z(w) = z'(w) fiir alle w # v.
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— Dann gilt z(w) = z'(w) = 0 fiir simtliche Eckpunkte w # v, die mit v verbunden sind, und folglich
ist
1 1

Tx Pxx! = Z W = Tx'Px'x - [}

Beachte

e Fiir jedes x € E sei m(x) die Anzahl der auf 1 gesetzten Eckpunkte der zuldssigen Konfiguration x.

e Wenn die zuléssige Konfiguration ,auf gut Gliick” ausgewahlt wird, dann gilt fiir den Erwartungswert
EY der zufalligen Anzahl Y der auf 1 gesetzten Eckpunkte, dass

EY = - Z m(x). (33)

xeF

e Wenn { eine grofie Zahl ist, dann ist jedoch die direkte Bestimmung des Erwartungswertes EY mit
Hilfe von Formel (33) im allgemeinen nicht mdglich, weil die analytische Bestimmung der Anzahlen
m(x) schwierig ist.

e Eine alternative Methode zur (ndherungsweisen) Bestimmung des Erwartungswertes EY beruht auf

der Erzeugung von k ,zufillig ausgewihlten” zuldssigen Konfigurationen x%l),xg), e ,x%k) € E mit k
Runs des oben beschriebenen Algorithmus der MCMC-Simulation.

e Das arithmetische Mittel (m(x(nl)) + m(x(nz)) +...+ m(x%k))) /k liegt wegen des starken Gesetzes der
grofien Zahlen (mit hoher Wahrscheinlichkeit) nahe bei EY', falls die Runlénge n und der Stichproben-
umfang k jeweils hinreichend grof sind.

3.3.2 Gibbs-Sampler

Der in Abschnitt 3.3.1 betrachtete MCMC-Algorithmus, um ,zufillig ausgewihlte” zuldssige Konfigurationen des
Hard-Core-Modells zu erzeugen, ist ein Spezialfall des sogenannnten Gibbs-Samplers zur MCMC-Simulation von
diskreten (hochdimensionalen) Zufallsvektoren.

e Sei V eine endliche (nichtleere) Index-Menge, und sei X = (X (v), v € V) ein diskreter Zufallsvektor,
— der mit Wahrscheinlichkeit 1 seine Werte in der endlichen (Zustands-) Menge E C RY| annimmt,
wobei wir voraussetzen,

— dass es fiir jedes Paar x,x’ € E eine (endliche) Folge von Zustinden yq,y1, ...,y € E gibt, so dass
Yo=X, Yp=X und #{eV:yW £yipa(w)}=1, Vi=0,...,n—1. (34)

e Sei w = (mx, x € E) die Wahrscheinlichkeitsfunktion des Zufallsvektors X mit 7y > 0 fiir jedes x € E, und
fiir jedes v € V sei

To(w) x(—v) = P(X(v) = 2(v) | X(~v) = x(-v)) (35)
— die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass die Komponente X (v) von X den Wert z(v) annimmt,

— unter der Bedingung, dass der Vektor X(—v) = (X (w), w € V' \ {v}) der {ibrigen Komponenten gleich
x(—v) ist, wobei vorausgesetzt wird, dass (z(v),x(—v)) € E.

MCMC-Simulationsalgorithmus

e Ahnlich wie in Abschnitt 3.3.1 konstruieren wir eine Markov-Kette X, X, ...

— mit dem Zustandsraum E und mit einer (geeignet gewihlten) irreduziblen und aperiodischen
Ubergangsmatrix P,

— so dass 7 die ergodische (Grenz-) Verteilung der zu konstruierenden Markov-Kette Xg, Xy, .. . ist.
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e Dabei erzeugen wir erneut mit Hilfe der rekursiven Konstruktion, die bereits in Abschnitt 2.1.3 disku-
tiert wurde, einen ,Pfad” xq, X1, ... der Markov-Kette:

1. Wihle einen Anfangszustand xg € E.

2. Wahle eine Komponente v € V gemif einer (vorgegebenen) Wahrscheinlichkeitsfunktion q =
(qv, v € V), so dass g, > 0 fiir jedes v € V.

3. Generiere den (aktualisierten) Wert x,,41(v) der v-ten Komponente gemaf der (bedingten) Wahr-
scheinlichkeitsfunktion

T x,(—v) = (ﬂ-w(v)lxn(—v)a VLL'(U) mit (.TC(U),X(—U)) € E) .
4. Die Werte samtlicher Komponenten w # v bleiben unverindert, d.h., es gilt z,1(w) = 2, (w) fiir

jedes w # v.

Theorem 3.11 Die Ubergangsmatriz P = (pxxr) sei gegeben durch
Pxx! = Z Qoo () x(—v) L(x(—v) = x'(=v)), Vx,x' € E, (36)
veV
wobei die bedingten Wahrscheinlichkeiten Ty () x(—v) in (35) gegeben sind. Dann ist P irreduzibel und aperiodisch,
und das Paar (P, ) ist reversibel.
Beweis Die Behauptung ergibt sich auf &hnliche Weise wie im Beweis von Theorem 3.10.

e Um die Aperiodizitit von P = (pxxr) zu zeigen, geniigt es zu beachten,
— dass fiir jedes x € FE
Tx
DPxx = Z QuTg(v)| x(—v) = Z Qv E >0

% % Tz
ve ve zEE:z(fv):x(fv)

— und dass somit simtliche Diagonalelemente px x von P positiv sind.

e Die Irreduzibilitit von P ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen.

Fiir beliebige, jedoch fest vorgegebene x,x’ € E sei k < |V| die Anzahl derjenigen Komponenten
v € V mit z(v) # z'(v).
— Fiir k =0, d.h. x = x', hatten wir bereits beim Nachweis der Aperiodizitit gezeigt, dass pxx > 0.

Sei nun k& > 0, wobei wir 0.B.d.A. annehmen, dass die Komponenten linear durchnumeriert sind
und dass die ersten k Komponenten von x und x’ voneinander verschieden sind.

— Die Voraussetzung (34) {iber die Struktur des Zustandsraumes E impliziert, dass es eine Folge
Yo,---, Yk € E gibt, so dass yo = x und

y1 = (2'(v1),2(v2),. .., z(vpv))) s -5 Yi = (&' (V1) 2" (0k), 2(Vk41), - - - 2(v)y))) =X
— Fiir jedes i =0,...,k — 1 gilt dann

T i
Pyiyiv1 = QuiTy; 1 (vi)|yi(—vi) = Qvs Zy £ p >0 (37)

z€E: z(—v;)=yi(—v;i)

und somit auch pi];), > Hfz_ol Dyiyis1 > 0.
e Es ist nun noch die Giiltigkeit der Detailed-Balance-Gleichung (2.85) zu zeigen, d.h., dass

Tx Pxx! = Tx! Px'x » VX, XI €EFE. (38)

— Wenn x = x' gilt, dann ist die Giiltigkeit von (38) offensichtlich.
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— Wenn z(v) # z'(v) fiir mehr als eine Komponente v € V, dann gilt pxx = pxx = 0, und (38) gilt
somit auch in diesem Fall.
— Es gelte nun z(v) # 2'(v) fiir ein v € V und z(w) = z'(w) fiir alle w # v. Dann ergibt sich aus

(37), dass
Tx Prxt = T Qo Tx! — QuTx = T P
X VXX X ﬂ'z X Z ﬂ'z X X'X - D
zEE: z(—v)=x(—v) zEE: z(—v)=x'(—v)
Sei Xg,Xy,... eine Markov-Kette mit dem Zustandsraum E und mit der in (36) gegebenen Ubergangsmatrix

P = (pxx’)- Aus Theorem 3.11 ergibt sich dann, dass
lim drv (an,ﬂ') =0 (39)
n—oo

fiir jede Anfangsverteilung ag, wobei ¢, die Verteilung von X,, bezeichnet. Aufierdem gilt fiir den Gibbs-Sampler
die folgende Monotonie-Eigenschaft.

Theorem 3.12  Fiir jedesn =0,1,... gilt

dTv(a", 71') > dTv(OLn+1,ﬂ') . (40)

Beweis
o Fiir beliebige v € V und x' € E ergibt sich aus (35), dass
(35)
Z Tz’ (v)| x(—v) Tx = Z Tx! Tz (v)| ' (~v)
x€E: x(—v)=x'(—v) x€E: x(—v)=x'(—v)

= T > T (v)] x (—v) = T - (41)
x€E: x(—v)=x'(—v)

>

~
=1

e Hieraus und aus der Definitionsgleichung (36) der Ubergangsmatrix P = (pyx') ergibt sich, dass

2drv(any1,m) = Z | g1, 50 — T
x'eFE
= Z Z On,x Pxx! — Tx!
x'€é€FE x€EFE
(3_—6) Z Z Qp, x Z qvﬂ-wl(v)l x(—v) ][(X(—U) = XI(—’U)) — Tx!
x'cE xcF vEV

= Z Z v Z Tz (v)| x(—v)O¥n, x — Tx’

x'€E veV x€E: x(—v)=x'(—v)

DI > a1 (0) x(~v) (@, x = )

x'€E veV x€E: x(—v)=x'(—v)

Z Z Qv Z Tz’ (v)| x(—v) | Qn,x — 7Tx|

x'€EveV x€EE: x(—v)=x'(—v)

= Y D> a > Tt (v)] x(~v) | @¥n, x — x|

xcEveV x'€E:x'(—v)=x(—v)

IN

/

~

> Paxr =1
x'€eE

= Z|an,x—7rx| = 2drv(ap,m). O
xeFE

(36)
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Beachte
e Eine modifizierte Version des bisher in diesem Abschnitt betrachteten Gibbs-Samplers ist der zyklische
Gibbs-Sampler, bei dem die jeweils zu aktualisierende Komponente v € V

— nicht gemaf einer (vorgegebenen) Wahrscheinlichkeitsfunktion q = (g,, v € V'), so dass ¢, > 0 fiir
jedes v € V', ausgewidhlt wird,

— sondern die Komponenten v € V werden durchnumeriert und der Reihe nach (auf deterministische
Weise) ausgewahlt.

e Falls k = n|V| + i fiir gewisse Zahlen n = 0,1,... und i = 1,...,[V|, dann ist die Matrix P(k) =
(pxx' (k)) der Ubergangswahrscheinlichkeiten pxx (k) im k-ten Schritt gegeben durch

Pxxt (K) = Tt ()| x(—vi) ][(x(—vi) = x'(—fui)) , Vx,x' € E. (42)

e Fiir einen gesamten (Scan-) Zyklus, bei dem jede Komponente genau einmal aktualisiert wird, ergibt
sich die Ubergangsmatrix
P=PQ)-...-P(|V)). (43)
e Man kann sich leicht iiberlegen, dass die in (42) und (43) gegebene Matrix P = (pxx’)
— irreduzibel und aperiodisch ist
— und dass 7 die stationére (Grenz-) Verteilung von P ist,
— denn fiir jedes i = 1,...,|V| und fiir jedes x' € E ergibt sich aus (41) und (42), dass

N CY 4
Z TixPxx! (Z) (:2) Z TxTg! (v;)| x(—v;) ][(X(—'Uz') = X’(_Ui)) (:1) Tx!
x€EFE xcE

— und dass somit auch

E TxPxx' = Tx! -

xeFE

e Das Paar (P, ) ist im allgemeinen nicht reversibel. In Abschnitt 2.3.4 hatten wir jedoch gezeigt, dass
das Paar (M, 1) reversibel ist, wobei

M=PP mit P = diag(zx;")P" diag(mx) (44)
die multiplikativ reversible Version von P bezeichnet.
Theorem 3.13 Es gilt
M=PQ)-...-P(V])-P(V])-...- P(1), (45)
d.h., die multiplikativ reversible Version M der ,Vorwdrts-Scan-Matriz” P stimmt mit der ,Vorwdirts-Riickwdrts-
Scan-Matriz” iberein.
Beweis

e Es geniigt zu zeigen, dass P = P(|V]) -...- P(1) fiir die in (44) definierte Matirx P = (Pyy) gilt.
e Aus (42)—(44) ergibt sich, dass fiir beliebige x,x' € E

ﬁxx’ = (diag(ﬁxl)PT dlag(ﬂ'x))

xx!

<diag(7r;1)PT(|V|) .- PT(1) diag(wx)>

xx'

1
= Yo Tatulv o) T0C0) = Y1 (o)) Ty ol va(- o o)
Yio¥v|—1€E X

X W(y1(—vpv—1) = ¥2(—0jvi=1)) - Ty (01) x (=) LT v =1 (=01) = X' (—01)) 7 .
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e Hieraus und aus (35) ergibt sich nun (dhnlich wie beim Beweis von (38)), dass

P = D, Ty(ownixt=v v TE(=0v) = Y1 (=0 ) Tya oy ) ya(=vpv 1)
Y15y | v|—1€E

X I(y1(=vjy 1) =¥2(=vv|-1)) - ot o) 3y a (o) LIV -1 (=v1) = X' (=01))

= (PqVD)-... 'P(l))xxf' O

Beachte

e Bei der praktischen Anwendung von Gibbs-Samplern wird stets vorausgesetzt,
— dass die in (36) bzw. (42) betrachteten bedingten Wahrscheinlichkeiten

Ta(v)| x(—v) = P(X (v) = z(v) | X(—v) = x(—v))

fiir jedes v € V lediglich von dem Vektor (z(w), w € N'(v)) derjenigen Werte abhiéingen,
— die der Zufallsvektor X = (X (w), w € V) in einer gewissen (mdglichst kleinen) Nachbarschaft
N () CV von v € V annimmt.

e Dabei wird eine Familie N' = {N(v), v € V} von Teilmengen von V ein System von Nachbarschaften
genannt, falls fiir beliebige v,w € V

(a) v & N(v),
(b) aus w € N (v) stets v € N (w) folgt.

e Fiir das in Abschnitt 3.3.1 diskutierte Beispiel des Hard-Core-Modells ist A (v) fiir jeden Eckpunkt
v € V die Menge derjenigen Eckpunkte w # v, die (direkt) mit v durch eine Kante verbunden sind.

3.3.3 Metropolis-Hastings-Algorithmus

e Wir zeigen nun, dass der in Abschnitt 3.3.2 betrachtete Gibbs-Sampler ein Spezialfall einer groferen Klasse
von MCMC-Algorithmen ist, und zwar der sogenannten Algorithmen vom Metropolis-Hastings-Typ, wobei
die Verallgemeinerung in zweierlei Hinsicht erfolgt:

1. Der in (36) betrachtete Ansatz
Pxx! = Z Qoo ()| x(—v) L(x(—v) = x'(—v)) , Vx,x' € E (46)
veV

fiir die Matrix P = (pxx) der ﬂ'bergangswahrscheinlichkeiten Pxx' wird verallgemeinert.

2. Zusétzlich wird ein Verfahren zur Akzeptanz bzw. Verwerfung der Updates x — x’ in den Algorith-
mus integriert, dass auf einer dhnlichen Idee wie die in Abschnitt 3.2.3 diskutierte Akzeptanz- und
Verwerfungsmethode beruht, vgl. insbesondere Theorem 3.5.

e Sei V eine endliche (nichtleere) Index-Menge, und sei X = (X (v), v € V) ein diskreter Zufallsvektor,

— der mit Wahrscheinlichkeit 1 seine Werte in der endlichen (Zustands-) Menge E C R annimmt,

— wobei wir sowie bisher fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion w = (7x, x € E) des Zufallsvektors X
voraussetzen, dass mx > 0 fiir jedes x € E.

e Die Ubergangsmatrix P = (pxx) der zu konstruierenden Markov-Kette Xo, X, ... mit der ergodischen
(Grenz-) Verteilung 7 sei gegeben durch den Ansatz

DPxx! = Qxx'Gxx’ , VX, x' € E mit x 7£ xl7 (47)
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— wobei Q = (gxxr) €ine beliebige stochastische Matrix ist, die irreduzibel und aperiodisch sei, so dass
gxx' = 0 genau dann, wenn gxx = 0.

— die Matrix A = (axx) gegeben ist durch

Sxx!
xx! = 5 48
a T (48)
so dass
Tx Jxx’  falls gew > 0,
bt = Tx'x'x (49)
0, falls gxxr =0,

— und S = (sxx') eine beliebige symmetrische Matrix ist mit

0 < Sxx! S 1 + min {txx’ ;tx’x} . (50)

Beachte

e Der in (47) betrachtete Strukturansatz fiir die Ubergangsmatrix P = (pxx) ldsst sich wie folgt inter-
pretieren.
— Zuniichst wird gemif Q = (gxx’) ein Kandidat x' € E fiir den Update x — x' erzeugt.
— Falls x’ # x, dann wird x' mit der Wahrscheinlichkeit axxs akzeptiert,
— d.h., mit der Wahrscheinlichkeit 1 — axxr wird der Update x — x' verworfen (und der jeweils
aktuelle Zustand x wird somit nicht veréndert).

e Um den in (47)—(50) definierten Metropolis-Hastings-Algorithmus anwenden zu konnen, miissen fiir
eine gegebene , potientielle” Ubergangsmatrix Q = (gxx ) lediglich die Quotienten 7 /7 fiir diejenigen
Paare x, x' € E von Zustinden bekannt sein, fiir die g, > 0 gilt.

e Der in Abschnitt 3.3.2 betrachtete Spezialfall des Gibbs-Samplers ergibt sich,

— wenn die ,potentiellen” Ubergangswahrscheinlichkeiten gy, so wie in (46) gewihlt werden.
— Fiir beliebige x, x' € E mit #{v € V : z2(v) # 2'(v)} <1 gilt dann

TxQxx! = Tx!Qx'x und somit txxr = 1.

— Mit der Wahl syx» = 1 + min {txx: ,tx:x} ergibt sich nun, dass axxr = 1 fiir beliebige x, x' € E
mit #{v € V : z(v) #2'(v)} < 1.

Theorem 3.14 Die in (47)~(50) gegebene Ubergangsmatriz P = (pxx:) ist irreduzibel und aperiodisch, und das
Paar (P, ) ist reversibel.
Beweis

e Weil die in (48)—(50) gegebenen Akzeptanzwahrscheinlichkeiten axy fiir beliebige x,x' € E positiv
sind, ergibt sich die Irreduzibilitdt und Aperiodizitiat P = (pxx’) aus den entsprechenden Eigenschaften

von Q = ((Ixx’)-
e Um die die Giiltigkeit der Detailed-Balance-Gleichung (2.85) zu zeigen, d.h., dass

Tix Pxx! = Tx! Px'x 5 vx, x' € E, (51)

unterscheiden wir zwei Fille.
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— Wenn gxxr = gxrx = 0, dann gilt pxxr = pxrx = 0 und somit auch (51).
— Wenn gxx > 0, dann gilt auch gx'x > 0, und aus (47)—(50) ergibt sich, dass

TxPxx! = Tx@xx!'Axx!
Sxx'Tx'gx'x
= TxQxx' ——————
Tx! gx'x + Tx Qxx'
= Tx'Px'x,
wobei sich die letzte Gleichheit aus der Symmetrie der Matrix S = (sxx/) ergibt. |

Beispiele

1. Metropolis-Algorithmus

e Der klassische Metropolis-Algorithmus ergibt sich, wenn in (50) die Gleichheit betrachtet wird,
d.h., wenn
Sxx! =1+min{txx’>tx’x}7 VX, XIEE'

e Fiir die Akzeptanzwahrscheinlichkeiten ax,s gilt dann fiir beliebige x, x' € E mit g > 0, dass

1+ min {txxr , twrx

Axx’ =

1 + tx’x
min{1+txx’a ]-+tx’x} . 1+t
= =ming 1, ———
1+ txx! 1+ txx!
= mind1, XX
Trx Qxx!
dh.,
. . Tx! gx'x / .
Oxx' = min< 1, ——— &, Vx,x € F mit gxx > 0. (52)
Tx(dxx’

e Wenn die Matrix Q = (gxx) der ,potentiellen” Ubergangswahrscheinlichkeiten symmetrisch ist,
dann ergibt sich aus (52), dass

Ot = min{l, ! } . Vx, %' € Emit g > 0. (53)

Tx

e Die Akzeptanzwahrscheinlichkeiten axx sind also insbesondere dann durch (53) gegeben, wenn die
spotentiellen” Updates x — x’ ,auf gut Gliick” gewihlt werden, d.h., wenn
! Vx,x' € E
xx' = 747 X, X .
|E|
2. Barker-Algorithmus

e Der sogenannte Barker-Algorithmus ergibt sich, wenn die Matrix S = (sxx/) mit sxx = 1 fiir
beliebige x, x' € E betrachtet wird.

e Fiir die Akzeptanzwahrscheinlichkeiten axy gilt dann
Tix!'@x'x

o = —— I yy e Bomit gy > 0. (54)
Tx! Gx'x + Tx xx!

e Wenn die Matrix Q = (gxx') der ,potentiellen” Ubergangswahrscheinlichkeiten symmetrisch ist,
dann gilt insbesondere

Uyt = ——— | Vx, x' € E mit gxr > 0. (55)
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MCMC-Simulationsalgorithmus
e Genauso wie bei dem in Abschnitt 3.3.2 diskutierten Gibbs-Sampler konstruieren wir eine Markov-
Kette Xo, Xl; P

— mit dem Zustandsraum E und mit der in (47)-(50) gegebenen (irreduziblen und aperiodischen)
Ubergangsmatrix P = (pxx!),
— so dass 7 die ergodische (Grenz-) Verteilung der Markov-Kette X, X, ... ist.
e Fiir hinreichend grofies n stimmt dann die Verteilung «,, von X,, ndherungsweise mit 7 tiberein.
e Um Fehlerbetrachtungen fiir MCMC-Simulationsalgorithmen durchfiihren zu konnen, ist es niitzlich,

— den Variationsabstand drv (o, w) zwischen den Verteilungen a,, und 7
— bzw. Abschdtzungen hierfiir zu kennen, vgl. Abschnitt 3.4.1.

3.4 Fehleranalyse bei MCMC-Simulation
3.4.1 Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit

e Wir zeigen nun, wie die in Abschnitt 2.3 hergeleiteten allgemeinen Abschétzungen fiir den Variations-
abstand drv (o, ™) bzw. fir den zweitgrofiten Betrag |#2| = max{\a,|A¢|} der Eigenwerte A1,..., A, der
Ubergangsmatrix P genutzt werden konnen,

— um obere Schranken fiir die Grofe von drv(a,, @) zu bestimmen, die sich im n-ten Iterationsschritt
bei der MCMC-Simulation mit dem Metropolis-Algorithmus ergibt,

— wenn die zu simulierende Verteilung 7 den folgenden Bedingungen geniigt.
e Und zwar nehmen wir an,

— dass mx # 7y fiir beliebige x, x' € E mit x # x/,

— und dass die Zusténde X, ...,%x; € E so numeriert sind, dass mx, > ... > 7x,-

e Wir konnen deshalb (0.B.d.A.) zu der bereits in Abschnitt 2.3 verwendeten Schreibweise zuriickkehren und
identifizieren die Zusténde x1,...,%x; € E mit den ersten £ natiirlichen Zahlen, d.h. E = {1,...,£}.

e Die Wahrscheinlichkeiten 7; (= 7x;) lassen sich dann in der folgenden Form schreiben:

G A4 1 { 56
T = Z(b) ) t=1,...,t, ( )
— wobei h: {1,...,£} = (1, 00) eine monoton wachsende Funktion ist,

— b€ (0,1) so gewdhlt wird, dass fiir eine gewisse Konstante ¢ > 1

h(i+1)—h(i)>c, Vi=1,...,0—1 (57)

— und z(b) = Ele b"(@) ein (im allgemeinen unbekannter) Normierungsfaktor ist.

e Um einen Metropolis-Algorithmus zur MCMC-Simulation von = (my,...,m)" definieren zu kdnnen,
setzen wir aufserdem voraus,

— dass die Basis b und die Differenzen h(i + 1) — h(i) fiir jedes ¢ = 1,...,£ — 1 bekannt sind,

— d.h. insbesondere, dass die Quotienten ;41 /m; fiir jedes i = 1,...,£ — 1 bekannt sind.
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e Fiir die Matrix Q = (g;;) der ,potentiellen” Ubergange i — j gelte

1
5o fallsi=1j=12o0deri="¢j=060-1,
1

%= 5, fallsi=2..£-Tundj=i-1i+1, (58)
0, sonst.

— Die Akzeptanzwahrscheinlichkeiten a;; seien durch (53) gegeben, d.h.

aij = min{1, M} =min{1, B"OD-rD} Vi je{1,..., 0 mit g; = g;; > 0.
Tiqij

— Fiir die Eintragungen p;; = g;ja;; der Ubergangsmatrix P = (pij) der MCMC-Simulation ergibt sich
dann aus (56) und (58), dass

ph(2)—h(1) ph(2)—h(1) 1
pi1=1-— 9 D12 = 9 Deo—1 = Pee = BY (59)
und fiir i =2,...,4-1
1 ph(i+1)—h(%)
Diji—1 = 5 ’ Diji+1 = f , pi=1 — Pii—1 — Pii+1 - (60)

Theorem 3.15  Fiir den 2weitgriften Eigenwert Ay der in (59)—(60) definierten Ubergangsmatriz P = (p;;) gilt

1— bc/2 2
o<1- L) (61)
2
Beweis
e In Theorem 3.14 hatten wir gezeigt, dass das Paar (P, ) reversibel ist.
e Aus dem Theorem von Rayleigh (vgl. Theorem 2.17) ergibt sich somit die Darstellungsformel
D ™ )
Ay =1— inf Dpm (x,x) (62)

xeRy  Varg(x) ’

— wobei R, = {x = (z1,...,2,)7 € R* : =; # ; fiir ein Paar i,j € E} die Menge derjenigen
Vektoren aus R¢ bezeichnet, fiir die nicht alle Komponenten gleich sind,
— Var (x) = ||x]|2 — (x)2 die Varianz der Komponenten von x beziiglich
— und D(p x)(x,%x) = ((I - P)x,x) _ die Dirichlet-Form des reversiblen Paares (P, ) ist.
e Wegen (62) geniigt es zu zeigen, dass

Var (x) < aD(p ) (X,X), Vx € R (63)
fiir eine Konstante a mit 9
0 <a S m (64)

— Ahnlich wie im Beweis von Theorem 2.18 ergibt sich mit den dort eingefiihrten Bezeichnungen,
dass fiir jedes 6 € (0,1)

2Var,r(x) = Z (JU, - .Zj)Qﬂ'i?Tj
i,jEE
2
- ZE(Z a7 A e —e0)) i
S Z (z Q(€)20(xe— _xe‘*‘ )(Z Q > T
1,JEE \e€7ij e€yij
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wobei der ,gerichteten Kante” e = (e™,e") die ,Kantenwahrscheinlichkeit” Q(e) = Te- pe- o+
zugeordnet wird und -;; den ,,Pfad” von ¢ nach j bezeichnet.

— Mit der Schreibweise |v;jlg = > Q(e) 2% erhalten wir somit, dass

€eE€Yij
War,(x) < Y |jle Y, Q€)* (we- — ze+r) mim;
i, JEE ecyij
= ) (@e- —2e+)’Q)Qe)* T Y mim|viso -
ect YijDe

— Hieraus ergibt sich die Giiltigkeit von (63) fiir
a= 1:1&3({@(6)2971 Z 7Tz'7Tj|%'j|o} ) (65)
vij €
weil wir in Lemma, 2.8 gezeigt hatten, dass
2D(P,7r) (X7 X) = Z(me_ - $e+)2Q(e) :
eef

e Es ist nun noch zu zeigen, dass die in (65) betrachtete Konstante a der Ungleichung (64) geniigt.
— Hierfiir wihlen wir den Pfad v;; = (i,i+1,...,7 — 1, j) fiir jedes Paar ¢,j € E mit i < j.
— Dann ergibt sich aus (56) und (59)—(60), dass

ph(i) pRGHD-RG)

2(b) 2 2

Qi,i+1) = mipiit1 =
— Aus der in Theorem 3.14 gezeigten Reversibilitit des Paares (P, ) folgt somit, dass

QUi+ 1,0) = Qi+ 1) = "L

— Wegen (56) und (57) ergibt sich hieraus, dass fiir beliebige i,j € E mit 1 < j

= () () ) (F) T i) ()
Uy 5 2 2

22071_'—29
< J
= 1 — p2ct "’
— Auferdem haben séimtliche Kanten e € £ die Form e = (i,i + 1) oder e = (i, — 1), denn fiir die
in (58)—(60) gegebenen Eintragungen der Ubergangsmatrix P = (p;;) gilt p;; = 0, falls |i — j| > 1.
e Fiir die in (65) betrachtete Konstante a ergibt sich somit insgesamt, dass fiir § < 1/2

a = max{Q(e)M_1 Z 7T¢7Tj|’Yij|9}

ee€
Yijoe

1-260

20—1 29 TiT;

= P {Q(k’k 1 z Sy b2e?
1<i<k,k+1<5<¢

2
<
= (1= p2eb)(1 — be(1-20))

weil Q(k, k+ 1)1 = (7rk+1/2)2971 bzw. 37, cicp i <1 und
1—20

1-20 _ 1)1 2? e \120\ 1 o Tr+1
T _((_) T . =y

T, T
kr1<y<t k+1 k1
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e Fiir § = 1/4 ergibt sich hieraus die Abschétzung (64). O

Bei der Herleitung einer unteren Schranke fiir den kleinsten Eigenwert ), der in (59)—(60) definierten Ubergangs-
matrix P = (p;;) ist der folgende Hilfssatz niitzlich.

Lemma 3.1
o Sei A = (ay;) eine beliebige £ x {-Matriz, und fir jedes i =1,...,0 seim; = 3, 1 <j<q jzi Qi)

o Sei \ ein beliebiger Eigenwert von A, sei ¢ = (¢1,...,¢¢)" # o ein rechter Eigenvektor, der zu X gehort,
und sei k die Nummer derjenigen Komponente ¢ mit

|éx] = max |¢;] > 0.

e Dann gilt
|)\—akk| <7rE. (66)

Beweis
e Aus der Definitionsgleichung A¢ = A¢ von A bzw. ¢ ergibt sich insbesondere, dass
¢
Doaridi=Abr  baw. A —awm)dr= Y, akd;-
Jj=1 31 1<5<¢, j#k
e Hieraus folgt, dass

A —arellgel < D0 langllgg] Srelgel  bawe (A —aw| <7 O
J:1<G<t, j#k

Theorem 3.16  Fiir den kleinsten Eigenwert A\, der in (59)—(60) definierten Ubergangsmatriz P = (p;;) gilt
e > —b°. (67)

Beweis

e Aus Lemma 3.1 ergibt sich fiir A = P (und fiir den in Lemma 3.1 betrachteten, zu A; gehdrenden
Index k), dass

Me—pel <) pri=1-pw  bzw. A > —1+2pgk.
J:1<3<¢, j#k
e Hieraus und aus (59)—(60) folgt, dass

1w
Ae>—1+2 min p,-iz—1+2(1————):—b0. 0
i=1,...,4 2 2

Beachte Insgesamt ergibt sich aus den Theoremen 3.15 und 3.16 die Abschétzung

(1 _ bc/2)2 7 bc} 1 (1 _ bc/2)2 . (68)

|62] = max{Az, [A¢|} < max{l - 5 5
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3.4.2 MCMC-Schitzer; Bias und Fundamentalmatrix

In diesem Abschnitt betrachten wir Giiteeigenschaften von Monte-Carlo-Schitzern fiir Erwartungswerte.

o Beispiele fiir dhnliche Fragestellungen wurden bereits in Abschnitt 3.1.1 diskutiert,

— und zwar im Zusammenhang mit der statistischen Schitzung der Zahl =
— bzw. des Wertes von Integralen mittels Monte-Carlo-Simulation.
e Dabei hatten wir in Abschnitt 3.1.1 jedoch vorausgesetzt,
— dass die verwendeten Pseudozufallszahlen als Realisierungen von unabhéngigen und identisch verteilten
Stichprobenvariablen aufgefasst werden kénnen,
— wogegen wir jetzt annehmen, dass die Stichprobenvariablen eine (geeignet gewahlte) Markov-Kette

bilden.

e Deshalb sprechen wir nun auch von Markov-Chain-Monte-Carlo-Schdtzern bzw. kurz von MCMC-Schétzern.

Statistisches Modell

e Sei V eine endliche (nichtleere) Index-Menge, und sei X = (X (v), v € V) ein diskreter Zufallsvektor,
— der mit Wahrscheinlichkeit 1 seine Werte in der endlichen (Zustands-) Menge E C RV annimmt,
— wobei wir den Wertebereich E mit der Menge E = {1,...,£} der ersten £ = |E| natiirlichen Zahlen
identifizieren
— und iiber die Wahrscheinlichkeitsfunktion 7 = (7;, ¢ € E) des Zufallsvektors X voraussetzen, dass
m; > 0 fiir jedes i € E.

e Fiir eine beliebige, jedoch fest vorgegebene Funktion ¢ : E — R
— soll der Erwartungswert 6 = E ¢(X) mittels MCMC-Simulation geschétzt werden, wobei

f=7"¢p (69)
—und ¢ = (p1,...,9¢) " den Vektor der Funktionswerte von ¢ : E — R bezeichnet.

e Als Schatzer fiir 8 betrachten wir die Zufallsvariable

n—1

~ 1
0, = —
k=0
— wobei Xy, Xy,... eine Markov-Kette ist mit dem Zustandsraum E, mit einer (beliebigen, jedoch

fest vorgegebenen) Anfangsverteilung o sowie
— mit einer irreduziblen und aperiodischen Ubergangsmatrix P = (pij), so dass 7 die ergodische
(Grenz-) Verteilung beziiglich P ist.
Beachte
e Weil die Anfangsverteilung o typischerweise nicht mit der zu simulierenden Verteilung = {iberein-
stimmt,

— ist der in (70) definierte MCMC-Schatzer B, bei fest vorgegebenem (endlichen) Stichprobenumfang
n nicht erwartungstreu,
— d.h., im allgemeinen gilt E§,, # 0 fiir jedes n > 1.

e Bei der Bestimmung des Bias E §n — 0 ist die folgende Darstellungsformel niitzlich.

Theorem 3.17  Fiir jedes n > 1 gilt

E@nzlaTZPk¢. (71)
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Beweis

e In Theorem 2.3 hatten wir gezeigt, dass fiir jedes k£ > 1 die Verteilung o, von X, gegeben ist durch
T Tpk
a, =a P~

e Somit ergibt sich aus der Definitionsgleichung (70) des MCMC-Schétzers @\n, dass

-
3
|
—
3
|
—

e
~ 1
E 4§, = Ep(Xg) = - a;—zp =
=0 k=0 k=0

S|

1 n—1

Tpk T k
a Plp=—« Ply.
2 n kE_O 2

=

Beachte

e Aus Theorem 3.17 und aus der Ergodizitéit der Ubergangsmatrix P ergibt sich unter Beriicksichtigung
von (69) sofort, dass
lim B4, =0,

n—oo

e d.h., der in (70) definierte MCMC-Schétzer 0, fiir 6 ist asymptotisch erwartungstreu.

Auflerdem kann die Asymptotik des Ausdruckes n(IE §n — 0) fiir n — oo bestimmt werden. Hierfiir leiten wir
zundchst zwei elementare Hilfssétze her.

Lemma 3.2 Sei IT die £ x { Matriz, die aus den £ identischen (Zeilen-) Vektoren w' besteht. Dann gilt

P-m"=pP"-1I (72)
fiir jedes n > 1 und insbesondere

lim (P —II)" = 0. (73)

n—0o0

Beweis

e Offenbar gilt (72) fiir n = 1.

— Wenn nun angenommen wird, dass (72) fiir ein n — 1 > 1 gilt, dann gilt auch
(P-I)" = (P—IN"'(P—II)= (P — )P —1II)
P"—TIP —P" 'II + IT* = P" — 11,
wobei sich die letzte Gleichheit aus der Tatsache ergibt, dass
#'P=n" undsomit IIP=PI=II=1II".

— Damit ist die Giiltigkeit von (72) fiir jedes n > 1 bewiesen.
e Weil vorausgesetzt wird, dass P irreduzibel und aperiodisch ist,

— ergibt sich aus den Theoremen 2.4 und 2.9, dass P” —II — 0, wenn n — oo.
— Hieraus und aus (72) folgt, dass auch (P — II)™ — 0 gilt, wenn n — oo. O

Beachte

e Aus der in Lemma 3.2 gezeigten Null-Konvergenz (P —II)® — 0 fiir n — oo, ergibt sich nun mit Hilfe
von Lemma 2.4, dass die Matrix I — (P — II) invertierbar ist.

e Um dies zu zeigen, geniigt es, in Lemma, 2.4 die Matrix A = P — IT zu betrachten.
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e Die inverse Matrix
Z=(I—(P-1I)! (74)

ist also wohldefiniert und wird die Fundamentalmatriz von P genannt.

Lemma 3.3 Fir die Fundamentalmatrizc Z = (I — (P — II))~" der irreduziblen und aperiodischen Ubergangs-
matriz P gelten die Darstellungsformeln

Z=1+) (PF-10) (75)
k=1
und
n—1 n— k .
Z=I+nlgr;oz::1 — (P —10). (76)
Beweis

e Die Giiltigkeit von (75) ergibt sich aus den Lemma 2.4 und Lemma 3.2, denn fiir A = P —IT gilt, dass
Z = (I-A)"
= (I-A)"! lim (I-A")
n—oo

= lim ((1 _A)I- A"))

n—oo

lim (I+A+...+A"—1)

n—oo
o0 o
= I+) At <= I+Z(P—H)’“)
k=1 k=1
72 >
@ o1y et -m).
k=1

e Um die Giiltigkeit von (76) zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass

zn:(Pk—H)—nZ_l n—Fk (Pk—n)zzn: L 3 k(P -0

n
k=1 k=1 k=1 k=1

und dass der letzte Ausdruck gegen 0 strebt, wenn n — oco.
e Dabei ergibt sich diese Null-Konvergenz aus der Tatsache, dass jede £ x £ Matrix A der Identitdt

n n
I-A)> kA* =>" AF —nAH
k=1 k=1

geniigt und dass somit fiir A = P —II

n—oo N n—oe

lim * Y kP -IF = lim (% Zi(P—H)’“ —Z(P—H)”“)
k=1

n—oo N n—oo
k=1 N—_— ———,
(73 0

@ z( lim © S (PF — 1) — lim (P — H)"+1>
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Mit Hilfe von Theorem 3.17 und Lemma 3.3 kdnnen wir nun das asymptotische Verhalten des Bias E §n -0
genauer bestimmen.

Theorem 3.18

e Seia= (aTZ - ﬂT)cp, wobei Z die in (74) eingefihrte Fundamentalmatriz von P ist.

o Fir jedes n > 1 gilt dann

Beweis

3.4.3

n(]E@\n—G):a—%en,

wobei e, ein Restglied ist mit e, — 0 fiir n — co.

e Aus der Darstellungsformel (75) in Lemma 3.3 ergibt sich, dass

n—1

T R T k_
a'Zy = aptao nh—{%o;(P )y

T+ i (a7 () o - - Do)
k=1 T

n—1
g T Y, (1T
= Jm (a7 (X P)e-(n-DrTe).
k=0
e Hieraus und aus Theorem 3.17 ergibt sich fiir eine gewisse Folge {e,} mit e, — 0, dass
a = (a'Z-7")p

n—1

= a' (Z Pk)cp —nw @ —ep
k=0

(71)

= n]E@n —mrTcp —e,

€ n(E §n—0) —e,.

Asymptotische Schitzvarianz; mittlerer quadratischer Fehler

Fiir das in Abschnitt 3.4.2 eingefiihrte statistische Modell untersuchen wir nun das asymptotische Verhalten der
Varianz Var 6, wenn n — oo.

Theorem 3.19 FEs gilt

wobei 02 = YE_ | mi( s

Beweis

lim nVar 8, =02 +2r " diag(p)(Z — )¢,

n—oo

e Offenbar gilt

n? Var gn =E ("il Lp(Xk))2 - (SESO(Xk))Z
k=0 k=0

und somit

n—1

n—1 2
W Vardy =S EGX)+2 Y E(pXeeXw)) - (S EeXe) -
k=0

0<k<k'<n—1 k=0

—0)2 und Z = (1— (P —1I))~! die in (74) definierte Fundamentalmatriz von P ist.

(78)

(79)
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e Wir nutzen nun diese Darstellungsformel, um die Giiltigkeit von (78) zunichst fiir den Fall a9 = 7 zu
zeigen.

— In diesem Fall gilt n&mlich, dass

n—1 n—1 £
(Z 1E<,0(Xk))2 = (n#)* und Z E*(Xy) =n chp? .
k=0 k=0 i=1

— Aufierdem ergibt sich dann aus der Stationaritit der Markov-Kette {X,,}, dass

n—1

> E(pXneXp)) = 3 (- BE (p(Xo)p(Xe))

0<k<k'<n—1 k=1
wobei . .
E (p(Xo)p(Xx)) = 3 3 miginl} ;= =7 diag()P* e
i=1 j=1

und P¥ = P() = (pgf)) die Matrix der k-stufigen Ubergangswahrscheinlichkeiten bezeichnet.
— Hieraus folgt nun insgesamt, dass

n—1 4 n—1
1 . n—k
- Var <Z cp(Xk)) = ngo;‘? + 27" diag(yp) Z — PFyp — np?
k=0 i=1 k=1
n—1
—k -1
= o2+ 2n"' diag(p) ( NP phy, I . n<p>
=1
2 T 3 -k 2
= o0+ 27 diag(p) Z - (P —H) P,
k=1

— wobel in der zweiten Gleichheit die folgende Identitét genutzt wurde:
6% = 7" diag(p)Iep.

— Hieraus ergibt sich (78), wenn dabei die Darstellungsformel (76) fiir Z — I beriicksichtigt wird.
e Wir zeigen nun noch, dass (78) auch fiir jede beliebige Anfangsverteilung « gilt.

— Dabei prazisieren wir die Bezeichnungsweise wie folgt: Wir schreiben X(()o‘), Xga), ... anstelle von
Xo,X1,... bzw. 85 anstelle von 8,.
— Es geniigt zu zeigen, dass

lim n (Var 5,(1") — Var gﬁf")) =0. (80)

n—oo

— Hierfiir fithren wir noch die folgenden Bezeichnungen ein: Fiir 0 < r <n — 1 sei

r—1 n—1
VO =Y eX) uwd z{)=3 ox{).
k=0 k=r

— Dann ergibt sich aus (79), dass
n? (Var 672”) — Var éw)
= (]E (V™ 4 202 —E (v + Zﬁ;?)z) - <(E Y™ +EZ™)’ - (EY® + EZﬁ;?)“’)
= (B - @) B 1)+ (£Y))
+28 (1)~ B (v)) (27 B (7)) - 28 () B (%) (75 - (27)))
+(®(@D) - ®27)") - (B(29) - ®25)").

wobei wir die drei Summanden des letzten Ausdruckes mit I,., Il,., bzw. III,., bezeichnen.
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— Der Summand I, hingt nicht von n ab, weshalb lim,_,o, n~1I, = 0.
— Weil der Zustandsraum E endlich ist, gilt fiir die Konstante ¢ = max;ec g |p(i)| < oo, dass

= Iy < dreE( — |2 —E(2)|) +4reE ( — |20 -E(2(9)]).
— Hieraus folgt, dass lim,_ss n 1 II., = O fiir jedes r > 0, weil mit Wahrscheinlichkeit 1

1 ) )
~ 1z -E(Z5)] <2

fiir jedes n > r und

25 B (2)| = lm_ ~ |7 B (25) = 0.

. 1
lim — | dim

n—oo 1
— Auferdem gilt fiir n > r > 0 die Abschitzung

14
1 1 . |
~ I < = Y (B(Z8),)" - (B28),)")Im - anl

n o,n—r o,n—r
i=1

< sup max
’n>0je{1a'“a£} n+r

I
E (Zé‘;i) _ IEZéij))2 Z |7s — il s

_ i=1

<oo

wobei man sich leicht iiberlegen kann, dass das Supremum endlich ist.

— Weil die letzte Summe wegen der Ergodizitit der Markov-Kette X(()a), Xga), ... beliebig klein wird,
falls r hinreichend grof ist, ist damit die Giiltigkeit von (80) bewiesen. O

Beachte

e Zur Erinnerung
— Aus Theorem 2.1 des Vorlesungsskriptes ,,Statistik I” ergibt sich fiir den mittleren quadratischen
Fehler E ((6,, — 0)2) des in (70) definierten MCMC-Schitzers 8,, = (X4, ...,X,,) fiir 8, dass

~

E((6, —6)%) = (E 6, —6)" + Var 6,, (81)

— d.h., der MQ-Fehler des MCMC-Schitzers 8,, ist die Summe aus quadriertem Bias (E 0, — 6)? und
Varianz Var 6,, des Schétzers 6,,.

e Die beiden Summanden auf der rechten Seite von (81) konvergieren unterschiedlich schnell gegen 0,
wenn n — oo.

— In Theorem 3.19 haben wir gezeigt, dass Var 6, = O(n™1) gilt.
— Andererseits ergibt sich aus Theorem 3.18, dass (E 8, — 6)2 = O(n2).
e Hieraus folgt, dass
— nicht der Bias E é\n — 0, sondern die asymptotische Varianz Var é\n des Schétzers §n
— die entscheidende Rolle bei der asymptotischen Analyse des MQ-Fehlers E ((§n — 9)2) des in (70)
definierten MCMC-Schétzers 6 spielt, wenn n — 0o.
e Mit anderen Worten: Es kann sinnvoll sein, die Simulationsmatrix P so zu wéhlen,

— dass die asymptotische Schétzvarianz lim,_, nVar 5n moglichst klein ist,
— gegebenenfalls bei einer gewissen Vergroferung des asymptotischen Bias lim, n(]E 0, — 0).
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Um diese Problematik n&her zu untersuchen, fiilhren wir die folgende Bezeichnung ein: Sei
V(p,P,w) = lim nVar 6,,
n— o0
wobei ¢ : E — R eine beliebige Funktion und (P, ) ein beliebiges reversibles Paar ist.
Theorem 3.20

o Seien Py = (p1;) und Py = (pa,;j) zwei Ubergangsmatrizen auf E, so dass (P1,m) und (Py, ) jeweils
reversible Paare sind.

— Fir beliebige i,5 € E mit i # j gelte p1,i; > D2,ij,
— d.h. auferhalb der Hauptdiagonalen seien samtliche Eintragungen der Ubergangsmatriz Py gleich oder
grofler als die entsprechenden FEintragungen der Ubergangsmatriz Ps.

e Dann gilt fiir jede Funktion ¢ : E — R
V(QD,Pl,ﬂ') S V(‘P: P277T) . (82)

Beweis

e Sei P = (p;;) eine Ubergangsmatrix, so dass das Paar (P, ) reversibel ist. Es geniigt zu zeigen, dass

61(? Vip,P,w) <0, Vi,j € E miti#j. (83)
ij
e Aus Theorem 3.19 ergibt sich, dass
0 07Z
Vip,P,w) =2n" dia — ¢, 84
s (¢, P,m) g(e) s © (84)

wobei Z die in (74) eingefiihrte Fundamentalmatrix von P ist.
— Andererseits folgt aus ZZ~! = I, dass

(6Z )Z,1+Z(az—1) o

Opi; Opij
und somit .
07 __7 0Z 7
Opij Opi;

— Hieraus und aus (84) ergibt sich, dass

0 T 4. 8Z71
Vip,P,w) = —2x"' dia Z
pi (o, P,m) g(e) e

Zyp . (85)

e Weil das Paar (P, ) reversibel ist, ergibt sich aus der in Lemma 3.3 hergeleiteten Darstellungsformel
(75) fiir die Fundamentalmatrix Z = (z;;), dass fiir beliebige i,j € E

00 00
k k
TiZij = ﬂi(si]’ + Z(ﬂ-ipgj) - Ti'iﬂ'j) = 7Tj5ji + Z(?ij‘g-i) - 7Tj7'l'i) = TjZj5 -
k=1 k=1

— Hieraus folgt, dass

£ £
7TT dlag(cp)Z = (Z TiPiZi1y- -+, Z 71'1'(,01'21'()
i=1 i=1

V; V;
= (m E 21iPi5 - - -5 g E zzm)
i=1 i=1

(Zo) T diag(m) .
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— Somit ergibt sich aus (85), dass

-1

o Vo Pom) = —2(2)  ding(m) T B = 2(2)  ding(m) 5 Zp.  (56)
wobei in der letzten Gleichheit die Identitét
oZz7'  oP
Opy Oy

genutzt wurde, die sich unmittelbar aus der Definitionsgleichung (74) von Z ergibt.
e Weil P = (p;;) eine stochastische Matrix ist und weil das Paar (P, ) reversibel ist,
— sind nur die Eintragungen p;; mit ¢ < j (oder nur die Eintragungen p;; mit ¢ > j) frei wahlbar,
— denn fiir jedes Index-Paar 4, j € E mit { # j lassen sich die Eintragungen pj;, p;; und p;; wie folgt
durch p;; ausdriicken: Es gilt
T , T
Pji=7r—jpz'j, Pii = C— Pij, ij=C—7T—jpij>
wobei ¢ und ¢’ Konstanten sind, die nicht von p;; abhéngen.
— Fiir beliebige ¢',j' € E ist somit die Eintragung (diag(w)(@P/@pij))i,vj, des Matrixproduktes
diag(7)(0P/0p;;) gegeben durch

—Ti, falls (ilajl) = (7’52) oder (ilaj’) = (.75.7);

. oP
(diag(m) ) =4 m, falls (i', ) = (i, ) oder (i,') = (i),
)i
0, sonst.
— Hieraus folgt, dass die Matrix diag(m)(0P/dp;;) nichtpositiv definit ist, d.h., fiir jedes x € R’ gilt

P
x<0.
Dij

x " diag(m)

— Aus (86) ergibt sich nun dass fiir beliebige i,j € E mit i # j

T oP
P.7) =2(Z i Zp <0.
e Ve, P,m) =2(Z¢p) diag(m) apy; 2P < 0

e Damit ist die Giiltigkeit von (83) bewiesen. O

Beachte Aus Theorem 3.20 folgt insbesondere,

e dass durch die Simulationsmatrix P des Metropolis-Algorithmus (d.h, wenn in (50) die Gleichheit
betrachtet wird) die asymptotische Varianz V (p, P, 7r) minimiert wird,

e und zwar in der Klasse aller Metropolis-Hastings- Algorithmen mit einer beliebigen, jedoch fest vorge-
gebenen ,potentiellen Ubergangsmatrix” Q = (g;;)-

3.5 Kopplungsalgorithmen; perfekte MCMC-Simulation

e Wir diskutieren nun Algorithmen,

— die (8hnlich wie in den Abschnitten 3.3 und 3.4) auf Markov-Ketten beruhen und

— die gleichzeitig eine vorgegebene (diskrete) Verteilung 7 nicht nur ndherungsweise, sondern in einem
gewissen Sinne exakt siumlieren.

e Man spricht deshalb in diesem Zusammenhang von ,perfekter” MCMC-Simulation.
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3.5.1 Vorwirtskopplung; Gegenbeispiel

e Zunichst betrachten wir eine Methode zur ,,Kopplung” der Pfade von Markov-Ketten, bei der die ,Zeit”
— auf die allgemein als natiirlich empfundene Weise ,nach vorn” voranschreitet,
— weshalb man in diesem Zusammenhang auch von Vorwdirtskopplung spricht.

e Fiir jedes i € {1,...,£} sei X() = (X(()i),Xgi), ...) eine homogene Markov-Kette mit dem endlichen Zu-
standsraum FE = {x1,...,%X;}

— mit dem (deterministischen) Anfangszustand X(()i)

Ubergangsmatrix P = (pxxt),
— so dass ™ = (7x, X € E) die ergodische (Grenz-) Verteilung der Markov-Kette X (¥ ist.

= x; und mit der irreduziblen und aperiodischen

Definitionen

e Fiir jedes k € {1,...,¢} betrachten wir
— eine Folge U®) = (Ul(k), o .) von unabhéngigen und (0, 1]-gleichverteilten Zufallsvariablen
)
— die wir Innovation im n-ten Schritt bei Vorliegen des Zustandes x; € E nennen.
e Dabei betrachten wir zwei verschiedene Falle:

— Wir nehmen entweder an, dass die Folgen UM ... U® unabhingig sind,
— oder wir betrachten lediglich eine Folge U = (U, Us,...) und setzen UM = ... =U® =TU.

e Die Markov-Kette X9 sei rekursiv gegeben durch
XO = o(x, UP),  falls X, = xy, (87)

wobei ¢ : E x (0,1] — E eine sogenannte giltige Update-Funktion ist, d.h.,
— die Funktion ¢(x,-) : (0,1] — E sei fiir jedes x € E stiickweise konstant,
— und fiir beliebige x,x’' € E mit pxxr > 0 sei die Gesamtlédnge des Menge {u € (0,1] : p(x,u) = x'}

gleich pyxs.
e Die Zufallsvariable 7 = min{n >1: XS) =...= X,(f)} heifit Kopplungszeit, wobei 7 = oo gesetzt
wird, falls es keine natiirliche Zahl n gibt mit XS) =...= ng ).
Theorem 3.21  Fulls die Innovationen-Folgen UM ... UW® unabhingig sind, dann gilt T < oo mit Wahr-
scheinlichkeit 1, und fir jedes n > 1 gilt Xg) =...= X%).
Beweis

e Unmittelbar aus der rekursiven Definitionsgleichung (87) der Markov-Ketten X(1), ..., X () ergibt sich,
dass Xg) =...= X%) fiir jedes n > 7.

e Es ist also noch zu zeigen, dass P(7 < c0) = 1. Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass fiir beliebige 7 # 7'

lim P(max{n XD £ X)) < r): 1.

b
— Wegen
P(max{” X £ XY < T) = 1- P(maX{n XD £ X > r)
- 1- P(xgﬂ 4 x,<f">)
ist dies dquivalent mit

lim P(xgﬂ # x,@")): 0.

T—00



3 MONTE-CARLO-SIMULATION 106

— Sei nun ng > 1 eine natiirliche Zahl mit

min pix9)=c>0,

x,x'€E
und sei r = m(r)ng + k fiir gewisse Zahlen m(r) =0,1,...und k =0,1,...,n9 — 1.
— Dann ergibt sich aus der Unabhingigkeit der Innovationen-Folgen U™, ... U®, dass fiir r — oo

P(x@ ” x,<f">)= P(ngg # X0 X0 2 x,@"))
= XJZ: > P(ng =x;, X{j) = Xj') P(Xf(f') # X0 | X = x5, X = Xj')

i=14'#j

z (X0 =x;) P(XG) =x;) P(x,,, X, )
Ve

I
~ ||M(\

= el S p, P(X,, £ X,

g=1 J'#5 |
<1’ c
_ () (4"
< (-9 rgl;;cP(Xr no 7 Xyl no)
< (1—c)m(r)—>0. 0

Beachte

e Unter zusiitzlichen Annahmen iiber die (irreduzible und aperiodische) Ubergangsmatrix P = (pyxr)
kann die Endlichkeit der Kopplungszeit 7 auch dann gezeigt werden,

— wenn nur eine Folge U = (Ul,Uz, .. ) von Innovationen, d.h. U=U® = ... =UW®,
— und wenn die folgende (giiltige) Update-Funktion ¢ : E x (0,1] — E betrachtet wird, wobei fiir
jedesx €
j—1 j
o(x, u) = x5, falls E Pxx, < U< D Dxx, - (88)
r=1 r=1

e Eine solche Zusatzbedingung an P diskutieren wir in dem folgenden Theorem, vgl. auch die Monotonie-
Bedingungen in Abschnitt 3.5.3.

Theorem 3.22

o Sei UM = ... = UW = U, die Update-Funktion ¢ : E x (0,1] = E sei durch (88) gegeben, und fiir ein
Xi, € E gelte
io—1 io
max Y Prox, <MIND P, - (89)
r=1 r=1
e Dann gilt T < oo mit Wahrscheinlichkeit 1, und fir jedes n > T gilt X%l) =...= Xg).

Beweis

e Um zu beweisen, dass P(7 < o0) = 1, geniigt es dhnlich wie im Beweis von Theorem 3.21 zu zeigen,
dass fiir beliebige i # 7’
lim P(X,@ ” xgﬁ): 0.

7—00
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e Es gilt

P(X( # X))

P(X{) # x{7, {9 2 x()

4
= 2 P(x =, X =) P(X0 £ X | X = x5, X{D =)

J=1j'#j
= i Z P(X&Z) = Xj, X§ll) = le) P(Xi@l ;é Xg‘]_,)l)
J=1j'#j
< (1-P(x) =x{")) max P(x0, #x01)
—_—

>d>0

< (1-4d)" —0,
wobei sich aus (87) — (89) ergibt, dass

10—1

)
_ Cmi () _ x() _ o (i) _ (i)
0<d—§1€z%<;pxx, g{nelgr_lpxerP(Xl =X —xzo)SP(Xl =X )

Beachte

e Aus P(7 < o0) = 1 folgt im allgemeinen nicht, dass x4 ~ T,

— d.h., zum Kopplungszeitpunkt 7 stimmt die Zustandsverteilung der Markov-Kette X9 im allge-
meinen nicht mit der stationiren Grenzverteilung 7 {iberein, was man jedoch zunéchst vermuten
konnte.

e Das folgende Gegenbeispiel verdeutlicht dieses Paradoxon.

— Wir betrachten den Zustandsraum E = {1, 2} sowie die irreduzible und aperiodische Ubergangs-
matrix

0.5 0.5
1 0

P=

mit der stationiéiren (Grenz-) Verteilung 7 = (2/3,1/3)7.
— Aus XS}l # Xg)l folgt dann aber zwangldufig, dass XS}l = 2 oder X(i)l = 2 und somit
XS-I) = X$-2) =1 gelten muss.

3.5.2 Propp-Wilson-Algorithmus; Coupling-from-the-Past

e Zur Erinnerung
— Bei der in Abschnitt 3.5.1 diskutierten Vorwartskopplung ist der Anfangspunkt 0 der Simulation de-
terministisch, wogegen der Endpunkt, d.h. der Kopplungszeitpunkt 7 zufdllig ist.
— Dabei stimmt die Zustandsverteilung der Markov-Kette X() zum Kopplungszeitpunkt 7 im allgemeinen
nicht mit der stationdren Grenzverteilung 7r iiberein.

e Deshalb betrachten wir nun ein anderes Kopplungsverfahren,

— das in der Literatur Coupling-from-the-Past (CFTP) bzw. Rickwdrtskopplung genannt wird und

— das in der Mitte der 90-er Jahre von Propp und Wilson am Massachusetts Institute of Technology
(MIT) entwickelt worden ist.



3 MONTE-CARLO-SIMULATION 108

e Dabei gehen wir zwar auf &hnliche Weise wie in Abschnitt 3.5.1 vor, wahlen jedoch jetzt den Anfangspunkt
der Simulation zufdllig, wogegen der Endpunkt deterministisch ist.

— Mit anderen Worten: Wir ,starten” die Markov-Ketten X, . .., X® nicht zum ,Zeitpunkt” 0,

— sondern hinreichend weit in der ,Vergangenheit”, so dass spétestens bis zum ,,Zeitpunkt” 0 sdmtliche
Pfade miteinander verschmolzen sind.

Um diese Vorgehensweise mathematisch prézise formulieren zu konnen, fiilhren wir die folgenden Bezeichnungen
ein.

e Fiir jeden potentiellen ,Startzeitpunkt” m € {—1,—2,...} und fiir jedes i € {1,...,£} sei

X(m,z) — (X%n,z)’x(m,z) )

m41o -

— eine homogene Markov-Kette mit dem endlichen Zustandsraum E = {xy,...,%x;}

— mit dem (deterministischen) Anfangszustand X (™9 = x; und mit der irreduziblen und aperiodischen
Ubergangsmatrix P = (pxx),

— so dass ™ = (mx, x € E) die ergodische (Grenz-) Verteilung der Markov-Kette X (™ ist.
o Fiir jedes k € {1,...,£} betrachten wir
— eine Folge U®) = (Uék), UE’?, ...) von unabhéngigen und (0, 1]-gleichverteilten Zufallsvariablen,

— wobei wir Uﬁk,z (dhnlich wie in Abschnitt 3.5.1) Innovation im (—n)-ten Schritt bei Vorliegen des
Zustandes x; € E nennen.

e Dabei betrachten wir erneut die beiden Fille,

— dass die Innovationen-Folgen UM, ... U® entweder unabhingig sind oder
— dass UM = ... =UW® = U gilt.
e Die Markov-Kette X (™% sei rekursiv durch eine giiltige Update-Funktion ¢ : E x (0,1] — F gegeben, d.h.,
es gelte .
XD = p(xg, UR),  falls X = xy. (90)
o . . . R (m,1) _ _ ~r(m,e) . . .
Definition Die Zufallsvariable { = mm{—m >1:X; =...=Xj } heifst CFTP-Kopplungszeit, wobei
¢ = oo gesetzt wird, falls es keine natiirliche Zahl —m gibt mit X{™" = ... = X{™*.

Theorem 3.23 Sei P({ < 0o0) = 1. Fiir jedes m < —( gilt dann
x{mh = =x{mY.

Auferdem gilt fiir beliebige m < —C und i,j € {1,...,£}, dass
Xy = X5~

Beweis

e Unmittelbar aus der rekursiven Definitionsgleichung (90) der Markov-Ketten X (™1 .. X (™) ergibt
sich, dass X{™Y = ... = X{™9 und X{™ = X{ 9 fiir beliebige m < —C und 4,5 € {1,...,£}.
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e Weil P({ < 00) =1 vorausgesetzt wird, gilt aukerdem fiir jedes k € {1,..., ¢}, dass

PO =) =t P <)
= lim P(xgm"') —xp, (< —m)
m——o0
= lim P(xg’””') = xk) — lim P(xg"“') —xp, (> —m)
m——o0 m——00
=0
ja— 1 (m’i)
= lm P(X =)
j— 1 (071) j—
- m1—1>r£1wp<x_m X ) = T
wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Homogenitit der Markov-Kette X (™% ergibt. O
Beachte
e Wenn die Anzahl ¢ der Elemente des Zustandsraumes FE = {x;,...,x;} grof ist,

— dann kann die MCMC-Simulation von 7 auf der Grundlage des CFTP-Algorithmus von Propp
und Wilson mit grofem Rechenaufwand verbunden sein,

— der zur Erzeugung sémtlicher ,Pfade” mit den Anfangszustinden xy,...,x, erforderlich ist.

e Dieser Aufwand lésst sich jedoch in manchen Féllen verringern. Beispiele hierfiir werden in den folgen-
den Abschnitten 3.5.3 und 3.5.4 diskutiert,

— wobei der Zustandsraum E = {x1,...,%x} und die Update-Funktion ¢ : E x (0,1] — E gewisse
Monotonie-Eigenschaften besitzen

— und dann lediglich eine Folge U = (UO,U,l,...) von unabhingigen und (0, 1]-gleichverteilten
Innovationen betrachtet wird

— sowie nur zwei verschiedene Pfade generiert werden miissen.

3.5.3 Monotone Kopplungsalgorithmen

o Wir setzen nun zusétzlich voraus, dass auf dem Zustandsraum E = {x1,...,x;} eine Halbordnung < definiert
ist mit einem Minimalelement 0 € E und einem Mazimalelement 1 € E, d.h., es gelte

(a) x <x, Vxe L,

(b) ausx <y undy <z folgt x < z, Vx,y,z € E,
(¢c) ausx<yundy <xfolgtx=y, Vx,y € E,
(d 0=<xx=<1, Vx € E.

e Auflerdem setzen wir voraus,

— dass die Update-Funktion ¢ : E x (0,1] — E isoton beziiglich der Halbordnung < ist, d.h., fiir beliebige
X,y € E mit x <y gelte
p(x,u) 2 o(y,u),  Vue(0,1]. (91)

e Die Innovationen UM ... U® seien mit Wahrscheinlichkeit 1 identisch,

— d.h., wir betrachten lediglich eine Folge U = (Up, U_1, . ..) von unabhéngigen und (0, 1]-gleichverteilten
Zufallsvariablen und setzen UM = ... = U = U,
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— wobei die Markov-Kette X (™9 fiir beliebige m € {—1,—2,...} und i € {1,..., £} rekursiv gegeben sei
durch
XD = (Xm0 U,),  Va=m+1Lm+2,.... (92)
Beachte

e Wenn x; < x;, dann ergibt sich aus (91) und (92), dass fiir jedes n > m

X () < X (i) (93)
e Insbesondere gilt fiir beliebige n > m und ¢ € {1,...,£}, dass
X < XD < X, (91
— Dabei seien X("-min) ynd X (m:ma%) die durch (92) rekursiv definierten Markov-Ketten

X(m,min) (X(m ,min) X£IT+TIH), . ) und X(m,max) — ( (m max) Xg,n:lna)()’ . )

— mit X7 = 0 baw. X = 1.
e Wegen (94) geniigt es, den Startpunkt der Simulation so weit in die Vergangenheit zu legen,

— dass die Pfade der Minorante X(™™") und der Majorante X(™™3%) bis zum Zeitpunkt 0 mitein-
ander verschmelzen,
— d.h., wir betrachten die CFTP-Kopplungszeit

¢ =min{—m >1: X{™mn = x{mma) (95)

Theorem 3.24 Die Update-Funktion ¢ : E x (0,1] = E geniige der Isotonie-Bedingung (91).

e Fir die in (95) definierte CEFTP-Kopplungszeit gilt dann { < oo mit Wahrscheinlichkeit 1.

o Auperdem gilt fiir beliebige m < —C und i,j € {1,...,£}, dass X(m ) - X( G

Beweis

e Der Nachweis, dass X((]m’i) = X(()_C’j) ~ m fiir beliebige m < —¢ und 4,5 € {1,...,£} gilt, falls
P(¢ < 00) =1, verlauft dhnlich wie im Beweis von Theorem 3.23 und wird deshalb hier weggelassen.

e Wir zeigen lediglich, dass P(¢ < o0) = 1 gilt.

— Dabei nutzen wir die Tatsache, dass fiir jedes r > 1
(¢>r}c {x&;’;;‘fi“) £ 1,..., X{rmin) 1}, (96)
denn aus (94) ergibt sich, dass
(C>r} = {X(fr,min) 4 X(fr,max)}

— {X( Tmm) 75 X(_,,-:_Tax . X(()—r,min) 75 X(()—T,max)}

(94) ,min —7r,min
C {X([_H V£, XS )751}.

— So wie im Beweis von Theorem 3.21 sei nun ng > 1 eine natiirliche Zahl mit

(no) _
R eprx, =c>0, (97)

und sei r = m(r)ng + k fiir gewisse Zahlen m(r) =0,1,...und k =0,1,...,n9 — 1.
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— Dann ergibt sich aus (96) und (97), dass

P((=00) = TILIEOP(C >r)
<t P(XCHT £ 1, X 1)
< Tlggo Z p%’,ﬂfpﬁ{f‘,’}z el 'pg:f()r)—lxm(r)
X1y Xom(my 7 1

Beachte

e Manchmal ist die Update-Funktion ¢ : E x (0,1] — E nicht isoton, sondern antiton beziiglich der
Halbordnung =<, d.h., fiir beliebige x,y € E mit x <y gilt

e(x,u) = o(y,u),  Vue(0,1]. (98)
e In diesem Fall ist die folgende C'ross-Over-Technik niitzlich.
— Dabei konstruieren wir mit Hilfe der Update-Funktion ¢ : E x (0,1] — E eine neue (isotone)
Update-Funktion ¢’ : E x (0,1]2 — E, die gegeben ist durch
@' (x5 u1,u2) = @(p(x,u1),u2),  Vx € Ejui,uz € (0,1]. (99)
— Aus (98) und (99) ergibt sich némlich, dass fiir beliebige x,y € F mit x <y

@' (x5 u1,u2) = @(p(x,u1),u2) 2 P(p(y,ur),u2) = @' (ysur,u2),  Yur,uz € (0,1],
d.h., ¢’ : E x (0,1)2 = E ist isoton, falls ¢ : E x (0,1] — E antiton ist.

e Sei nun ¢ : E x (0,1] — E eine giiltige Update-Funktion beziiglich der irreduziblen und aperiodischen
Ubergangsmatrix P = (pxx) mit der ergodischen (Grenz-) Verteilung 7w = (7, x € E).

— Dann ist die in (99) definierte Abbildung ¢’ : E x (0,1]> — E eine giiltige Update-Funktion

beziiglich der (irreduziblen und aperiodischen) Zwei-Schritt-Ubergangsmatrix P(?) = (pf,z,) mit
der gleichen ergodischen (Grenz-) Verteilung w = (7, x € E),

— und fiir die Kopplungszeit (' = min{—m > 1: X {Fmomin) — X((fm’max)} ergibt sich auf die gleiche

Weise wie im Beweis von Theorem 3.24, dass ¢’ < oo mit Wahrscheinlichkeit 1 und X(()_%I"') ~T
fiir jedes i € {1,...,£}, falls ¢ : E x (0,1] — E antiton ist.

3.5.4 Beispiele: Geburts- und Todesprozresse; Ising-Modell

1. Geburts- und Todesprozesse
e Die in (88) definierte Update-Funktion ¢ : E x (0,1] — E geniigt insbesondere dann der Isotonie-
Bedingung (91),

— wenn der Zustandsraum mit der Menge E = {1, ..., ¢} identifiziert wird und dabei die natiirliche
Ordnung < der Zahlen 1,. .., ¢ betrachtet wird

— und wenn die Simulationsmatrix P = (p;;) isoton beziiglich der Ordnung < ist, d.h., fiir beliebige
1,7 € E mit ¢ < j gelte

J2 £
> pir <D pje,  VE=1,...,L. (100)
r=k r=k
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e Eine Klasse von Ubergangsmatrizen P = (p;;), fiir die die Isotonie-Bedingung (100) erfiillt ist, ist
durch die tridiagonalen Matrizen von Geburts- und Todesprozessen gegeben, so dass

1—pi2 P12 0 0
P21 1 —po1 —pas D23 0
P 0 P32 1-p32—pssa ... 0 ,
0 0 0 De—1,t
0 0 0 v 1—pre

wobei 0 < p; i1 < 1/2 fiir jedesi=1,...,£—1und 0 < p;;—1 <1/2 fiir jedesi =2,...,¢.

Zeit

|
! Zeit
0

Abbildung 5: Monotone Riickwirtskopplung bei isotonen Geburts- und Todesprozessen

e Andererseits geniigt die in (88) definierte Update-Funktion ¢ : E x (0,1] — E der Antitonie-Bedingung
(98),

— wenn P = (p;;) antiton beziiglich der Ordnung < ist,
— d.h., wenn fiir beliebige i,j € E mit ¢ < j

£ {
o> pi,  Vk=1,...,L (101)
r=k r=k

e Man kann leicht zeigen, dass es keine tridiagonale Ubergangsmatrix P = (pij) gibt, so dass die Bedin-
gung (101) erfiillt ist, d.h. Geburts- und Todesprozessen sind niemals antiton.



3 MONTE-CARLO-SIMULATION 113

e Die Antitonie-Bedingung (101) ist jedoch beispielsweise fiir die folgende Matrix erfiillt:

0 ... 0 0 1
0 ... 0 1/2 1/2
0 ... 1/3 1/3 1/3

0 ... 1/(-1) 1/(t-1) 1/(t—1)
¢ ... 1t 1/¢ 1/¢

2. Ising-Modell

e Ahnlich wie bei dem in Abschnitt 3.3.1 diskutierten Hard-Core-Modell

— betrachten wir einen verbundenen Graph G' = (V,K) mit der Menge V' = {vy,...,vy|} von
(endlich vielen) Eckpunkten

— und mit einer gewissen Menge K C V? von Kanten e = (v;,v;), die jeweils zwei Eckpunkte v;,v;
miteinander verbinden.

e Jedem Eckpunkt aus V wird entweder der Wert —1 oder 1 zugeordnet,

— wobei der Zustandsraum E = {—1,1}/V] aller Konfigurationen x = (z(v), v € V') betrachtet wird,
d.h., es gilt entweder z(v) = —1 oder z(v) =1 fiir jedes v € V

— mit der ,Bild-Interpretation”, dass z(v) = —1 ein weifies Pixel und z(v) = 1 ein schwarzes Pixel
bedeutet.

e Fiir jedes x € E sei die Wahrscheinlichkeit 7 der Konfiguration x gegeben durch den Ansatz (vgl.
auch Ubungsaufgabe 11.1)

Tx = 1 exp (J Z x(vi)x(vj)> (102)

Z
G.J e=(vi,w;)EK

fiir einen gewissen Parameter J > 0, der in der Physik als ,inverse Temperatur” interpretiert wird:

— Fiir J = 0 (unendliche Temperatur) ist die in (102) gegebene Verteilung w = (7x, x € E) die
(diskrete) Gleichverteilung auf E.

— Fiir J > 0 (niedrige Temperatur) besitzen diejenigen Konfigurationen grofse Wahrscheinlichkeiten,
fiir die nur wenige benachbarte (d.h. durch Kanten verbundene) Paare von Eckpunkten unterschied-
lich gefdrbt sind.

— Fir J — oo (Null-Temperatur) konvergiert die in (102) gegebene Verteilung 7w = (7%, x € E)
gegen die ,Zwei-Punkt-Gleicherteilung” (60 + 1) /2,

— wobei 0 und 1 die beiden (extremen) Konfigurationen sind, die entweder nur aus weiflen oder nur
aus schwarzen Pixeln bestehen, d.h. 0(v) = —1 bzw. 1(v) = 1 fiir jedes v € V.

e Dabei ist 2¢,s > 0 eine (im allgemeinen unbekannte) Normierungskonstante mit
26,0 = Z exp (—J Z :c(v,-):c(vj)> .
x€E e=(vs,v;)EK

e Die folgenden Abbildungen wurde dem Buch von O. Haggstrom (2002) Finite Markov Chains and
Algorithmic Applications, CU Press, Cambridge entnommen.
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Abbildung 6: Typische Konfigurationen des Ising-Models fiir J = 0 (oben links), J = 0.15 (oben rechts), J = 0.3
(unten links) bzw. J = 0.5 (unten rechts)

— Sie verdeutlichen die oben erwidhnte Rolle des Parameters J,
— d.h., mit wachsendem J werden die zusammenh#ngenden ,,Klumpen” von jeweils identisch gefirb-
ten Pixeln grofser.

e Die Simulationsmatrix P = (pxx’) sei durch den Gibbs-Sampler gegeben. Es gelte also (36), d.h.

Dxx! = Z QuTz! (v)] x(—v) ][(X(—’U) = XI(_U)) ) VX, x' €eE.
veV
— Dabei gilt fiir beliebige x,x’ € E mit x(—v) = x'(—v)

Tx

——F | falls2'(v) =1,
Txy T Tx_
T’ (v)| x(—v) = T
——, falls 2'(v) = -1,
Ty + Tx_
wobei z_(v) = —1 und x_ (—v) = x(—v) bzw. 24 (v) = 1 und x4 (—v) = x(—v).

— Aus (102) ergibt sich somit fiir z'(v) =1

exp (k. (x(~v)) — k- (x(~v)) )
exp (k- (x(=v)) = k1. (x(=v))) ) + exp (T (ky (x(—0)) — b_(x(-v))) )

Tz (v)| x(—v) =
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und analog fiir z'(v) = —1

exp (7 (k- (x(-v)) = k4 (x(=v))) )
exp (7 (ks (x(=v)) = k- (x(=v))) ) + exp (T (k- (x(=v)) — ky (x(-v))) )

Ta!(v)| x(—v) =

bzw.

1

14+ exp|—2J(ks(x(— —k_(x(—-
e exp (=27 (k4 ( (1 v) = k- (x(=v))) ) 103

, falls 2’'(v) = -1,
1+ exp (=27 (k- (x(~0)) ~ ki (x(~0)))

, falls 2'(v) =1,

wobei ki (x(—v)) bzw. k_(x(—v)) die Anzahl derjenigen mit v verbundenen Eckpunkte ist, die auf
1 bzw. —1 gesetzt sind.

e Fiir den Zustandsraum E = {—1,1}/V! definieren wir nun die Halbordnungsrelation <
— mit x <y, falls z(v) < y(v) fiir jedes v € V, so dass 0 < x < 1 fiir jedes x € E,

— wobei die Elemente des Zustandsraumes E = {xi,...,X¢} so numeriert sein mogen, dass i < j

gilt, falls x; < x; (was beispielsweise bei der lezikographischen Numierung der Elemente von E
zutreffend ist).

e Aus (103) ergibt sich dann, dass fiir beliebige x,y € E mit x <y
Tix(-v) S Ty(—)  DEW.  Toyjx(-0) 2 T-1]y(-v) > (104)

weil 1/(1+e7%) < 1/(1 + e~?) fiir beliebige Zahlen a,b € R mit a < b.

e Die Update-Funktion ¢ : Ex (0,1]* — E sei gegeben durch ¢(x;u1,us) = X', wobei x’ = (x'(v), v € V)
und fiir jedes i =1,...,|V|

1, falls 23;11 q(v;) <ur < 22:1 q(vj) und Uy < i) x(—v;)s

x'(v;)=4¢ -1, falls E;;ll q(v;) <ur < 23:1 q(vj) und Uz > 1| x(—v;)s

x(v;), sonst.

— Fiir diese Update-Funktion ¢ : E x (0,1]> — E ergibt sich aus (104), dass fiir beliebige x,y € E
mit x <y
p(xur,u2) X p(yjur,u2),  Yui,uz € (0,1].

— D.h., die (91) entsprechende Isotonie-Bedingung ist beziiglich der Halbordnung < erfiillt.

3.5.5 Read-Once-Modifikation des CFTP-Algorithmus

e FEine Problematik des ,monotonen” CFTP-Algorithmus, der in den Abschnitten 3.5.3 und 3.5.4 diskutiert
worden ist, besteht darin, dass

— sdmitliche Innovationen Uy, U_1,...,U_¢ gespeichert werden miissen, wobei ¢ die in (95) definierte
,nonotone” CFTP-Kopplungszeit ist mit

¢(=min{-m>1: X((]m’mi“) = X(()mamaX)} ‘

— Deshalb schlug David Wilson im Jahre 2000 die folgende Modifikation des CFTP-Algorithmus mit dem
Ziel vor, den erforderlichen Speicherbedarf weiter zu verringern.
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e Die Hauptidee der Modifikation besteht darin, die in den Abschnitten 3.5.2 — 3.5.4 betrachtete Riickwarts-
kopplung

— mit Hilfe einer Folge von unabhingigen und identisch verteilten ,Vorwérts-Simulationsblécken” darzu-
stellen, wobei

— die (potentiellen) ,Startzeitpunkte” m € {—1,—2,...} der Markov-Kette X (™% = (Xﬁ,’f”'), Xgﬂ’?, )
auch zufillig gewahlt werden koénnen.

e Dabei seien die Innovationen-Folgen U™, ..., U® mit Wahrscheinlichkeit 1 identisch,

— d.h., es wird lediglich eine Folge U = ( ., U-1,Up, U, .. ) von unabhéngigen und gleichverteilten
Zufallsvariablen betrachtet und UM = ... = U® = U gesetzt.

— AuRerdem wird vorausgesetzt, dass die in (87) und (90) definierten Markov-Ketten X1, ..., X bzw.
X(m1) X (m) g beschaffen sind,

— dass die (Vorwirts- bzw. Riickwérts-) Kopplungszeiten
T = min{n >1: XS) =...= Xg)} bzw. (= min{—m >1: X(()m’l) =...= Xgm’[)}
jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1 endlich sind.
e Wir betrachten nun Vorwérts-Simulationsbldcke mit der (zunéchst deterministischen) Lange T fiir ein T' > 1:
— Fiir beliebige k > 0 bzw. i = 1,..., £ sei X\+1") = x; und
XA = oX*T) 17y Y= kT +1,kT +2,....
— Auflerdem betrachten wir fiir jedes £ > 0 das Ereignis
_ (kTi) _ ~(kT.5) . .
Crr = {x(k+1’)T =X, Vi#je {1,...,1}} ,
wobei die Blocklange T so gewéhlt sei, dass

0 < P(Cr) (: P(Cyr), Vk> 0) . (105)

e Bei Start mit k£ = 0 ist die Read-Once-Modifikation des CFTP-Algorithmus dann gegeben durch:

1. Simuliere X%”? {iber ¢ und U fiir n = kT + 1, ..., (k + 1)T.

2. Setze m = k und k = k + 1. Falls das Ereignis C,,r eingetreten ist, fahre fort in Schritt 3, anderenfalls
kehre zu Schritt 1 zuriick.

3. Wiederhole die Schritte 1 und 2 bis das Ereignis Cy,/r fiir ein m' > m eintritt und gib den Wert von
XE,T;:”) fiir ein beliebiges i € {1,...,1} als Realisierung geméf 7 aus.

Beispiel

e Fiir £ = 3 Zusténde betrachten wir die (irreduzible und aperiodische) Ubergangsmatrix

/2 0 1/2
P=|1/3 1/3 1/3
0 1 0

e Fiir die Blockldnge T = 2 und fiir die (0, 1]-gleichverteilten Pseudozufallszahlen
u = (0.01,0.60,0.82,0.47, 0.36, 0.59, 0.34, 0.89, ...)

ergibt sich dabei der folgende Simulationslauf:
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Output

Abbildung 7: Read-Once-Algorithmus

Beachte

e Weil die Simulationsblocke und damit auch die Ereignisse Cr, Car, ... unabhingig sind und weil
P(Cr) = P(Car) = ... gilt,

— liefern die ersten m' Vorwarts-Simulationsblocke des oben beschriebenen Algorithmus, wenn sie
in umgekehrter Reihenfolge betrachtet werden, insbesondere das in Abschnitt 3.5.2 diskutierte
Coupling-from-the-Past.

— Hieraus ergibt sich, dass X("T[f;”i) ~ m fiir jedes i € {1,...,1}.

— Der letzte, d.h. der (m' + 1)-te Vorwérts-Simulationsblock dient lediglich zur Definition einer
Stoppregel.

e Die Read-Once-Modifikation des CFTP-Algorithmus terminiert mit Wahrscheinlichkeit 1,
— wenn die Bedingung (105) erfiillt ist, d.h., wenn P(Cr) > 0.
— Fiir isotone Update-Funktionen gilt dies, falls T' > ng, wobei ng > 1 eine natiirliche Zahl mit

min p("°) =c>0,

)y =
XX
x,x'€E

vgl. den Beweis von Theorem 3.24.

e Wenn T eine Zufallsvariable ist,

— die so wie die Vorwartskopplungszeit 7 verteilt ist und unabhéngig von der Innovationen-Folge
U= (U(), U_4,.. ) ist,

— dann ergibt sich aus den folgenden elementaren, jedoch niitzlichen Eigenschaften der Kopplungs-
zeiten 7 und ¢, dass P(Cr) > 1/2.

Theorem 3.25 FEs gilt T 4 C. Wenn die Kopplungszeiten T und ( dariber hinaus unabhdngig sind, dann gilt

P((<T) > % (106)

Beweis

e Aus der Homogenitit der Markov-Ketten XD ... X®) bzw. X(m:D X (m8 ergibt sich fiir jede
natiirliche Zahl k > 1, dass

P(r=k) = P(min{nZl:Xg):...=Xg)}=k)
= P(min{-m>1: X{™) = =X{""} =)

= P(C=k).
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e Die Kopplungszeiten 7 und ( seien nun unabhéngig und mit Wahrscheinlichkeit 1 endlich.

— Hieraus ergibt sich, dass

P((<T) = ZP(CST'TZk)P(T=k):ZP(CSk|T=k)P(T:k)
k=1 k=1
= Y P <kP(r=k =Y P(r<kP((=k
k=1 k=1
= P(CZT)a

— wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der identischen Verteiltheit 7 < ¢ von 7 und ( ergibt, die
im ersten Teil des Beweises gezeigt wurde.

e Somit gilt

2P((<T1) = P(C(<T)+P({(>1)
= 1-P((>71)+1-P(<T)
= 2-P(C#7)
> 2—-1=1.



