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[1 Einfiihrendes Beispiel}

Problem:

e Supermarkt kauft n = 1000 Tomaten beim GroBhandler

e /wei verschiedene Handelsklassen, die sich im Durchschnittsgewicht
und im Preis unterscheiden

e Filialleiter mochte priifen, ob die gelieferten Tomaten der bezahlten
Handelsklasse entsprechen
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Intuitives Vorgehen:

e Filialleiter bestimmt das Durchschnittsgewicht, indem er das
Gesamtgewicht der Tomaten durch ihre Anzahl teilt
(arithmetisches Mittel)

e Bei signifikantem Abweichen vom Durchschnittsgewicht der
Handelsklasse, wird er die Lieferung reklamieren
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Formalisierung:

e Gewicht einer Tomate wird aufgefasst als Realisierung einer
Zufallsvariablen X

e Annahme:
— Gewicht einer Tomate ist normalverteilt

— Erwartungswert 1o, w1 entspricht dem bekannten
Durchschnittsgewicht der entsprechenden Handelsklasse

— Standardabweichung o, o1 entspricht der durchschnittlichen
Abweichung vom Mittelwert

— Gewichte sind unabhangig voneinander
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2 Einfuhrung in die statische TesttheorieJ

(2.1 Die statistische HypotheseJ

2.2 Fehlerwahrscheinlichkeiten |

(2.3 Beispiel: AIternativtestJ
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2.1 Die statistische Hypothese
Definition (Statistische Hypothese):

Eine statistische Hypothese ist eine Annahme iiber die Verteilung einer
Zufallsvariablen:

Annahme: Fy € Dy ={Fy : 9 € Oy}

Die Hypothese heilt einfach, falls ©¢ = {¥q}, 9y € © , ansonsten heilt
sie zusammengesetzt. Die Annahme v € ©¢ heiBt Nullhypothese und
¥ € O Alternativhypothese:

Hy : v € O VS. H{:9 €06,
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Bezug zum Beispiel
e D={N(p,0%):peR, o0 >0}
° = (:UJ70-2>

o O = {(M0708)7 (Ml’O%)}

e Fy = Verteilungsfunktion von X in Abhangigkeit von
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Bei einem Test wird ein kritischer Bereich K C X' (= X™({2) C R")
festgelegt mit folgender Entscheidungsvorschrift:

e xc K=
— H, ablehnen aufgrund des Tests: Entscheidung d;
— "x steht im Widerspruch zu Hy"

e xc X'\K =
— Hj nicht verwerfen aufgrund des Tests: Entscheidung dj

— "x steht nicht im Widerspruch zu Hyp"
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2.2 Fehlerwahrscheinlichkeiten

H, H,
dy richtig Fehler 2.Art 3(1)

dy | Fehler 1.Art (1) richtig
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Ziel:

Durch geeignete Wahl von K sollen die Wahrscheinlichkeiten fiir
Fehlentscheidungen minimiert werden:

a(v) = Py(X € K),9 € ©g Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1.Art
B(Y) = Py(X ¢ K),v € ©; Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 2.Art

Stets soll gelten:

a(?) < a Vi € B
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Vorgehen:

1. GemaB einer Vermutung iiber den Wert von ¢ wird eine
Nullhypothese Hy und eine Alternativhypothese H; formuliert.

2. Ein Signifikanzniveau « wird festgelegt (iibliche Werte sind:
a=0,1; a=0,05 a=0,01).

3. Eine Teststatistik 1" und ein Ablehnungsbereich K werden gewahlt,
so dass a(1) < a Vi € Q.

4. Daten werden erhoben und analysiert

5. Hy wird zugunsten von H; verworfen, falls T'(x) € K, sonst nicht.
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Bemerkung:

Es besteht eine Asymmetrie in den Hypothesen H,, Hi:
e Das Risiko einer Entscheidung d; wird kontrolliert.

e Das Risiko einer Entscheidung dg wird i.a. nicht kontrolliert, oft gilt:

sup f(¥) =1—«
VEO,
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Definition (Test):

1. Ein (randomisierter) Test ist eine meBbare Abbildung
¢ : X — [0,1], wobei p(x) die Wahrscheinlichkeit fiir die
Entscheidung dy (Ablehnung von H) angibt.

2. Im Falle p(X) ={0,1} heiBt der Test deterministisch und
K = ¢~ 1(1) Ablehnungsbereich oder kritischer Bereich.

3. @ heiBt Test der Nullhypothese Hy : ¥ € Oy gegen H, : v € ©4
zum Niveau o, € (0,1), falls gilt

E{}QO(X) <« Vv € O
Bezeichnung: ¢ € @,
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Bemerkung:
e Fiir deterministische Tests gilt:

Eﬁgo(X) = 1-P19(XEK)-|-O°PQ9(X¢K)
= Pﬁ(XGK)SOé Y € O

e Randomisierte Test haben haufig die Gestalt:

(

1 fur T(x)>c
p(x) =4 v fir T(x)
0 fur T(x)<c

C

\
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2.3 Beispiel: Alternativtest

e Sei X = (Xy,..., X},) eine einfache Stichprobe zu
X ~ N(u,0%) (n = 1000 Tomaten als Stichprobe)

e Parameterbereich: © = {ug, pt1}
—V=p Vo=po Vi=m
— po, 1 €ER, o < g
- 0< 03,07 < oo bekannt

e Op ={uo}t O©1=06\600={wm}
e Teststatistik: T'(X) = T(X1,....X,) =X = 1 S X,
n

o Hy:u=pug VS. Hi:p=m
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Entscheidungsvorschrift:
Hy ablehnen, falls X > ¢ (¢ = gesuchter kritischer Wert)

Wahl von ¢:

e Der kritische Wert ¢ wird nun so gewahlt, dass die
Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese H( falschlicherweise zu

verwerfen, maximal « sein kann.

e Man kann sich also mit 1 — a Wahrscheinlichkeit sicher sein, dass
bei Verwerfung von H( die Entscheidung richtig ist
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K={x=(x1,...,2) €E R": Z > ¢}

p(x) = (@1, Tn) = Ixek)

Berechnung von c:

v X — o C— Ho
Pf}O(X>C) — Pﬁo(—\/ﬁ> —\/ﬁ)
g0 o)
N(0,1 C — o !
. ol F Vn) =«
o)
C — [io
— 2 = H \/_
g0
— + 21 g
C = Ho Rl—a ™ F—
NG
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Wahrscheinlichkeit fir den Fehler zweiter Art:

— c _
Bih) = Po,(X ¢ K) = Py, (X < ¢) = (=~ V)
Verhalten der Fehlerwahrscheinlichkeiten:
e « klein — ¢, (1) groB
e n groB — a(v¥y), B(¥1) beide klein

Wie dndert sich die Dichte von X bei wachsendem n ?
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3 Die Giitefunktion

3.1 Definition |

3.2 Beispiel: GauBtestJ
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3.1 Definition

Definition (Giitefunktion):

1. Die Funktion G, : © — [0,1], G,(¥) = Eyp(X) heifit
Glitefunktion des Tests. Die Einschrankung auf ©1 heiBBt auch
Macht (power) des Tests.

2. Ein Test ¢ € O, heilst unverfalscht, falls

' >
1916115’1 G,(V) > a

3. Die Testfolge () zum Niveau o heiBt konsistent, falls
lim Q% (19) =1 Ve 0,.

n—0oo
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Bemerkung:

1. G, (V) gibt die Wahrscheinlichkeit an, Hy bei Vorliegen des
Parameters 9 € © abzulehnen.

2. Ein Test ist unverfalscht, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir d;
(Entscheidung gegen Hj) bei vorliegendem ¢ € ©1 immer
mindestens so groB ist wie bei vorliegendem ¥ € ©y.

3. Die Eigenschaft der Konsistenz ist eine Minimalanforderung an eine
Testfolge:

e Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2.Art konvergiert fiir jedes
feste ¥ € ©1 gegen 0.

e Mit wachsendem n soll die Entscheidung besser werden.
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3.2 Beispiel GauB-Test

2

e Test des Erwartungswertes ; 0* = 08 bekannt

e Parameterbereich: © =R ;v =pu € ©

e Teststatistik: T'(X) =T(X1,...., X)) = X
Verschiedene Fille:
o Hy: = o VS. Hy:p = po

o Hy: < g VS. Hy:p > pg

o Ho:p=>po Vs Hyp < po
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Vorstellung zu:
Hoy:p=po vs.  Hy:p# po
Entscheidungsvorschrift:

Hy ablehnen, falls | X — pgo| > c
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a = Pu(|X —pol >0
= 1-P,(—c<X—pug<c)
& X —
_ 1—PMO(—O—O\/E< “0\/_<_\/_)
N(0,1) C C
S 1 (B i) - @)
(0)0) (0)0)
C C
= 1-[®(—vn)—(1—-2(—Vn))]
00 00
C
— 201 - (=)
o)
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. und somit bekommt man den kritischen Wert c:

g0

/n

q)(—\/ﬁ)zl—% — c=21_2
Fiir den kritischen Bereich K gilt:
K={x€eR":|X— ug|>c}
Testfunktion:

SO(X) — gp(xlv e xn) — I{XEK}
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Gutefunktion:

Ep(X) = Eyo(Xy, ..., Xp)
1+ Pu((X) = 1) 0 Pu((X) = 0)
P(XeK)=1—-P,(—c<X —pug<c)

1 — (I)(Zl_% + NOO_ 'u\/ﬁ) + @(—21_% + NOO_ 'u\/ﬁ)
0 0
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Der Test ist unverfalscht:

Go(p) > a VL 7# o

Der Test ist auBerdem konsistent, da fiir v £ g gilt:

Go(p) = 1=®(a1og + EEym) 4 o2y + L)
0 0
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4 GleichmaBig beste Tests (UMP-Tests)J

:4.1 Motivation]

(4.2 Das Lemma von Neyman und PearsonJ
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4.1 Motivation
Liel:

Unter allen Niveau-a-Tests ¢ € @, suchen wir den gleichmaBig
Machtigsten.

Definition (GleichmaBig bester Test):

Ein Test ©* € @, heiBt gleichmaBig bester Test zum Niveau «, falls

G (0) > Gu(0) V0 €Oy, Vo € By
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Annahmen:

e Einfache Hypothesen:
O = {Jy, Y1}, O = {Jo}, O, = {1}

e Betrachtete Dichten:
- fo(x) = fo(x1,...,xn) = fo,(x1, ..., x,) Dichte unter Hy
- fi(x) = fi(z1,...,xn) = fo,(x1,..., ) Dichte unter H;

e Ferner sei:
fo(x) 4+ f1(x) >0 V(z1,.yxy) €X
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Definition (Neyman-Pearson-Test):

Ein Test ©* heiBt Neyman-Pearson-Test (NP-Test), falls:

( f1(x)
1, falls fogxg > c
Sp*(x) =< 7, falls ;;Ei; = C x e X
f1(x
\ 0, falls () <c

mtl<c<oo, 0<~vy< 1.

Im Fall fo(x) =0 ist hier ﬁg;

— OO ZU setzen.
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4.2 Das Lemma von Neyman und Pearson

Satz (Das Lemma von Neyman und Pearson):

1. Zu jedem « € (0, 1) existiert ein NP-Test ¢* mit:
a(e”) = Eg,p*(X) =
2. Jeder NP-Test ¢* ist (gleichmaBig) bester Test zum Niveau a(p™*):
Go- (V1) 2 Gp(Uh) Vi € Py(pn)

Einflihrung in die statistische Testtheorie B. Burr, P. Orth

Seminar: Simulation und Bildanalyse mit Java Juli 2004




i{x)

T T T T T T T T T T T T T T T | T T T

5%
a — h(c)
h(c—) — h(c)

0.05-0.04
0.06 —0.04

0.5

4%




4 GleichmaBig beste Tests (UMP-Tests) 34

Beweis (Teil 1):

Bezeichnungen:

Dichtequotient
Ay ={q¢(X) >t} Ablehnungsbereich in Abhangigkeit von t

h(t) := Py, (At) = Py, (q¢(X) > t) W. fiir Fehler 1.Art
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Eigenschaften von h:
e h ist monoton nicht wachsend

e | ist rechtsseitig stetig

Setze:

c:=inf{t > 0:h(t) < a}l, 0<c<x
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/wei Falle sind zu unterscheiden:
1. h(c) = h(c—) = setze y =10

a — h(c)
h(c=) = h(c)

2. h(c) < h(c—) = setze v =

Dann gilt 0 < v <1 und

Def

Oé(’)/) — El(}o *(X) — Eﬁgp*(Xl, ,Xn)
rand.Tes
=" 1 Py (a(X) > €) + v Py (a(X) = ¢)
= h(e) +y(h(c—) = h(c)) = o
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Beweis (Teil 2):
Zz.. Gy (91) > Go(01) Vo € Pu(p¥)

Sei dazu ¢ ein beliebiger Test zum Niveau «a, d.h.: a(y) < a(p*)
Wir bilden eine Partition des Stichprobenraumes X’:

M~ ={(z1,...,7n) € X : p(z1, .., Ty) > ©* (21, .., Tn)}

M* ={(z1,....,2n) € X : p(x1, .., 25) < ©*(T1,..,Tn)}

M= ={(z1,....,xn) € X : p(x1, .., 2n) = ©* (21, .., 2p)}
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Dann gilt:
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Dann folgt:
G (01) = Go(01) = Ep,[¢"(X) — p(X)]
_ /X[ (%) — )1 () dpu(x)

= Ju /M+ e

> [ 1) pxlefolx)dux

+ [l ) = plesalx)dn(x)
= By, |¢"(X) — o(X)] = claf¢”) —a(e)] =2 0
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