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1 WIEDERHOLUNG

1 Wiederholung

Grundprinzip:

e Annahme: Beobachtungen bzw. Daten geniigen einem gewissen

parametrischen Modell

e Somit werden gegebene Beobachtungen (z1,...,x,) als

Realisierungen von iid. Zufallsvariablen (X1, ..., X,,) aufgefasst

e Hypothese iiber die genaue Art des Modells (den Parameter)

aufstellen




1 WIEDERHOLUNG

1.1 Die statistische Hypothese

Parametrisches Modell: (Q2, F, Py) mit Q C R"
Sei Py € P={Py |0 € O} aus einer parametrischen Familie von

Verteilungen.
Der Parameterraum © wird zerlegt: ©® = Oy U ©4

Null-Hypothese: Hj: 60 € Oy gegen die

Alternativ-Hypothese: H; : 0 € O
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1.1.1 Mogliche Fehler

Fehler 1. Art: H; wird irrtiimlicherweise verworten

Fehler 2. Art: H, wird irrtiimlicherweise nicht verworfen

Hy ist korrekt

Hy ist nicht korrekt

Hy wird nicht verworfen

Hy wird verworfen

korrekt
Fehler 1. Art

Fehler 2. Art
korrekt




1 WIEDERHOLUNG

1.2 Der statistische Test

Zerlege den Stichprobenraum 2 = R” = K U A, wobei K der
kritische Bereich, bzw. A der Akzeptanzbereich genannt wird. Wir

betrachten nun die Entscheidungsregel:

1 falls (z1,...,2,) € K
0 falls (z1,...,2,) € R"\ K
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Definition: Test Die Stichprobenfunktion ¢ : R” — {0, 1} heif}t

(nichtrandomisierter) Test zum Niveau « falls:

Py(p(X1,....Xp)=1)<a V€@

wobei (X1, ..., X, ) die Zufallsstichprobe bezeichnet.
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1.2.1 Fehlerwahrscheinlichkeiten
Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1. Art:

a(f) = Py(p(Xy,...,X,) =1) fiir € O

Bei einfachen Hypothesen ist a = «(6).

Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 2. Art:

6(9) — P@(@(Xl, . ,Xn) — O) fiir 60 € ©4
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1.2.2 Durchfiihrung eines Tests

Testniveau: Vorgabe eines Testniveaus a (max. Wkt. fiir Fehler

1. Art)

Testfunktion: Wahl einer geeigneten Teststatistik

T(Xq,...,X,), deren Verteilung vom zu testenden Parameter 6

abhingt

Ablehnungsbereich: Bestimmung eines Ablehnungsbereichs
K’ C Rmit Py(T € K'") < « fiir 0§ € O

Entscheidung: Falls die Realisierung der Testfunktion im
kritischen Bereich liegt, wird H, verworfen
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2 Methoden zur Konstruktion von Tests

Wir betrachten nun zwei verschiedene Methoden zur Konstruktion

von statistischen Tests:
1. Maximum-Likelihood-Quotienten-Tests

2. Union-Intersection- bzw. Intersection-Union-Tests
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2.1 Maximum-Likelihood-Quotienten-Tests

2.1.1 Maximum-Likelihood-Schitzer

Ziel ist es die Modellverteilung moglichst gut an die beobachteten
Daten z = (x1,...,x,) anzupassen. Die Likelihood-Funktion ist

folgendermaflen definiert:
L:R"x 0O — Rmit L(x1,...,2,;0) = f(x1,...,2,;0)

Hier betrachten wir nur den absolutstetigen Fall, somit ist f(-,8)
die Dichte von Py und f(x1,...,x,;0) = f(x1;0)--- f(x,;0).
Maximum-Likelihood-Schétzer 6 fiir 0:

A

L(z;0) = glelgl)(a:; 0) Vel
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2.1.2 Der Maximum-Likelihood-Quotienten-Test

Hy wird genau dann verworfen, wenn T'(x1,...,x,) > c fiir eine

Konstante ¢ und

A

T(x1,...,%p) = SUPoeo / (1, Tni0) = f(xl""’x”;q)

SUPgeco, f(xe, ... 20 0) f(x1,...,xp;0)

wobei 6 ein unrestringierter ML-Schiitzer und 6 ein ML-Schiitzer

unter der Bedingung 6 € 0 ist.
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Bestimmung der Konstanten c: Die Konstante ¢ bestimmt

sich durch die Bedingung
supgeo, Po(T(X1,...,Xn) > ¢) < a

Hierfiir ist niitzlich: Unter Hy und gewissen
Regularitdtsbedingungen ist 2In T (X1, ..., X,,) fir n — o

asymptotisch y3-verteilt, wobei d die Differenz der Dimension von
© und der Anzahl der betrachteten Parameter in O ist.
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2.1.3 Beispiel: t-Test als Likelihood-Quotienten Test

Gegeben sei eine Zufallsstichprobe (X1, ..., X,,) mit X; ~ N(u,o?)

unabhéngig und identisch verteilt. Wir testen nun

Ho : p = po gegen Hy @ p # po

Hier ist dann
O = {(po,0%) : 0% > 0}

und

0 = {(/%0-2) L :LL07J2 > O}
Die Likelihood-Funktion ist gegeben durch:

1 Y (= p)?
o) = o { T )

(027 202
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Die unrestringierten ML-Schétzer:

{L
i=1

1

wobei Z = = > | x; das Stichprobenmittel ist.

n

14
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Damit ergibt sich fiir sup(, ,2)co L(z; p,0?):

6—n/2

sup  L(x;p,0%) = L(x; f1,6%) =
(n,02)€0 (27 /n)"/2 (>

n
1=1

(i

_ :7;)2)"/2

15
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Unter H, ist ein ML-Schétzer fur o2 gegeben durch:

. 2
52 — Z (i — pro)
n

1=1

16
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Somit gilt fiir sup(, ,2)co, L(; 1, 0%):

e—n/2

sup  L(x;p,0%) = L(x;p9,6°) =
(1,02) €0, (2m/n)n/2 (32

n
1=1

(2 — p0)?)""”
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Testgrofle: Damit ergibt sich die Testgrofle T'(x) =

T(x1,...,2n) = (%gll(ii_—;o);)nm

18
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Formulierung des Tests: Es gilt:

V1T — o
(n—1)s2)"/?

T(z) <c& > c

wobei s° die Stichprobenvarianz der konkreten Stichprobe z ist.

Dies konnen wir nun schreiben als:

\/ﬁ’x_:uO’ ~ C/(TL— 1)1/2 .
S

19
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Verteilung dieser Testgrofle: Unter Hj ist die Teststatistik
\/ﬁ(?g —j10)

mit der Zufallsstichprobe X und der Stichprobenvarianz
S? t-verteilt mit (n — 1) Freiheitsgraden.

V(X — o)
S

Bei gegebenem o wéhlen wir das passende Quantil ¢ =t,,_1 /2

~ tn—l

als Schwellenwert fiir unseren Test.

20
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2.2 Union-Intersection-Tests und
Intersection-Union-Tests

Manchmal ist es sinnvoll, Tests fiir komplizierte Nullhypothesen
aus Tests einfacherer Hypothesen zu konstruieren. Wir betrachten

nun zwei (miteinander verwandte) Methoden, die dies leisten:

Vereinigungs- und Schnittmengen-Tests.

21
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2.2.1 Union-Intersection-Tests

Angenommen Hj ldsst sich als Durchschnitt darstellen:

H0296ﬂ67

vel’

Wobei I' eine beliebige endliche oder unendliche Indexmenge ist.

22
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Die kritischen Bereiche: Seien nun fiir jede Teilhypothese
Ho, : 0 € ©, gegen Hy, : 0 € OF

entsprechende Tests verfiigbar. Dann ist der Ablehnungsbereich fiir
Hy,

Ky={z:T(z) € K }.

Der kritische Bereich K fiir den Union-Intersection-Test ist dann:

K=|J)K, =|J{z:T)(z) e K}

yell yel’
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Einfache Konsequenz: Falls eine der Hypothesen Hy,

verworfen wird, dann muss auch Hy verworfen werden. Denn nur

wenn jede Hypothese Hy., nicht verworfen wird, wird auch Hy nicht

verworfen.

24
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Zur Konstruktion des kritischen Bereichs: Ublicherweise
hat der Ablehnungsbereich zu vy € I' die Form {z : T, (z) > ¢},
wobei ¢ nicht von ~ abhéngt. Somit ergibt sich:

U{x T ( EK’}—U{x T, (z) > c} ={x :supTy(x) > ¢}

~er ~er el

Wir erhalten als Teststatisik, Ho zu testen: T'(X) = sup.cp T (X).
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2.2.2 Beispiel: Union-Intersection Test bei

Normalverteilung

Sei (X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe mit X; ~ N(u,o?) Vi. Wir

wollen nun die Hypothese Hg : u = po gegen Hy : p # o testen.

Dafiir schreiben wir Hy als Durchschnitt:

Ho:{p:p<po}N{p:p>po}

26
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Also ist hier I' = {L, U} und:
Hor iy < po gegen Hqp : > po wird verworfen, falls
X — o
S/\v/n

Hoy : > pg gegen Hyp : p < pg wird verworfen, falls

> tr

X — po
S/\v/n
Fiir t; = —ty > 0 ist dies der zweiseitige t-Test:
| X — po
S/v/n

<ty

> t;, < Hy wird verworfen

Mit ¢t = t,_1,4/2 erhélt man einen Test mit « als
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art.

27
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2.2.3 Intersection-Union-Tests

Nun nehmen wir an, dass sich die Nullhypothese durch eine

Vereinigungsmenge ausdriicken lasst.

H029€U@7

vel’

Falls fiir jedes v € I', der Ablehnungsbereich fiir Hy., durch
{z:T,(r) € K.} gegeben ist, dann ist der Ablehnungsbereich fiir
den Intersection-Union-Test Hy gegen Hy gegeben durch:

K= (){z:Ty(x) € K}
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Einfache Konsequenz: H; wird genau dann verworfen, wenn

jede einzelne der Hypothesen Hy., verworfen wird.
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Zur Konstruktion des kritischen Bereichs: Der
Ablehnungsbereich lasst sich einfacher formulieren, falls die
Ablehnungsbereiche der Teilhypothesen alle von der Form

{z : T, (z) > c} sind. Auch hier sei ¢ unabhéngig von ~.

(V{z:Ty(x) € KL} = () {a: T >c}:{x:712§n(x)

vyel ~eT

So ist

T(X)= 1r€1£T (X)

die Teststatistik fiir den Test Hy gegen H.

> c}

30



2 METHODEN ZUR KONSTRUKTION VON TESTS

2.2.4 Anwendung am Beispiel eines

Sitzpolster-Herstellers

Ein Hersteller produziert Sitzpolster. Diese sollen auf ihre Qualitat
getestet werden.

Qualitdtsmerkmale:

e Belastbarkeit (in Kilogramm)

e Entflammbarkeit (Wahrscheinlichkeit)

Qualitatsanspriiche:
e Belastbarkeit grofler als 50 Kilogramm

e Wahrscheinlichkeit, einen Entflammbarkeitstest zu bestehen,
iiber 0.95

31
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Statistische Modellierung: Wir nehmen an, die Belastbarkeit
eines Polsters sei die Realisierung einer Zufallsvariablen

X, ~N(0y,0%) fiir i = 1,...,n. Der Entlammbarkeitstest sei ein
Bernoulli-Experiment Y; ~ Bernoulli(62) fir i = 1,..., m. Unsere
Hypothesen geméfl dem Intersection-Union-Ansatz sehen wie folgt

aus:

Hy : {61 <50} U {6 < 0.95} gegen H; : {61 > 50} N {6 > 0.95}

Negationsprinzip

Ein Sitzpolster wird also genau dann als akzeptabel angesehen, falls

Hy verworten wird.

32
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Die Ablehnungsbereiche: Fiir die beiden Teilhypothesen gilt:

Hop : 6, < 50 wird verworfen, falls & >t

S/\/_

Hys : 03 < 0.95 wird verworfen, falls 1" | Y; > b

Somit ist der Ablehnungsbereich fiir den Intersection-Union-Test

wie folgt gegeben:

T — 50 -
{(a:,y) N > t und Zy¢>b}

1=1

Auf diese Weise lassen sich umfassende Tests zur Produktqualitét,

auch mit mehreren Parametern, konstruieren.

33
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3 Invariante Tests

Wir werden nun noch Tests kennen lernen, die beziiglich einer
Gruppe von Transformationen im Stichprobenraum invariant sind,
d.h. immer noch die selben Ergebnisse liefern, die genauso gedeutet
werden konnen.

Hierfiir definieren wir zunéchst eine Gruppe von Transformationen
und betrachten dann das Testen von statistischen Hypothesen aus

entscheidungstheoretischer Sicht.
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3.1 Transformationen im Stichprobenraum
3.1.1 Definition

Eine Menge G von Transformation heifit Gruppe von

Transformationen auf dem Raum (2 , falls

(i) Existenz der Identitit: id € G :id(x) = x

(ii) Existenz der Inversen: ¢ € G = 3 ¢* € G mit ¢*(g(z)) =«

(iii) Abgeschlossenheit bzgl. der Komposition:
g €e€G,goG=qg109,€CG

35
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3.1.2 Beispiel: Skalierung und Verschiebung

Sei Q =R und G ={gap : gap(r) =ax + b mit a,b € R und a # 0}
fir x € R.

e Die Identitét ist: g1 o

a

e Das Inverse zu g, 1St: g1 _»

® KompOSition: gCLQ,bQ O gal,bl — galag,agbl—l—bg E G

Damit ist GG eine Gruppe von Transformationen auf ().

36
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3.1.3 Invariante Verteilungsfamilien

Sei G eine Gruppe von Transformationen auf {2 und

P ={Fy |0 € O} sei eine Familie von Verteilungen auf 2.

Dann heif3t P invariant, falls es fiir alle # € © und fiir alle g € G,
ein 0’ gibt, so dass:

X ~ Py = g(X) ~ Py

Wir schreiben 6’ = ¢/(6), und G’ = {¢'} ist eine Gruppe von

Transformationen auf auf ©.

37
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3.1.4 Beispiel: Familie von Normalverteilungen

Seien X1,..., X, ~ N(0,1) iid. Und es sei G = {g1} wie oben
definiert. Dann hat ¢ 4(X) = (X1 +0,..., X, + b) iid.
N (0 + b, 1)-verteilte Komponenten.

Somit exisitiert 0" = g} ,(0) = 6 + b und die betrachtete Familie von

Normalverteilungen ist invariant bzgl. Verschiebung.
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3.2 Entscheidungstheorie

Die Entscheidungstheorie legt einen weiteren Rahmen, um das
Testen von Hypothesen, ebenso wie um das Schéitzen von

Parametern.

3.2.1 Das Entscheidungsproblem

Die Idee ist einfach: Zu unseren Rdumen {2 und ©, haben wir nun
noch den Raum der moglichen Aktionen A. D.h. entsprechend einer
Stichprobe x € ), wiahlen wir eine Aktion a € A.
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3.2.2 Die Verlust-Funktion

Eine Abbildung
L:OxA—-R

L(0,a) = Kosten der Aktion a

heit Verlust-Funktion (Loss).

40
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3.2.3 Die Entscheidungsregel

Eine Abbildung
d:Q— A

d(x) = Aktion, falls x beobachtet wurde

heifit Entscheidungsregel.

41
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3.2.4 Das Risiko

Als Maf3 fiir die Giite einer Entscheidungsregel definieren wir noch

das Risiko als den erwarteten Verlust eines Entscheidungsproblems:

R(0,d) = Ey(L(0,d(X)))

42
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3.3 Invariante Entscheidungsregeln

3.3.1 Das invariante Entscheidungsproblem

Gegeben sei eine invariante Familie von Verteilungen. Dann ist ein
Entschetdungsproblem invariant bzgl. einer Gruppe G, falls fiir
jedes g € G (bzw. ¢’ € G') und jedes a € A genau ein a* € A
existiert, so da L(0,a) = L(g'(0),a*) fir alle 0 € O.

Wir schreiben a* = ¢*(a). Somit ist eine Gruppe von

Transformationen auf A gegeben.
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3.3.2 Definition: invariante Entscheidungsregel

Eine Entscheidungsregel ¢ heif3t invariant bzgl. G, falls fiir jedes

g € G und z € ) gilt:

Idee: Invarianz als Kriterium fiir die Auswahl einer
Entscheidungsregel. = Moglichkeit der Konstruktion einer
Entscheidungsregel, die fiir eine ganze Klasse von Daten optimal

1st.

44
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3.4 Invariantes Testen von Hypothesen

Wir testen Hy : 0 € O gegen H; : 0 € ©4. Fiir einen invarianten
Test benotigen wir:
e invariantes Entscheidungsproblem
- invariante Verteilungsfamilie
- invarianter Verlust

- Invariante Parameterrdume Oy und 04

e invariante Entscheidungsregel
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3.4.1 Die Verlustfunktion im Testfall

L(ag,0) =0 L(ay,0) =c; falls § € ©
L(CLo, 9) = Co L(a1,9) =0 fallsf e ©,

Wobei a; bedeutet, dass die Hypothese H; nicht verworfen wird.

Bemerkung: Fiir den Test ¢ ist das Risiko dann gerade:

cra(f) falls 0 € O
co3(0) falls 0 € ©

R(@, 90) —
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3.4.2 Invarianz der Parameterridume, des Verlusts und
des Tests

Es wird gefordert, daf3:

96@,@?9/(9)661 1=20,1

Der Verlust L ist hier zwangsldufig invariant, da
L(0,a;) = L(¢'(0),a*) mit a* =id(a;) = a; € A = {a1,a2}. Damit
ist g* = id und der Test ¢ ist dann invariant, falls

Ve ged
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3.4.3 Beispiel: ein invarianter t-Test

Gegeben seien X1, ..., X, ~ N(u,0?) iid. Wir testen

Hy:p <0=:pug gegen Hy : u > 0.

,uO:O.

48
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Invarianz der Normalverteilungsfamilie: Die
Normalverteilungstamilie ist invariant bzgl. Verschiebung und

Skalierung, d.h. wir wéhlen wieder
G ={9ap: gap(x) = ax + b}.
Dann ist Z; = aX; + b~ N(au + b,a?c?). Wir definieren
Z = gap(X)=0aX +0b,

somit auch

Ja.p(Xn, 8%) = (aX, 4+ b,aS?) und g, ,(1,0%) = (ap + b,a’c?).

49
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Invarianz des Parameterraumes Fiir die Invarianz des
Parameterraumes benétigen wir 4 < 0 = ap + b < 0. Dies kann nur

dann der Fall sein, wenn a > 0 und b = 0. Somit kann unser

Testproblem nur bzgl. positiver Skalierung der Daten invariant sein.
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Invariante Tests Mit b = 0 gilt ¢,(X,, S?) = (aX,,a?5?). Also
fordern wir fiir einen invarianten Test, der auf diesen suffizienten

Schéatzern basiert:

©(Xn,S?) = p(aX,,a*S?) Ya>0

Insbesondere erhalten wir fiir a = 1/S: (X, 5?) = ¢(X,/S,1).
Jeder invariante Test ist also eine Funktion nur von X,,/S.

51



3 INVARIANTE TESTS

Teststatistik des invarianten Tests Da X,, ~ N(u,0%/n) und
(n —1)S% ~ 02x2_,, und X,, und S? unabhingig sind, verwerfen
wir Hg : pu < 0, falls:

T(X)=+vnX,/S

grof} genug ist. Fiir 4 = 0 ist T' ~ ¢,,_1, wéhle dann ¢,,_; o als

Schwelle.

Fazit: Wir erhalten hiermit einen Test, der fiir eine ganze Klasse
von Datensétzen - ndmlich die, die sich nur durch einen positiven

Skalierungsfaktor unterscheiden - anwendbar ist.
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