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1 Stichproben und Stichprobenfunktionen

Zu den Zielen der mathematischen Statistik gehort die Beschreibung und Untersuchung der Eigenschaften bzw.
Gesetzmafigkeiten von (grofien) Datensédtzen. Dabei kann es sich einerseits um sogenannte

e reale Daten

handeln, die sich z.B. bei der Beobachtung (Messung) von Vorgingen bzw. Strukturen in Natur, Technik oder
Wirtschaft ergeben, oder es konnen

o synthetische Daten

sein, die bei der Simulation solcher Vorginge bzw. Strukturen durch Computeralgorithmen erzeugt werden.

Die grundlegende Idee der Statistik, um diese Zielstellung zu erreichen, ist die stochastische Modellierung der
vorliegenden Daten.

Dabei nutzt die Statistik Begriffe und Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wie zum Beispiel:

e Ereignis und Wahrscheinlichkeit,
e Zufallsvariable und Verteilung,

e Erwartungswert und Varianz,

e stochastische Unabhingigkeit,

o Gesetz der grofsen Zahlen,

e zentraler Grenzwertsatz,

vgl. das Skript zur Vorlesung ,Wahrscheinlichkeitsrechnung” im WS 03/04:
http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik /lehre/ws03_ 04 /wr/skript/skript.html

Verweise auf dieses Vorlesungsmanuskript werden wir mit dem Zusatz ,WR” vor der Nummer der zitierten Ab-
schnitte, Lemmata, Theoreme, Korollare bzw. Formeln kennzeichnen.

1.1 Zufallsstichprobe

Der Vektor der vorliegenden Daten (1, ...,2,) kann im allgemeinen eine komplizierte Struktur aufweisen.

e Dabei muss der ,Wert” z; nicht unbedingt eine Zahl sein, sondern z; kann fiir jedes ¢ = 1,...,n selbst
ein Vektor sein, der beispielsweise die Lage, Grofe, Form und Orientierung eines geometrischen Objektes
beschreiben kann.

e In dieser einfithrenden Vorlesung setzen wir jedoch meistens voraus, dass x; € R fiir jedes i =1,...,n.
e FEine Ausnahme bilden die in der zweiten Hilfte des Semesters diskutierten Zwei-Stichproben-Probleme, bei

denen der Fall z; € R? fiir jedes i = 1,...,n betrachtet wird.

Wir nehmen an, dass die Daten z1,...,z, die Realisierung eines stochastischen Modells sind.
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e Und zwar sei z1,. .., z, die Realisierung einer Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvaria-
blen Xi,...,X, : @ - R, die iiber einem (im allgemeinen nicht niher spezifizierten) Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, F, P) definiert sind.

e D.h. insbesondere, dass fiir ein w € 2
Xi(w) = z; Vie{l,...,n}.
e AuRerdem setzen wir stets voraus, dass E (X?) < oo fiiri =1,...,n.
Definition
1. Der Vektor (z1,...,z,) heift (konkrete) Stichprobe.
2. Die Menge B C R" aller (potentiell moglichen) Stichproben (z1,. .., z,) heifit Stichprobenraum, wobei
wir zur Vereinfachung der Notation annehmen, dass B = R".
3. Der Zufallsvektor (X, ..., X,) heifit Zufallsstichprobe.
4. Fiir jedes i = 1,...,n heifit x; Stichprobenwert von (z1,...,x,). Analog hierzu nennt man X; Stich-
probenvariable von (Xq,...,X,).
5. Die Dimension n von (x1,...,%,) bzw. (X1,...,X,) heilt Stichprobenumfang.
Beachte

Die allgemeine Zielstellung der statistischen Datenanalyse, die in der Einleitung von Kapitel 1 diskutiert
wurde, kann nun wie folgt prazisiert werden: Aus den vorliegenden Daten zq, ..., 2, sollen Schlussfol-
gerungen {iber Eigenschaften der (unbekannten) Verteilung der Zufallsstichprobe (X1, ..., X,,) gezogen
werden.

Weil wir voraussetzen, dass die Stichprobenvariablen Xi, ..., X, unabhingig und identisch verteilt
sind, wird die Verteilung von (Xi,...,X,,) eindeutig durch die (Rand-) Verteilungsfunktion F' = F,
einer (einzelnen) Stichprobenvariablen X; bestimmt, vgl. Abschnitt WR-3.3.5 des Skriptes zur Vorle-
sung ,Wahrscheinlichkeitsrechnung” im WS 03/04.

Aus den Daten z1,..., 2, sollen deshalb Schlussfolgerungen iiber Eigenschaften der unbekannten Ver-
teilungsfunktion F' gezogen werden.

1.2 Stichprobenfunktionen

Um Eigenschaften der Verteilungsfunktion F' zu bestimmen, werden Funktionen ¢ : R — R™ betrachtet, die der
Stichprobe (z1,...,z,) die ,Bewertung” ¢(x1,...,x,) € R™ zuordnen, vgl. auch Abschnitt WR~3.4. Dies fiihrt
zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition Sei m > 1 eine beliebige natiirliche Zahl. Eine Borel-messbare Abbildung ¢ : R® — R™ heifst
Stichprobenfunktion.

Beachte

e Im allgemeinen ist es iiblich, die zusammengesetzte Abbildung ¢(Xi,...,X,) : @ - R™ mit

(X1, ., Xn) (W) = p(X1(w), ..., Xn(w))

Statistik zu nennen, d.h., ¢ ist dann eine Funktion der Zufallsstichprobe (X4, ..., X,).

e Manchmal spricht man auch von einer zufdlligen Stichprobenfunktion.

e Im Zusammenhang mit der Schitzung von Parametern oder anderen Modellcharakteristiken nennt man

p(Xy,...,X,) Schitzer. Beim Testen von Hypothesen spricht man dagegen von (Test-) Statistiken bzw.
von Testgrofien, vgl. Abschnitt 4.
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1.2.1 Stichprobenmittel

Wir diskutieren zunichst die Frage, wie der Erwartungswert p = E X; der Stichprobenvariablen X;,..., X, aus

den beobachteten Daten x1,...,z, bestimmt werden kann.

e Hierfiir betrachten wir die Stichprobenfunktion ¢ : R* — R mit ¢(21,...,2,) =n"1 > | @;.

e D.h., wir betrachten das arithmetische Mittel

n
_ 1
i=1

der Stichprobenwerte x1, ..., T,.

e Die Zahl T, wird Stichprobenmittel der (konkreten) Stichprobe (z1,...,Z,) genannt.

e Auflerdem betrachten wir das arithmetische Mittel der Stichprobenvariablen X7, ..., X,,, dessen Eigenschaf-
ten bereits in Abschnitt WR-5.2 im Zusammenhang mit dem Gesetz der groffen Zahlen untersucht worden

sind.

Definiton Die Zufallsvariable

heiftt Stichprobenmittel der Zufallsstichprobe (X, ..., X,).
Der Erwartungswert und die Varianz von X, lassen sich wie folgt darstellen.

Theorem 1.1 Es gilt

Eyn =M
und
VarX, = —,
n
wobei p = EX; und 02 = VarX; den Erwartungswert bzw. die Varianz der Stichprobenvariablen Xi,...
bezeichnen.
Beweis

e Die Formeln (3) und (4) ergeben sich wie folgt aus den Theoremen WR-4.4 bzw. WR-4.10.
e Wegen der Linearitdt des Erwartungswertes gilt ndmlich (vgl. Theorem WR—4.4)

n
EX, = E(%ZX,)
=1
1 n
= E;EX,-

1 n
= E;uzu-
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e Aus Theorem WR~4.10 iiber die Varianz der Summe von unabhingigen Zufallsvariablen ergibt sich,
dass

VarX, = %Var (Ei;x)

1 n
= ﬁ ZV&I’ Xz
i=1

n
1 , 0o
= —2 E g = —.
n* 4 n O
=1

Beachte
e Weil das Stichprobenmittel X,, den Erwartungswert p hat (vgl. (3)), kann man X, als einen geeigneten
,Schitzer” der (im allgemeinen unbekannten) Modellcharakteristik p ansehen.

e Wegen (3) sagt man, dass bei der Schiitzung von g durch X,, kein ,systematischer Fehler” begangen
wird.

e Der Schitzer X, kann dennoch sehr ungenau sein, wobei man den in (4) gegebenen Wert o?/n als
Kennzahl fiir die Schétzgenauigkeit von X,, auffassen kann.

e Dabei bedeutet (4), dass die Schétzgenauigkeit mit wachsendem Stichprobenumfang n verbessert wird.
e Es ist jedoch zu beachten, dass ¢ im allgemeinen ebenfalls unbekannt ist.

e Um eine Vorstellung iiber die Gréfenordnung der Schitzgenauigkeit von X,, bei vorgegebenem Stich-
probenumfang n zu erlangen, muss deshalb auch o2 aus den beobachteten Daten , ..., z, geschitzt
werden.

e Diese Fragestellung werden wir in Abschnitt 1.2.2 diskutieren.

Neben den Formeln (3) und (4) fiir Erwartungswert und Varianz des Stichprobenmittels X,, sind noch weitere
Aussagen iiber die Verteilung von X, von Interesse bzw. tiber deren asymptotisches Verhalten fiir grofse n.

Theorem 1.2 FEs gilt

P o) -1 g
und _
i (i T2 <) = a0 0

fiir jedes x € R, wobei ®(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Der Beweis von Theorem 1.2 ergibt sich unmittelbar aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen bzw. aus dem
zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (vgl. die Theo-
reme WR-5.15 bzw. WR-5.16).

Beachte

e Theorem 1.2 bietet eine Méglichkeit, um die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {|X, — p| > e} zu
bestimmen, dass das Stichprobenmittel X,, um mehr als einen vorgegebenen Schwellenwert € > 0 von
dem zu schitzenden Wert p abweicht.
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e Aus (6) ergibt sich hierfiir die folgende Naherungsformel

P(X—ul > ) v 2(1-2(21) )
fiir groRe n, denn es gilt
P(X,—pl>e) = P(va _"a_“‘ > 27
= P(vn 7”0_“ <—E‘f +P(vn 7”0_“ >¢)
R e

e Falls 0% unbekannt ist, dann kann man anstelle der Naherungsformel (7) ein (zufélliges) Intervall

angeben, in dem die Abweichung X,, — p des Stichprobenmittels X, von dem zu schitzenden Wert
p mit einer (ndherungsweise) vorgegebenen Wahrscheinlichkeit liegt, vgl. die Anmerkungen am Ende
von Abschnitt 1.2.2.

1.2.2 Stichprobenvarianz

Wir untersuchen nun die Frage, wie die Varianz 0> = Var X; der Stichprobenvariablen Xi,...,X,, aus den
beobachteten Daten x1, . .., z, bestimmt werden kann. Dabei gehen wir dhnlich wie in Abschnitt 1.2.1 vor.

e Wir betrachten die Stichprobenfunktion ¢ : R* — R mit

1 < .
(,0(55'1,...,$L'n):n_lz(ib'i—fn)z, (8)
i=1

wobei Z,, in (1) gegeben ist.

e Die in (8) eingefiihrte Grofe wird Stichprobenvarianz der (konkreten) Stichprobe (z1,...,z,) genannt und
mit s2 bezeichnet.
Definition Die Zufallsvariable "
1 —

S2 = X;—X,)? 9
o7 X, )

heiftt Stichprobenvarianz der Zufallsstichprobe (X1, ..., X,).

Der Erwartungswert und die Varianz von S2 lassen sich wie folgt darstellen.

Theorem 1.3 Es gilt

E(S2) = o2. (10)
Falls E (X}) < oo fiiri=1,...,n, dann gilt aufierdem
1 n—3
2y _ — 1 4
Var (S;) = - (/.L4 1 ) , (11)

wobei pj = E ((X; — p)*) und o* = (Var X;)? das 4-te zentrale Moment bzw. die quadrierte Varianz der Stich-
probenvariablen X1,..., X, bezeichnen.
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Beweis

e Aus der Definitionsgleichung (9) von S2 ergibt sich, dass

1 < —
‘5721 = n_li:ZI(Xi_Xn)2

1 <& 1 & 2

= (W - - m)

1= J=

1 <« —

= n—l;(X;_Xé)zj

d.h.,

S2= 2 Y (- TP, (12

wobei X; = X; — p mit EX] =0.

e Weil die Formel (12) die gleiche Form hat wie die Definitionsgleichung (9) von S2, kénnen (und werden)
wir 0.B.d.A. voraussetzen, dass
EX; =0. (13)

e Hieraus folgt insbesondere, dass o
EX,=0. (14)

e Auferdem ergibt sich aus der Definitionsgleichung (9) von S2, dass

IR —
2 _ o 2
Spo= — Z(Xl X,)
i=1
1 L — —2
= —3 ) (X -2XX,+X,)
i=1
1 - 2
— 2 _ 5
 n-— 1(i:Z1Xi an) ’
d.h.,,
9 1 - 9 2
S2 = n_l(ZXi —an). (15)
i=1
e Wegen der Linearitit des Erwartungswertes ergibt sich somit bei Beriicksichtigung von (13) und (14),
dass
1 - 2
2 _ 2\ _ 5%
ES; = —= (;E(X,) nE (X))
e -
= 7 (Z:ZIVarXi - nVaan)
1 9 o? 9
B n—l(na _nﬁ) 7

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus (4) ergibt.
e Damit ist (10) bewiesen.

e Um die Giiltigkeit von (11) zu zeigen, berechnen wir zunéichst den Erwartungswert E (S2) der quadrier-
ten Stichprobenvarianz S = (52)2.
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e Durch Quadrierung beider Seiten von (15) ergibt sich, dass

(n-128i = (Y2 -n%2) = (LX) X2 Y X2+
i=1 =1 =1

e Fiir den Erwartungswert des ersten Summanden dieser Summe gilt
n 2
2((50)) - B(Ewsy)
= 1=
- (Z Xi+ Y xEx?)

i#£j
= Y EX)+)Y E(XPX])
i=1 itj
= Y EX)+)Y EX)EX])
i=1 i#j
= nps+n(n—1)o?,
d.h.,

n
2
E ((Z Xzz) ) = npg +n(n —1)ot
i=1
e Fiir den Erwartungswert des zweiten Summanden gilt

E(yigxg) E(( ixi)zixf)
- (T T ) Y )

i#£]

n

- %E (fozn:)(?) + E(ZXX,ZXk)

2]

n
= EE((S)) + m L E(r)
i=1 i k=1 —————
=0

16 1
(19 = (nps +n(n —1)o*)
pa+ (n—1)ot

n ?

wobei die vorletzte Gleichheit aus (16), aus der Unabhingigkeit der Stichprobenvariablen Xi, ...

und aus der Annahme folgt, dass E X; = 0 fiir jedes i =1,...,n
e Schliefilich ergibt sich auf &hnliche Weise fiir den Erwartungswert des dritten Summanden

£(7) - = T9)(G X))
:%-«i&+ZXXXZﬁ+ZXL»

1#£] s#t
1 n
- —E (ZX,;‘ +3X2X? +2ZX§XJ?)
" k=1 k#r i)

= — (nps +3n(n—1)0").

11

(16)
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e Insgesamt ergibt sich also, dass

nfiy 2iq Ha
E(Sy) = -
(S0) =12 (=17 " nm—-1
(n? —2n+ 1)y 4N —2n+3

n—-1 n-1 nn-1)

- n(n —1)2 7 n(n —1)
_ 1 N n®>—2n+3 4
— ot n(n —1) '

e In Theorem WR—4.6 hatten wir gezeigt, dass
Var Z = E(Z?) — (E Z)?

fiir jede Zufallsvariable Z mit E (Z?) < oo.

e Hieraus und aus (10) folgt nun, dass

Var (S2) = E(S}) - (E (52))2
n-2n+3 , 4

Ly e

- -2t
- nu4 n-1%)" O

Beachte
e Weil die Stichprobenvarianz S2 den Erwartungswert o2 hat (vgl. (10)), kann S2 als ein geeigneter
Schiitzer der (im allgemeinen unbekannten) Modellcharakteristik o2 angesehen werden.

e Wegen (10) sagt man, dass bei der Schitzung von o2 durch S2 kein systematischer Fehler begangen
wird.

e Dariiber hinaus bedeutet (11), dass die Schitzgenauigkeit mit wachsendem Stichprobenumfang n ver-
bessert wird, falls das 4-te zentrale Moment der Stichprobenvariablen endlich ist.

Neben den Formeln (10) und (11) fiir Erwartungswert und Varianz des Stichprobenvarianz S2 sind erneut weitere
Aussagen iiber die Verteilung von S2 bzw. iiber deren asymptotisches Verhalten fiir grofe n von Interesse.

Theorem 1.4 FEs gilt

: 2 _ 2 _
P(JgrgoSn—a)—l. (17)
Falls E (X}) < oo firi=1,...,n, dann gilt aufferdem
. S2 —o?

fiir jedes © € R, wobei py = E ((Xi—p)*) und o* = (Var X;)? das 4-te zentrale Moment bzw. die quadrierte Varianz
der Stichprobenvariablen X1,..., X, bezeichnen und ®(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
1st.
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Beweis

e Aus der Voraussetzung, dass die Stichprobenvariablen X, ..., X, unabhingig und identisch verteilt
sind, ergibt sich, dass auch die Zufallsvariablen X7, ..., X2 unabhiingig und identisch verteilt sind, vgl.
Theorem WR-3.18.

e Deshalb ergibt sich aus dem starken Gesetz der groffen Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15), dass mit
Wahrscheinlichkeit 1

S R 2
nlgr;oﬁlei =E(X?).
1=
e Aufierdem ergibt sich aus (5), dass mit Wahrscheinlichkeit 1
. 2 4. 1 - 2 _ . 1 - 2 _ 2
Jm X = Jim (G3oX) = (fim, 5 3o X) = @ X0
= 1=

e Hieraus und aus (15) ergibt sich nun, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

n—oo n—soon — 1

n 1 & —2
- 1 (3> x2-%3)
nggon—l n; B n

- 9 . =2
= nILH;oEZXZ — lim X,

n—oo

lim §2 — lim — (iX?—nYi)
i=1

i=1

= E(X}) - (EX))?=0".

e Damit ist (17) bewiesen.

e Um die Giiltigkeit von (18) zu zeigen, benutzen wir die Darstellungsformeln (12) und (15) der Stich-
probenvarianz S2.

e Dabei ergibt sich, dass

wobei X! = X; — p.
e Aus Formel (5) in Theorem 1.2 ergibt sich, dass (X',)? Lse .

e Deshalb ergibt sich aus dem Satz von Slutsky fiir die Addition bzw. Multiplikation (vgl. die Theore-
me WR-5.9 und WR-5.11), dass fiir jedes z € R

1 n
Ly -
52 —0'2 n- 1 !
. n — . 1=
Jm P(Vi2ees<a) = lim P(Vi— e <a)
> (X))? = no?
= lim P(z_l— <z
w0l — o)
n
3 ()2 nE ((X})?)
= lim P(’_l 5x)
n—oo
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wobei sich die letzte Gleichheit aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unabhéngigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen ergibt (vgl. Theorem WR-5.16). O

Korollar 1.1 Es gilt

lim P(\/ﬁ Yi”g_ F< .7;) = &(z) (19)

n—oo n

fiir jedes x € R, wobei ®(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Beweis

e Aus (17) in Theorem 1.4 ergibt sich, dass S, L8y 6.

e Aus (6) in Theorem 1.2 ergibt sich nun die Behauptung mit Hilfe des Satzes von Slutsky fiir die
Multiplikation (vgl. Theorem WR-5.11). O

Beachte

e Korollar 1.1 bietet die Moglichkeit, ein (zufélliges) Intervall anzugeben, in dem die Abweichung Xn—p
des Stichprobenmittels X,, von dem zu schitzenden Wert y mit einer (ndherungsweise) vorgegebenen
Wahrscheinlichkeit liegt, vgl. Formel (20).

e Sei a € (0,1), und sei z, € R die (eindeutig bestimmte) Losung der Gleichung ®(z,) = a.

e Dann heifit z, das a-Quantil der Standardnormalverteilung N(0, 1).

e Fiir @ > 0.5 kann man das a-Quantil der N(0, 1)-Verteilung aus Tabelle 1 entnehmen, vgl. Abschnitt 6.
e Aus (19) ergibt sich nun, dass

—217a/25n ¥ zlfa/QSn ~1_
P(iﬁ <Xn—p< S ) ~1l-a, (20)
denn
_zlfa/QSn ¥ _ Z17a/25n . _ yn — i
P( \/ﬁ <Xn Y \/ﬁ ) - P( Rl1—a/2 < \/ﬁ S, < zl—a/Q)

= P<\/ﬁ X’g,; P Zl_a/z) - P(\/ﬁ 7%,; a < —21—a/2)

(19)
R D(21-a/2) — B(=21-0q/2)

‘1)(21—(1/2) - <I’(Za/z) =1l-a,
wobei in der vorletzten Gleichheit die Symmetrieeigenschaft
Raj2 = —R1-a/2 (21)
der Quantile der N(0, 1)-Verteilung genutzt wurde.

1.3 Beispiel: Normalverteilte Stichprobenvariablen

e In Abschnitt 1.3.3 werden wir voraussetzen, dass die Stichprobenvariablen X1, ..., X,, normalverteilt sind,
d.h., X; ~ N(u,0?) fiir jedes i € {1,...,n}, wobei u € R und o2 > 0.

e Anstelle der Niherungsformeln (7) und (20) kénnen wir dann ,exakte” Formeln fiir die Wahrscheinlichkeit
herleiten, dass die Abweichung X ,, — v des Stichprobenmittels X,, von dem zu schitzenden Wert g in einem
bestimmten Intervall liegt.

e Hierfiir betrachten wir zunéchst eine Klasse von Verteilungen, die mit der Gammafunktion eng zusammen-
héngt.
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1.3.1 Gammaverteilung und y2-Verteilung

e Sei I': (0,00) — (0,00) die Gammafunktion mit

oo

I(p) = / eV ldy,  p>0. (22)
0

e Durch partielle Integration ergibt sich, dass fiir jedes p > 0

o0

o0
oo
Ilp+1) = /e‘y yP dy = [—e‘y y”]o +p/e‘y T T
0
e Also gilt fiir jedes p > 0

o Weil

ergibt sich aus (23), dass I'(n + 1) = n! fiir jedesn € N.

Beachte
e Mit der Substitution y' = b=1y, wobei b > 0, geht (22) iiber in

T(p) = b° / e Wy ldy
0

bzw. N
P
1= / —— e WyPlay, 24

wobei der Integrand als Wahrscheinlichkeitsdichte aufgefasst werden kann.
e Dies fiihrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition Man sagt, dass die Zufallsvariable Y : 2 — R gammaverteilt ist mit den Parametern b > 0 und p > 0,
wenn Y absolutstetig ist und wenn die Dichte fy : R — [0,00) von Y gegeben ist durch

o) e yP~l fallsy > 0,
fr(y) = P (25)
0, falls y < 0.

Schreibweise: Y ~ T'(b, p).

Theorem 1.5 Die Zufallsvariable Y : Q@ — R sei gammaverteilt mit den Parametern b > 0 und p > 0. Fir
die momenterzeugende Funktion vy : (—00,b) — R mit ¢y (t) = EetY bzw. fiir die charakteristische Funktion
vy : R = C mit oy (t) = E 'Y gilt dann

br() = — 5, Vt€(-o0,b) bw.  oy() = ————, VteR. (26)

(1-5)" (-3
Auferdem gilt fir jedes k € N
. (27)
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Beweis

e Aus der Definition der momenterzeugenden Funktion und aus (25) ergibt sich, dass

oo o0 bp o0 bp
t :]EetY:/ et? d :/—etye*by =1 :/_e—(b—t)y =1 gy .
Py (t) J fy(y)dy J () Y y J ) Yy y

e Ahnlich wie bei der Herleitung von (24) betrachten wir nun die Substitution y = (b—t)y’, wobei b > 0
und ¢ < b, und erhalten die Gleichung

_ Oo(b_t)p —(b—t)y ,,p—1
1—0/ ) e yP T dy .

e Hieraus folgt, dass fiir jedes t < b

bP 1

Ui

Yy (t) =

d.h., die in dem Gebiet {z = #; +its : t; < b} holomorphen Funktionen ¢1(2) = Ee*¥Y und ¢s(z) =
(1 — 2/b)~P besitzen fiir jedes z € (—oo, b) jeweils die gleichen Funktionswerte.

e Aus dem Identitdtssatz fiir holomorphe Funktionen (vgl. Abschnitt 8.1 in R. Remmert (1992) Funk-
tionentheorie 1, Springer, Berlin) ergibt sich nun, dass o1 (it) = @2(it) fiir jedes ¢t € R gilt.

e Damit ist (26) bewiesen.

e Aus (26) ergibt sich nun, dass ¢y (¢) unendlich oft differenzierbar ist und dass die k-te Ableitung gogf ) (t)
von @y (t) gegeben ist durch

k), P+1)...(p+k—1), 1
ey (D)= bk i* 1 it\ptk
(1-7)

o Weil auRerdem E (|Y|¥) < oo fiir jedes k € N, gilt (vgl. Theorem WR-5.21)

vVt e R

(k)

0

E(Y*) = %iik() ,  VkeN.

e Hieraus folgt die Giiltigkeit von (27). O

Aus Theorem 1.5 ergibt sich insbesondere, dass die Familie der Gammaverteilungen die folgende Eigenschaft der
Faltungsstabilitdt besitzt.

Korollar 1.2 Seien Y1,Y> : Q — R unabhingige Zufallsvariablen mit Y1 ~ T'(b,p1) und Yo ~ T'(b,p2), wobei
b,p1,p2 > 0. Dann gilt Y1 + Ys ~ T'(b,p1 + p2).

Beweis

e Fiir die charakteristische Funktion ¢y, 1y, (t) = E *(Y11Y2) der Summe Y; + Y5 gilt wegen der Unab-
hangigkeit von Y3 und Y5 (vgl. Theorem WR-5.18), dass

Pvi+v: (1) = oy Dew: (1), Vi € R.
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e Aus (26) ergibt sich also, dass

Pvitv,(t) = 1it P1 1it p2
(1-3) (-3%)
1

e Die charakteristische Funktion ¢y, +v, (t) der Summe Y; +Y5 besitzt somit die in (26) hergeleitete Form
der charakteristischen Funktion der Gammaverteilung T'(b, p1 + p2).

e Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen (vgl. Korollar WR~5.5) folgt nun, dass
Yi +Ys ~ T(b,p1 + pa).- =

Beachte

e Aus der Definitionsgleichung (25) der Dichte der Gammaverteilung ergibt sich, dass die Exponential-
verteilung Exp(b) eine spezielle Gammaverteilung ist, wobei

Exp(b) = T'(b,1).

e Wegen Korollar 1.2 ist die Summe Y; + ... + Y, von n unabhingigen und identisch verteilten Zu-
fallsvariablen Yi,...,Y, mit Y; ~ Exp(b) fiir jedes i € {1,...,n} ebenfalls gammaverteilt, und zwar
gilt

Yi+...4Y,~T(bn).
Ein solche Gammaverteilung heifit Erlangverteilung der Ordnung n.

o Aufler den Klassen der Exponential- bzw. Erlangverteilungen werden noch weitere Teilklassen von
Gammaverteilungen betrachtet.

e Eine solche Teilklasse von Gammaverteilungen spielt bei der Bestimmung der Verteilung der Stichpro-
benvarianz S von normalverteilten Stichprobenvariablen eine wichtige Rolle.

e Es ist dies die Familie der y2-Verteilungen, die zu den sogenannten statistischen Priifverteilungen
gehdren und die wie folgt definiert sind.

Definition
e Sei r € N eine beliebige natiirliche Zahl, und seien Xi,...,X, : @ — R unabhingige und N(0,1)-
verteilte Zufallsvariablen.

e Dann sagt man, dass die Zufallsvariable U, = Y_!_, X? eine x?- Verteilung mit r Freiheitsgraden hat.
(Schreibweise: U, ~ x2)

Theorem 1.6 Sei r > 1 eine beliebige natiirliche Zahl, und sei U, eine x2-verteilte Zufallsvariable mit r Frei-
heitsgraden. Dann ist die Dichte von U, gegeben durch

2(r=2)/2—2/2 sl .
—————, fallsz >0,
fu.(z) = 2r/2T(r/2) (28)

0, sonst,

wobei T'(1) =1, T(1/2) = /7 und T(p+ 1) = pT(p).
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Beweis

e Wir betrachten zunichst den Fall = 1, d.h., es gelte U; = X2 mit X ~N(0,1).
e Fiir die Dichte fy, (x) von Uy ergibt sich dann aus Theorem WR-3.15, dass

1
o /- (fX(\/E) + fX(_\/E)) ’ falls z > 0:
fo@) ={ 2V*
0, falls < 0.

o Weil

ergibt sich somit, dass

1 T
exp(—=), fallsz >0,
foy(@) =4 V2@ -3) (20)
0, falls x < 0.

e Damit ist (28) fiir den Fall 7 = 1 bewiesen.

e Ein Vergleich von Formel (29) mit der Definitionsgleichung (25) der Gammaverteilung zeigt auferdem,
dass
U= X?~T(1/2,1/2). (30)

e Seien nun Xy,..., X, : Q@ = R unabhingige und N(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen.
e Aus (30) und aus Korollar 1.2 folgt dann, dass

Xi+...+ X2~ T(1/2,7/2).

e Hieraus und aus der Definitionsgleichung (25) der Gammaverteilung ergibt sich nun die Giiltigkeit von
(28) fiir jedes r € N. O

Beachte

e Fiir U, ~ xZ und a € (0,1) sei x} , die (eindeutig bestimmte) Losung der Gleichung Fy;, (x7,) = .
e Dann heit x2 , das a-Quantil der x*-Verteilung mit r Freiheitsgraden.

e Quantile der x2-Verteilung mit r Freiheitsgraden sind in Tabelle 2 gegeben, vgl. Abschnitt 6.

1.3.2 Unabhéingigkeit und Transformation von Zufallsvektoren
e In Abschnitt 1.3.3 bendtigen wir einige Eigenschaften von Zufallsvektoren, die wir hier lediglich erw&hnen
(ohne sie im einzelnen zu beweisen).

e In den Abschnitten WR-3 bzw. WR-4 der Vorlesung ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung” im WS 01/02 sind
solche Eigenschaften fiir den Fall reellwertiger Zufallsvariablen hergeleitet worden.

Definition In Verallgemeinerung des Begriffes der Unabhingigkeit von reellwertigen Zufallsvariablen, der in
Abschnitt WR-3.3.5 eingefiihrt wurde, sagen wir, dass die Zufallsvektoren X; : @ - R™ ... . X,, : Q —
R™» ynabhdngig sind, falls

F(Xl,...,Xn)(xla"'Jm'ﬂ):FX1($1)"'FX"(£L.7L) Ve, e R™,...,z, € R . (31)
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Analog zu Theorem WR-3.11 ergibt sich dann die folgende Charakterisierung der Unabhangigkeit absolutstetiger
Zufallsvektoren.

Theorem 1.7 Seien (X1,...,X,) : @ - R™M*+ma ynd damit auch X1 : @ - R™ ... X, : Q@ — R™ abso-
lutstetige Zufallsvektoren. Die Komponenten X1,...,X,, des Vektors (X1,...,X,) sind genaw dann unabhdingig,
wenn fir fast alle (z1,...,T,) € RMTFMn

fxix)y (@ mn) = fx (@) - fx, (20) - (32)

Analog zu Theorem WR-3.18 ergibt sich der folgende Satz tiber die Unabhingigkeit zusammengesetzter Abbil-
dungen.

Theorem 1.8 Die Zufallsvektoren X1 : @ — R™ ..., X, : Q@ — R™» seien unabhingig. Fiir beliebige Borel-
messbare Funktionen ¢1 : R™ — R™ ... ¢, : R™ — R™~ sind die Zufallsvektoren p1(X1),...,on(X,) dann
auch unabhdngig.

Schlieflich gilt der folgende Transformationssatz fiir die Dichte von absolutstetigen Zufallsvektoren.
Theorem 1.9

e Sei X = (X1,...,Xp) : @ = R™ ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der (gemeinsamen) Dichte fx :
R® — [0,00), und sei ¢ = (p1,...,¢n) : R* = R” eine Borel-messbare Abbildung mit stetigen partiellen
Ableitungen 0p;/0x (1, .. .,%n).

o Auferdem gebe es einen n-dimensionalen Quader B € B(R™) mit
{reR": fx(z) #0} C B

und

Op;
det(am]_(wl,...,xn))#o V(z1,...,2,) € B,

so dass die Einschrinkung ¢ : B — C von ¢ auf die Menge B eine eineindeutige Abbildung ist, wobei
C = {y(z): z € B}.

o Seip~l= (gol_l, coy05Y) 1 C = B die Umkehrung der Abbildung ¢ : B — C.

e Dann ist auch der Zufallsvektor Y = p(X) absolutstetig, und firr die Dichte fy (y) von 'Y gilt

-1
Ix(@ @), 0t v) \det(f"ij_ W1e-v9m))|s Jalls y = (i, 0m) €C,
J

fr(y) = 0
0, falls y & C.

(33)

1.3.3 Verteilung von Stichprobenmittel und Stichprobenvarianz

e Wir bestimmen nun die (gemeinsame) Verteilung des Stichprobenmittels X, und der Stichprobenvarianz
S2 bei normalverteilten Stichprobenvariablen X7, ..., Xp,.

e Zunichst zeigen wir, dass X,, und S2 unabhiingig sind.

Theorem 1.10 Sei (X,,...,X,) eine normalverteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ N(u,02). Dann sind X,, und
S2 unabhingige Zufallsvariablen.
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Beweis

Zur Erinnerung: Mit der Schreibweise X| = X; — u gilt

B 1 " ! 2 1 - ! Y7 )\2
anﬁg)(ﬁu und Snzn_lg(xi—x;b). (34)

Wegen Theorem 1.8 kénnen (und werden) wir deshalb 0.B.d.A. voraussetzen, dass g = 0 und o2 = 1,
d.h. X; ~N(0,1).

Um die Unabhéingigkeit von X,, und S2 zu zeigen, nutzen wir die Tatsache, dass sich die Stichproben-
varianz S2 wie folgt darstellen lisst:

st = (T So-x)
= - L - ((i(x,. ~X) + i(xi - X)),
=2 =2

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Identitét Y ., (X; — X,,) = 0 ergibt.

Die Stichprobenvarianz S2 ist also eine Funktion des Zufallsvektors (Xs — Xp,...,X,, — X,), d.h., es
gilt _ —
Sn=3(Xo =Xy, X = X)), (35)

wobei

(T2, ., Tn) = ni1(<ixz)2+ixf) (36)

=2 =2
Wir zeigen nun zunéchst, dass der Zufallsvektor (X> — X,,..., Xn — X,) unabhingig von X, ist.

Wegen der Unabhéngigkeit und N(0, 1)—Verteiltheit der Stichprobenvariablen Xi,..., X, ist die (ge-
meinsame) Dichte fx(z1,--.,z,) des Zufallsvektors X = (X3,...,X,) gegeben durch

1 1 —
fX(mla---axn):W exp(—52x?), Y(z1,...,2,)R".

i=1
Wir betrachten die lineare Abbildung ¢ : R* — R” mit

01(2) =T, @2(2) =22 —Tn, ..., ¢n(@) =20 —Tp.

Fiir die Umkehrabbildung ¢! : R* — R” gilt dann fiir jedes y = (y1,...,y,) € R?
oW ==Y i, 9 W =vtye, - 02 W) =Y+ Y-
i=2

Fiir die Jacobi-Determinante der Abbildung ¢ : R* — R" bzw. der Umkehrabbildung ¢! : R* — R"
gilt

det(gjj (ml,...,xn)) = %

fiir jedes (z1,...,z,) € R" bzw.
-1

det(aal (y1,--.,yn)) =n

Yj

fiir jedes (y1,.-.,Yn) € R™.
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Aus Theorem 1.9 ergibt sich somit fiir die Dichte f (x ) (y1, - - -,yn) des Zufallsvektors

Xn,Xo—Xnyy Xn—X.
(YH,X2 —Yn,. --7Xn _Yn) = (,D(Xl,.. 7Xn)

die folgende Darstellungsformel.

Fiir jedes (y1,...,yn) € R” gilt
_ n 1 - 2
f(m,xz—fn,...,xn_?n)(yl""’yn) = (2m)n/2 eXP(—§(Z/1 - Z;yz) ) eXp( Z; Yi + Y1) )
1=

= ()" eol-3m1)) () oo (5 (X + (L))

1=

Wegen dieser Produktdarstellung der Dichte f( .,Yn) ergibt sich nun aus

X, Xo—Xn,osXn—Xn )(2/1,
Theorem 1.7, dass (X — X,,..., X, — X,) unabhingig von X,, ist.

Wegen (35) ergibt sich somit aus Theorem 1.8, dass auch die Zufallsvariablen S2 und X,, unabhéingig
sind. O

Theorem 1.11 Sei (X1,...,X,) eine normalverteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ N(u,0?) fir i € {1,...,n}.
Dann gilt

X, ~ N(u,02/n) (37)
und ( )52
n —1)Sz
Y Xar (38)
Beweis

Aus Theorem WR-3.14 (bzw. aus dessen vektorieller Version in Theorem 1.9) ergibt sich, dass
X
L N/, 0? %)

fiir jedes ¢ € {1,...,n}, vgl. auch das Beispiel in Abschnitt WR-3.4.2.

Weil mit X,...,X, auch die Zufallsvariablen X3 /n,..., X, /n unabhingig sind, ergibt sich nun aus
der Faltungsstabilitat der Normalverteilung (vgl. Korollar WR-3.2), dass

Damit ist (37) bewiesen.

Um (38) zu beweisen, betrachten wir die Identitat

Z((Xz - 7n) + (yn - ,u))2

¢
>
S
I

=1 i=1
n o n o o
= Z(Xz - Xn)2 + 2(‘Xn - ,U) : Z(Xz - Xn) +n(Xn - ,U)2
=1 i=1
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Weil die Zufallsvariablen o=!(X; — u),...,0 (X, — ) unabhingig und N(0, 1)-verteilt sind, ergibt
sich somit aus der Definition der y2-Verteilung, dass

i(xza_u)zz Z;(X;;an +<\/E(Xan—ﬂ))2 . (39)
i=1 —_—
~X2 X

e Wegen Theorem 1.10 sind die beiden Summanden RS; und RS, auf der rechten Seite dieser Gleichung
unabhingig.
e Wegen Theorem WR-5.18 gilt deshalb fiir die charakteristische Funktion ¢rg(t) der linken Seite LS
von (39), dass
pLs(t) = prs, (t)Prs, (1)
fiir jedes t € R, wobei pgs; (t) die charakteristische Funktion von RS; bezeichnet.
e Aus Theorem 1.5 folgt somit, dass fiir jedes t € R

prs(t)
YRS, (t)
1

(1-2ig)" 702

YRS, (t)

e Die erneute Anwendung von Theorem 1.5 und des Eindeutigkeitssatzes fiir charakteristische Funktionen
(vgl. Korollar WR-5.5) ergibt nun, dass

n—1)52
=05 _pg

1.3.4 t-Verteilung

Wir fithren nun eine weitere Klasse von statistischen Priifverteilungen ein, die wie folgt definiert sind.

Definition Seir € N eine beliebige natiirliche Zahl, und seien X und U, unabhingige Zufallsvariablen mit X ~
N(0,1) und U, ~ x2. Dann sagt man, dass die Zufallsvariable

v, =X/\/§ (40)

t-verteilt ist mit r Freiheitsgraden. (Schreibweise: V,. ~ t,.)

Theorem 1.12 Sei V,. ~ t,.. Fir die Dichte fy,.(v) von V,. gilt dann

I((r +1)/2) 1
T(r/2) (1 +v2/r) /2

fv,(v) =
fiir jedes v € R.

Beweis

e Seien X und U, unabhiingige Zufallsvariablen mit X ~ N(0,1) und U, ~ x2.
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e Fiir die gemeinsame Dichte f(x ¢, )(z,u) von (X,U;) gilt dann:

1 2 u(r—Z)/Ze—u/Z
_ _T\u T e 42
f(X,U,-)(:E’ u) \/2_7_‘_ exp< 2 ) 27‘/2 F('f'/2) ( )
fiir beliebige x € R und u > 0.
e Wir betrachten die Abbildung (z,u) — (v,w) mit
x
v= , w=u
Vu/r
e Fiir die Jacobi-Determinante der Umkehrabbildung gilt (w/r)'/2.
e Aus Theorem 1.9 ergibt sich somit fiir die (Rand-) Dichte fy, (v) von V., dass
_ 1/2 1/2
fu) = / o (0(w/) 2, w) (w/r) V* du
- w272 ep(— L) (L)
,/277 2r/2r (r/2) /eXp eXP( 2)(7«) dw
0
1 i +” A+P/Dwy ()21
= T dw.
V2 2772 r1/2r (r/2) /eXp ) v
0
e Fiir das Integral ergibt sich aus der Darstellungsformel (24) der Gammafunktion, dass
T 1+ v? . T((r +1)/2
/exp(_( = /T)w)w((”rl)/z)_l dw = (r+ zr/+1))/2 :
2 ((1+v2/r))
0 2
e Hieraus folgt, dass fiir jedes v € R
o (0) = 1 1 L'((r+1)/2)
VY= ar 2P P T (r 2) ((Hvam)(m)/z - o
2

Beachte
e Sei V; ~ t,. Fir @ € (0,1) wird dann die (eindeutige) Losung t, o der Gleichung Fy, (t,q) = « das
a-Quantil der t-Verteilung mit r Freiheitsgraden genannt, vgl. Tabelle 3 in Abschnitt 6.

e Analog zu der Symmetrieeigenschaft z, = —z1 o der Quantile z, der Standardnormalverteilung gilt
auch
tr,a = _tr,lfa (43)
fiir beliebige r € N und « € (0,1), weil die in (41) gegebene Dichte der t-Verteilung eine beziiglich des
Nullpunktes symmetrische Funktion ist.

Theorem 1.13 Sei (X1,...,X,,) eine normalverteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ N(u,02) firi € {1,...,n}.
Dann gilt
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Beweis

e In Theorem 1.10 hatten wir gezeigt, dass die Zufallsvariablen X ,, und S2 unabhiingig sind.

e Aus Theorem WR-3.18 (bzw. aus dessen vektorieller Version in Theorem 1.8) ergibt sich somit, dass
auch die Zufallsvariablen

X, —p 1 (n—-1)52
\/ﬁ( o ) und n—1 o2
unabhéngig sind.

e Aufserdem ergibt sich aus Theorem 1.11, dass

Xn—p

Vi (Kl N

und ( 12

n—
2 o~ Xifl

ViXn—p) _ VP

Beachte

e Theorem 1.13 bietet die M&glichkeit, ein (zufélliges) Intervall anzugeben, in dem die Abweichung Xn—p
des Stichprobenmittels X,, von dem zu schétzenden Wert p mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit
liegt.

e Von besonderer Bedeutung ist dabei die Tatsache, dass die Kenntnis der (im allgemeinen unbekannten)
Parameter p und o2 nicht zur Konstruktion dieses Intervalls erforderlich ist.

e Aus Theorem 1.13 ergibt sich ndmlich auf die gleiche Weise wie bei der Herleitung von (20), dass

~th-1,1-a/250 < th11-a/25n\ _
P( N0 <Xn-p< I )_1 a (45)

fiir jedes a € (0,1).

1.4 Ordnungsstatistiken

e Aufer dem Stichprobenmittel X,, und der Stichprobenvarianz S?, deren Eigenschaften in den Abschnit-
ten 1.2 bzw. 1.3 diskutiert wurden, gibt es noch weitere Stichprobenfunktionen, die bei der statistischen
Datenanalyse von Interesse sind.

e Fine solche Klasse von Stichprobenfunktionen sind die sogenannten Ordnungsstatistiken, die mit Hilfe der
folgenden Borel-messbaren Abbildung ¢ : R* — R™ definiert werden:

(@15, %) = (X)), -5 T(n)) = @(T1,5. -, Tn) , (46)

wobei fiir jedes i € {1,...,n}
TG = min{xj sk oy <z} > Z} . (47)
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Beachte Die in (46) und (47) gegebene Abbildung ¢ : R” — R" ist eine Borel-messbare Permutation der
Komponenten des Vektors (z1,- .., %), so dass

1)y L2 < ... < Zp) -

Definition

e Sei (Xy,...,X,) eine beliebige Zufallsstichprobe, und
o fiir jedes w € (2 sei
(X(l)(w), ) (w)) = cp(Xl(w), ... ,Xn(w))
die in (46) und (47) gegebene (messbare) Permutation von (X1 (w), ..., X, (w)), so dass

e Die auf diese Weise definierten Zufallsvariablen X(y),..., X(,) :  — R heifen die Ordnungsstatistiken
von (Xl, ce ,Xn)

Beachte

e Insbesondere gilt

Xay = in, X; und Xy = max Xi, (49)

d.h., X(1) bzw. X() sind das Minimum bzw. das Mazimum der Stichprobenvariablen X1,...,X,,.

In diesem Zusammenhang wird auch die Stichprobenspannweite R, = X,y — X(1) betrachtet.

e Anstelle des Stichprobenmittels X,, wird manchmal der Stichprobenmedian M,, betrachtet, wobei

X((n+1)/2) , falls n ungerade,
M, = (50)
(X(n/2) + X((n/2)+1)) /2, falls n gerade,

Der Stichprobenmedian ist also ebenfalls ein Mittelwert: Jeweils etwa die Hélfte der Stichprobenvaria-
blen Xj,...,X,, ist kleiner bzw. grofer als der Stichprobenmedian.

Ein Vorteil des Stichprobenmedians M, besteht darin, dass M,, wesentlich weniger als X, von den
extremalen Variablen X(;y und X(,) abhéngt.

1.4.1 Diskrete Stichprobenvariablen

Wir untersuchen nun die Verteilung von Ordnungsstatistiken, wobei wir zunéchst den Fall betrachten, dass die
Verteilung der Stichprobenvariablen X, ..., X, diskret ist.

Theorem 1.14

e Die Stichprobenvariablen X,,...,X,, seien diskret, d.h., es gebe eine (abzdhlbare) Menge
C={z_m,.-,T_1,20,%1,L2,---, Ty } CR
Mt Ty < ...<Z1 < T <21 <X <...< Ty und
PX;eC)=1 Vie{l,...,n},

wobei wir x_,, = —00 bzw. Ty = 00 setzen, falls m = oo bzw. m' = oo und lim, ,_, z, = —00 bzw.
lim,, o0 n = 0.
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o Dann gilt fir beliebige i € {1,...,n} und j € {—m,...,m'}

P <o) =3 (5)Pra - my (51)

k=1
bzw. .
n n— n—
P(X@ =mj) =) (k) (Pra =Py = PR, (1= P, (52)
k=i
wobet ‘
J
P = Z Dk und pr = P(X; = xy)
k=—m
Beweis

o Fiir beliebige i € {1,...,n} und j € {—m,...,m'} deuten wir das Ereignis {X; < z;} als ,Erfolg” und
das Ereignis {X; > x;} als ,Misserfolg”.

o Weil die Stichprobenvariablen Xi,..., X, unabhingig und identisch verteilt sind, ergibt sich somit,
dass die Zufallsvariable Y = #{i : X; < x;} binomialverteilt ist mit ¥ ~ Bin(n, P;).

e Weil aufierdem
{X@ <z} ={Y > i},

ergibt sich hieraus, dass

P(Xi@ <z;) = PY >i)
n n o
= > (k>P]’“(1 — Pk
k=1
e Damit ist (51) bewiesen.
e Aufserdem gilt
P(X(,) = .Z'j) = P(X(l) < .’Ej) — P(X(z) < .’L'jfl)
_ — (n k1 _ k n—k
- ;(k>(zvj(1 P;) Pt (1—P;_y) ) -

1.4.2 Absolutstetige Stichprobenvariablen

e Uber die Verteilungsfunktion F : R — [0,1] der Stichprobenvariablen Xj,...,X,, setzen wir nun voraus,

dass .
- [ 1w,

wobei f(y) > 0 fiir jedes y € R und [, f(y)dy = 1.

e Zusétzlich setzen wir noch voraus, dass die Dichte f : R — [0, 00) stiickweise stetig ist, d.h., die Dichte f
habe hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen, die sich nirgendwo im Endlichen h&ufen mdogen.

e Die Verteilungsfunktion F' ist dann stiickweise stetig differenzierbar.
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Theorem 1.15

o Die Stichprobenvariablen X1, ..., X, seien absolutstetig mit der stickweise stetigen Dichte f : R — [0, 00).

o Dann ist auch die Ordnungsstatistik X ;) fiir jedes i € {1,...,n} eine absolutstetige Zufallsvariable, deren
Dichte fx, : R — [0,00) gegeben ist durch

n - f (@) (F(z)) ™ (1= F(z))"". (53)

fX(i) (.’L‘) = m

Beweis

o Ahnlich wie beim Beweis von (51) in Theorem 1.14 setzen wir Y = #{i : X; < z}.

e Weil die Stichprobenvariablen Xy, ..., X,, unabhingig und identisch verteilt sind, ergibt sich nun, dass
Y binomialverteilt ist mit Y ~ Bin(n, F'(z)).

o Wegen {X(;) <} ={Y > i} erhalten wir also, dass fiir jedes z € R

P(X@ <z)=Y (Z) (F(z))* (1 - F(z))" ", (54)

n
k=i

e Weil F' stiickweise stetig differenzierbar ist, gilt dies somit auch fiir die Verteilungsfunktion Fx ,, : R —
[0,1] von X (3 mit Fx, (z) = P(X(;) < z) fiir jedes z € R.

e Insbesondere ist also X(;) absolutstetig.

o Beiderseitiges Differenzieren von (54) ergibt nun, dass

fX(i)(m) = %Fx(i)(w)

e Weil n — k = 0 fiir £ = n, ergibt sich hieraus, dass

@ = (Du@Ee) " a-r@)+ Y (1)Ee) ! 0-re)" e

k=i+1
-Y (§)@-nEe) a-re) .

e Durch die Substitution k' = k — 1 in der ersten Summe erhalten wir, dass

n! i—1 n—i
m f(z) (F(@")) (1 - F(m))

#3 (40 D) 0 - F)

fX(i) (1")

- (})m-0Ee) o - @)
k=i

n! i—1 n—i
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wobei sich die letzte Gleichheit aus der Identitét

(e22) 00 = i = ()9
ergibt. -

In Verallgemeinerung von Theorem 1.15 kann man die folgende Formel fiir die gemeinsame Dichte von zwei
Ordnungsstatistiken herleiten.

Theorem 1.16

o Die Stichprobenvariablen X1, ..., X, seien absolutstetig mit der stickweise stetigen Dichte f : R — [0, 00).

e Firl <i < j <n istdie gemeinsame Dichte fx,
gegeben durch

. X, - B = [0,00) der Ordnungsstatistiken Xy, Xj
i—1 j—1—i n—j
n! f (@) f(2;) (F (1)) (F(a;) = F(ai))”™ " (1 = F(a))"™
GE—1)G —1—-0)(n—j)! ’
Ixa.xg) (@i, ) = falls —o0 < z; < ;7 < 00, (55)

0, sonst.

Beweis

e Der Beweis von Theorem 1.16 verlduft &hnlich wie der Beweis von Thgorem 1.15. Wir geben deshalb
hier lediglich die Beweisidee an und lassen die Details weg (vgl. auch Ubungsaufgabe 4.1).

e Undzwarsel Y = #{i: 1 <i<n, X; <y}lund Z =#{i: 1 <i<n,y < X; <z} fiir beliebige
y < 2.
e Dann kann man leicht zeigen, dass fiir 1 <k, <n

ﬂﬁ@%%t@j@@»%ﬂ@—F@yu_F@D

¢ AuRerdem ldsst sich die gemeinsame Verteilungsfunktion Fx , x,,, : R — [0,1] der Ordnungsstatisti-
ken X(;), X(;) darstellen durch

PY =k Z=20)= ket

j—1 n—k
FX(i),X(j)(y:z) =PY 2>i,Y+Z2>j)= PY =k Z=0+P(Y >j).
k=i t=j—k
e Durch Einsetzen der vorhergenden Formel fiir P(Y = k, Z = £) bzw. P(Y > j) ergibt sich nun die
Behauptung (55). O

Beachte
e Es lassen sich auch Formeln fiir die gemeinsame Dichte von drei und mehr Ordnungsstatistiken herlei-
ten.
e Insbesondere gilt fiir die gemeinsame Dichte fx . x., : R* — [0,00) aller Ordnungsstatistiken
X(l); e 7X(n):
nlf(z1)... f(z,), falls —co<z1 <...< 2y <00,
X)Xy (T15 -y Tn) = (56)

0, sonst,

vgl. Ubungsaufgabe 4.2.
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1.4.3 Beispiel: gleichverteilte Stichprobenvariablen

e Wir illustrieren nun die in Abschnitt 1.4.2 hergeleiteten Ergebnisse fiir das folgende Beispiel.

e Die Stichprobenvariablen Xi,..., X, seien gleichverteilt im Intervall (0,8) fiir ein 8 > 0, d.h.

6-t, falls z € (0,6),
0, falls = ¢ (0,0).

flz) =

1. Dichte, Erwartungswert und Varianz von X ;)

e Aus Theorem 1.15 ergibt sich durch Einsetzen in (53), dass

n! i1 »
QDm0 e @2, fall
fon@ =) GG Tt e 0.0
0, falls = ¢ (0,6).
o Hieraus folgt insbesondere, dass
- _ iln—i+1)¢?
EXy = ol und Var X ;) = m ‘

2. Gemeinsame Dichte von X (1) und X ()

e Aus Theorem 1.16 ergibt sich durch Einsetzen in (55), dass fiir 0 < 1 < 2, < 6

0 0

- n— _ _ n—2
fX(l)’X(n)(thn) — % <9:n a:1) 2 _ n(n 1)(32 z1) ) (57)

3. Gemeinsame Dichte von R, = X () — X1y und Z,, = (X(1) + X(p))/2
e Wir betrachten nun die Stichprobenspannweite R,, = X(,) — X(;) und das arithmetische Mittel Z,, =
(X(1) + X(n))/2 der extremalen Ordnungsstatistiken X ;) und X .

e Ahnlich wie das Stichprobenmittel X, bzw. der Stichprobenmedian M, ist auch das Mittel Z,, =
(X(1) + X(n))/2 eine sogenannte Lokationskenngrife.

e Fiir die gemeinsame Dichte fg, 7, : R> = [0, 00) des Zufallsvektors (R, Z,) gilt

n(n — 1)rn=2

fRa,z,(1.2) = o ’
0, sonst.

falls r € (0,0) und r/2 < z < 8 — 1 /2, (58)

e Dabei ergibt sich (58) aus (57) und aus dem in Theorem 1.9 angegebenen Transformationssatz fiir die
Dichte von absolutstetigen Zufallsvektoren.
e Denn durch die Abbildung
(x(l),x(n)) — (7‘, z) : Rz — RZ
mit ‘e
- @) T Z(n)
(r,z) = (ﬂf(n) - 2(), f)
wird die Menge {(z(1),%(n)) : 0 < 21y < 2(n) < 0} auf die Menge {(r,z) : 0 <r < 60,7/2 <z <
6 — r/2} abgebildet, und
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o fiir die Umkehrabbildung
(’I“,Z) — (w(l),w(n)) (R? - R?

mit 7_ r
(1), Z(n)) = (z ~ 5> z+ 5)
ist die Jacobi-Determinante gleich —1.
4. Dichte von Ry, = X() — X(1)
e Fiir die (Rand-) Dichte fr, : R = [0,00) von R, = X(5) — X(q) gilt

{ nn =D 20 -r) e (0.6),

on ’
0, sonst,,

(59)

e denn aus (58) und aus Theorem WR-3.9 iiber die Integraldarstellung von Randdichten ergibt sich,
dass fiir jedes r € (0, )

0—r/2 Ly
fa(r) = / n(n —0}1)7* ”
r/2
_on(n—1)r"2(0 —r)
= T .

5. Dichte von Z, = (X1) + X(n))/2

e Auf die gleiche Weise wie bei der Herleitung von (59) kann man zeigen, dass

o n(2;72;‘_1 , falls z € (0,6/2],
fp(2) = o (60)
W, falls z € (6/2,6),

o denn aus (58) ergibt sich, dass fiir z € (0,6/2]

2z
o (2) = n(n — 1)rm—2 g — n(2z)" !
(=) / . 2)
bzw. fiir z € (0/2,6)
2(aiz)n(n —1)rm2 n(2(6 - 2))"
fz.(z) = / on dr = on .

1.5 Empirische Verteilungsfunktion

e Wir betrachten nun noch eine andere Klasse von Stichprobenfunktionen, mit deren Hilfe die Verteilungs-
funktion F' der Stichprobenvariablen X3, ..., X, aus den vorliegenden Daten zy,...,z, bestimmt werden
kann.

e Hierfiir betrachten wir fiir jedes z € R die Stichprobenfunktion ¢, : R* — R mit

1:1<i<n,z; <z
O (T1y. .., my) = #1 = ; ! } , (61)

e wobel g (x1,...,%,) die relative Haufigkeit derjenigen Stichprobenwerte ist, die den Schwellenwert x nicht
iiberschreiten.
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1.5.1 Definition und elementare Eigenschaften

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass fiir jeden Vektor (z1,...,2,) € R* die in (61) definierte Abbildung
T = Qp(T1,...,2p) (62)
die Eigenschaften einer Verteilungsfunktion hat.

e Die in (62) gegebene Abbildung wird deshalb empirische Verteilungsfunktion der (konkreten) Stichprobe
(z1,...,%5) genannt.

Dies fiihrt zu der folgenden Begriffsbildung.
Definition Die Abbildung F, : R x Q — [0, 1] mit

B (o) = FHIE L0 Xi(w) <0}

n

heifst empirische Verteilungsfunktion der Zufallsstichprobe (X1, ..., X,).
Beachte

e Die in (63) gegebene Abbildung kann man als eine Familie { F,,(z), z € R} von Zufallvariablen F,(z) :
Q2 — [0,1] auffassen.

e Eine solche Familie von Zufallsvariablen wird empirischer Prozess genannt. Empirische Prozesse bilden
eine spezielle Klasse stochastischer Prozesse, d.h., eine Familie von Zufallsvariablen, die iiber einund-
demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind.

Theorem 1.17 Fliir jedes x € R gilt:

1. Die Zufallsvariable nﬁn(:ﬂ) ist binomialverteilt mit den Parametern n und p = F(x), d.h., es gilt

P(nF,(z) = k) = (Z) (F(z)k(1 = F(z)"*, Vke{0,1,...,n}. (64)

2. Insbesondere gilt
Fa)(1 - F(z))

E F,(z) = F(z) und Var F,(z) = - (65)
3. Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt R
1i_>m Fo.(z) = F(x). (66)
4. Falls 0 < F(z) < 1, dann gilt auferdem fir jedes y € R
F.(x)-F
lim P(\/E o) -~ Flo) y) =3(y), (67)

F(z)(1 - F(z))

wobei ®(y) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Beweis

e So wie in Abschnitt 1.4 deuten wir das Ereignis {X; < z} als ,Erfolg” und das Ereignis {X; > z} als
,Misserfolg”.

e Aus der Definitionsgleichung (63) der empirischen Verteilungsfunktion F), ergibt sich somit, dass wir
die Zufallsvariable n F,(x) als die Anzahl der Erfolge beim n-maligen Miinzwurf mit den identischen

Erfolgswahrscheinlichkeiten a; = ay = ... = a, = F(z) auffassen konnen, vgl. Beispiel 2 in Ab-
schnitt WR-3.2.2.
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Hieraus ergibt sich, dass n F,(z) binomialverteilt ist mit n F,(z) ~ Bin(n, F(z)).
Damit ist (64) bewiesen.

Aus den Formeln fiir den Erwartungswert bzw. die Varianz der Binomialverteilung ergibt sich nun die
Giiltigkeit von (65), vgl. jeweils Beispiel 1 in den Abschnitten WR-4.1.1 bzw. WR—4.2.2.

Aus der Definitionsgleichung (63) der empirischen Verteilungsfunktion ﬁ’n folgt aufserdem, dass

nﬁn(m) ZZYi:

wobei
1, falls X; <z,

0, falls X; > x.

Y, =

o Wegen dieser Darstellungsmoglichkeit von nﬁ’n(w) als Summe von n unabhingigen und identisch
(Bernoulli-) verteilten Zufallsvariablen Y; mit EY; = F(x) ergibt sich (66) unmittelbar aus dem starken
Gesetz der grofien Zahlen; vgl. Theorem WR-5.15.

e Mit der gleichen Begriindung ergibt sich (67) unmittelbar aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir Summen
von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen; vgl. Theorem WR-5.16. O

Beachte Weil die Zufallsvariable F,(z) den Erwartungswert F(z) hat (vgl. (65)), kann F},(z) als ein gecigneter
Schitzer von F(z) angesehen werden.

1.5.2 Satz von Gliwenko-Cantelli

e In diesem Abschnitt betrachten wir die Abweichung

D, = sup | F,,(z) — F(z)]. (68)
zER

der empirischen Verteilungsfunktion f‘n von der zu schitzenden Verteilungsfunktion F' der Stichprobenva-
riablen Xy,..., X,,.

e Die in (68) definierte Zufallsvariable D,, wird Kolmogorow-Abstand von F, und F genannt.

e Weil die empirische Verteilungsfunktion F, eine Treppenfunktion ist (vgl. (63)) und weil F' monoton nicht-
fallend und rechtsstetig ist, lasst sich (68) auch wie folgt schreiben:

1—1

2P0}

D, = max max{‘

— F(X( =0
ie€{l,...,n} ( (@) )

Y

bzw. .
1—1

D, = F(X¢ -0
max max{ F(X( = 0)

i
- F(X@)} (69)
wobei X(;) die i-te Ordnungsstatistik von X, ..., X,, ist, vgl. Ubungsaufgabe 5.3.
e Wir konnen D,, als den mazimalen Schitzfehler bei der Schitzung der Funktionswerte F'(z) von F' durch
F,(x) auffassen.
Beachte

e In Theorem 1.17 wurde gezeigt (vgl. (66)), dass die empirische Verteilungsfunktion F, punktweise mit
Wabhrscheinlichkeit 1 gegen F' konvergiert, d.h.,

p( lim F,(z) = F(m)) -1 VzeR.

n—oo
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Stichprobenumfang n unendlich groff wird.

von Gliwenko-Cantelli genannt wird.

Theorem 1.18 FEs gilt

Beweis

P(lim Dn:0)=1.

n—oo

Wir nehmen zunichst an, dass die Verteilungsfunktion F' : R — [0, 1] stetig ist.

Fiir jede natiirliche Zahl m € N gibt es dann reelle Zahlen zy,...,z,,_1 € R, so dass
20=—00<21 < ... <2Zpe1 < Zp =00
e Flzo) =0, Flz) = % . Fla) =& . Flom1)= "= Flz) =1
=0, =—,..., =—,..., m_1) = —— , m) = 1.
m m m

Mit der Schreibweise € = 1/m ergibt sich dann hieraus, dass fiir jedes z € [z, Zk+1)

Fo(2) = F(z) < Fa(enpr) = Flzr) =  Fu(zrpr) — Flarp) +e,
Fo(2) = F(z) > Fulzr) = Fzrp1) = Fulz) = Fla) —e.

Fiir beliebige m € Nund k € {0,1,...,m} sei
Am g = {w eN: nh_)rrolo Fo(z,w) = F(zk)} .

Aus Teilaussage 3 von Theorem 1.17 ergibt sich dann, dass

PApi) =1
fiir beliebige m € Nund k € {0,1,...,m}.
Damit gilt auch
PA,) =1,
wobei .
Am = ﬂ Am,k ’
k=0
denn aus (73) ergibt sich, dass
P(An) = 1-P(A})

\Y%
—
|
Eol
NNgE
~
SO
s
I
—
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e Dariiber hinaus kann man zeigen, dass sich auch die Verteilungsfunktion F' insgesamt durch den em-
pirischen Prozess { F,,(z), © € R} im Sinne der fast sicheren Konvergenz approximieren lasst, falls der

e Damit ist die folgende Eigenschaft des Kolmogorow-Abstandes D,, gemeint, die in der Literatur Satz

(71)

(72)

(73)

(74)



1 STICHPROBEN UND STICHPROBENFUNKTIONEN 34

Fiir jedes w € A, gibt es nun eine natiirliche Zahl n(w) € N, so dass
| B (2k,0) — Fzi)| < €

fiir jedes n > n(w) und fiir jedes k € {0,1,...,m}.
Hieraus und aus (72) folgt, dass

sup | F(z,w) — F(z)| < 2¢ (75)
zZER

fiir jedes w € A,, und fiir jedes n > n(w).

Dies bedeutet, dass es fiir jedes w € A = (°_; A, und fiir jedes & > 0 eine natiirliche Zahl n(w,e) € N
gibt, so dass (75) fiir jedes n > n(w,¢) gilt.

Dabei ergibt sich genauso wie im Beweis von (74), dass

P(4) = 1- P4
= 1—P(© 45,)
. .

1- ) P(Ag) =1,
m=1

weil P(AS,) = 0 fiir jedes m € N.

Weil € > 0 beliebig klein gew&hlt werden kann, ist somit die Behauptung (70) fiir den Fall bewiesen,
dass die Verteilungsfunktion F': R — [0, 1] stetig ist.

Im Fall einer beliebigen (nichtnotwendig stetigen) Verteilungsfunktion F' lisst sich die Giiltigkeit von
(70) auf dhnliche Weise zeigen.

Anstelle von (71) nutzen wir nun die Tatsache, dass es fiir jede natiirliche Zahl m € N reelle Zahlen
Z1y---,2m—1 € R gibt, so dass

20 =—0<21<...<2p-1<Zym =0
und fiir jedes k € {0,1,...,m —1}
F(zk41 —0) = F(z) <e, (76)
wobei e = 1/m.

Aufserdem ergibt sich genauso wie bei der Herleitung von (72), dass fiir jedes z € [z, 2k+1)

Fo(2) = F(2) < Fu(ersr —0) = Flarsr — 0) +¢,
~ (77)

Fo(z) —F(z) > Fu(z)—F(z) —e¢.

Aus Teilaussage 3 von Theorem 1.17 ergibt sich &hnlich wie (73), dass P(4], ;) = 1 fiir beliebige m € N
und k € {0,1,...,m}, wobei

Im,k:{WEQ: lim ﬁn(zk—O,W):F(zk_O)}'

n— 00
Hieraus und aus (77) folgt dann, dass (75) fiir jedes w € A!, und fiir jedes n > n(w) gilt, wobei
A= (Ams N AL,
k=0

Weil P(Al) =1 fiir jedes m € N, ergibt sich nun die Behauptung genauso wie im ersten Teil des
Beweises. O
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1.5.3 Verteilung des maximalen Schétzfehlers
e Um die Verteilung des maximalen Schitzfehlers D,, bei der Schitzung der Funktionswerte F'(z) von F' durch
F,(x) ndher zu untersuchen, benétigen wir den folgenden Begriff.

e Das Intervall I = (a,b] C R mit a < b heifit Konstanzbereich der Verteilungsfunktion F' von Xi,...,X,,
falls P(X; € I) = 0 und falls es kein groferes Intervall mit dieser Eigenschaft gibt, das I enthalt.

e Fiir den Fall, dass die Verteilungsfunktion F' : R — [0,1] der Stichprobenvariablen X;, ..., X, stetig ist,
zeigen wir nun, dass der Kolmogorow-Abstand D,, eine sogenannte verteilungsfreie Stichprobenfunktion ist.

e Damit ist gemeint, dass die Verteilung von D, nicht von der speziellen Ausprigung der stetigen Vertei-
lungsfunktion F' abhingt.

Theorem 1.19 Flir jede stetige Verteilungsfunktion F : R — [0,1] gilt

d o~
D, = sup | Gn(y) -y, (78)
yE[O,l]

wobei @n :R x Q — [0,1] die empirische Verteilungsfunktion einer beliebigen Zufallsstichprobe (Y1,...,Yy) ist,
die aus n unabhdngigen und in dem Intervall [0, 1] gleichverteilten Stichprobenvariablen Y1,...,Y, besteht.

Beweis

e Sei B die Vereinigung aller Konstanzbereiche von F. Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit 1

D, = sup | F,(z) - F(z)|. (79)
reB*©
e Auferdem gilt fiir jedes © € B°
{X; <o} = {F (X)) < F(a)} (80)

e Wir setzen nun Y; = F(X;) fiir jedes i € {1,...,n}.
e Aus Theorem 1.8 (vgl. auch Theorem WR-3.18) ergibt sich dann, dass die Zufallsvariablen Y3,...,Y,
unabhingig sind.

e Weil F stetig ist, gibt es fiir jedes y € (0,1) ein z, € R, so dass
zy =inf{z': F(2') =y} € B°.
e Folglich gilt fiir jedes y € (0,1)
PY; <y) = P(F(Xi) < F(zy)) = P(X; <) = F(zy) =y,
wobei sich die zweite Gleichheit aus (80) ergibt.
e Die Zufallsvariablen Y7, ...,Y, sind also unabhingig und im Intervall [0, 1] gleichverteilt.

o Wegen (80) gilt somit, dass Fy,(z) = G,,(F(x)) fiir jedes z € B°.
e Hieraus und aus (79) folgt, dass

D, © sup |Fuw) - F(a)]

rEBe<

= sup |Gn(F(x)) — F(z)|
rEBe<

= sup|Gn(F(z)) — F(z)|
TzER

= sup |Ga(y) —yl,
y€[071]

wobei in der letzten Gleichheit erneut die Voraussetzung genutzt wurde, dass F' stetig ist. O
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Korollar 1.3 Fir jede stetige Verteilungsfunktion F : R — [0,1] gilt

d T —
D, =

max max{Y(,-) - ! , % - Y(Z)} , (81)

ie{l,...,n} n

wobei Y(;) die i-te Ordnungsstatistik der in [0,1] gleichverteilten Stichprobenvariablen Yi,...,Y,, ist.

Bewelis

e Wegen Theorem 1.19 kdnnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass F(z) = z fiir jedes z € [0, 1].
e Aus der Darstellungsformel (69) fiir D,, ergibt sich dann, dass

1—1 4
D, = iegz.ai)jn}max{F(X(i) —-0)— m F(X(z'))}
1—1 1
- z'e{ml,a.t.).(,n} max{X(i) n 'n X(i)}
d 1—1 1
TS maX{Y(") " n 'n Y(i)} ' o

Beachte

e Fiir den Fall, dass F stetig ist, ergibt sich aus (81) die folgende Integraldarstellung fiir die Verteilungs-
funktion von D,,:

( 0, falls x <0,
1 tte e Brlis
P(D”S%+$):< / 91,3 Yn) dyn - - - dy1, fallsO<1‘<%,
doad-e BT
{ 1, falls z > 2’;—;1,

wobei

n!, fals0<y; <...<yp <1,

g1, Yn) =
0, sonst.

Diese Integraldarstellung kann mit (nichtelementaren) kombinatorischen Uberlegungen hergeleitet wer-
den; vgl. beispielsweise das Buch von J.D. Gibbons und S. Chakrabarti (1992) Nonparametric Statistical
Inference, 3rd ed., Marcel Dekker, New York.

Fiir grofie n kann man anstelle dieser Integraldarstellung eine (asymptotische) Naherungsformel zur
Bestimmung der Verteilungsfunktion von D,, verwenden.

Und zwar kann man (&hnlich wie beim zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unabhéngigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen; vgl. Theorem WR-5.16) zeigen, dass auch D,, bei entsprechend
gewahlter Normierung gegen einen nichtdeterministischen, d.h. zufilligen Grenzwert (im Sinne der
Verteilungskonvergenz) strebt.

Dies ist die Aussage des folgenden Satzes von Kolmogorow.
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Theorem 1.20 Falls die Verteilungsfunktion F : R — [0,1] der Stichprobenvariablen X1, ..., X, stetig ist, dann
gilt fiir jedes x € R
lim P(vnD, <z)=K(z), (82)

n—o0

wobei .
1-2 3 (-1)*texp(—2k*2?), falls x>0,

K(z) = k=1 (83)
0, falls © < 0.

Der Beweis von Theorem 1.20 ist tiefliegend und geht {iber den Rahmen dieser einfiihrenden Vorlesung hinaus;
vgl. beispielsweise Kapitel 13 in L. Breiman (1992), Probability, 2nd ed., STAM, Philadelphia.

Beachte

o Wegen (82) ist klar, dass die in (83) gegebene Funktion K : R — [0, 1] die Eigenschaften einer Vertei-
lungsfunktion hat.
e Fiir n > 40 liefern (82) und (83) eine brauchbare Naherungsformel zur Bestimmung der Verteilungs-

funktion von D,,:
P(D,<z)~K(zy/n) Vz>0.
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2 Punktschatzer

2.1 Parametrisches Modell

e Die Verteilungsfunktion F' der Stichprobenvariablen Xy, ..., X, moge zu einer vorgegebenen (d.h. bekann-
ten) parametrischen Familie von Verteilungsfunktionen {Fy, 6 € O} gehoren,

e wobei die Menge © C R™ Parameterraum genannt wird und m € N eine beliebige, jedoch vorgegebene
natiirliche Zahl ist.

e Mit anderen Worten: Es gelte F' = Fy fiir ein § € O, wobei jedoch der Parametervektor § = (61,...,60.,)
(bzw. ein Teil seiner Komponenten) unbekannt sei und aus den beobachteten Daten x1,...,x, geschitzt
werden soll.

e Dabei werden wir stets voraussetzen, dass

— der Parameterraum © eine Borel-Menge ist, d.h., ©® € B(R™).
— die Parametrisierung § — Fy identifizierbar ist, d.h., es gelte Fy, # Fy,, falls 6, # 6.

Wir nehmen an, dass der (gemeinsame) Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P), iiber dem die Stichprobenvariablen
X1, X5, ... definiert sind, der sogenannte kanonische Wahrscheinlichkeitsraum ist, vgl. auch das in Abschnitt WR-
4.1.1 diskutierte Beispiel des wiederholten Wiirfelns. D. h., wir setzen

Q=RxRx...={w:w=(w1,ws2,...), w; ER Vi=1,2,...}
und F = B(R) ® B(R) ® ..., wobei das Wahrscheinlichkeitsmaf P gegeben ist durch
Pw:w € Quw;, <xiyy...,wiy, <y }) =F(zy) ...  F(zy,) . (1)

Die Stichprobenvariablen X; : Q@ — R sind gegeben durch X(w) = w;, d.h. durch die Projektion auf die i-te
Komponente w; von w.

Beachte

e Das in (1) definierte Wahrscheinlichkeitsmafi P bezeichnen wir im folgenden mit Py, um zu betonen,
dass P von dem (unbekannten) Parametervektor § € © abhingt.

e Entsprechend verwenden wir die Bezeichnungen E g und Vary fiir Erwartungswert bzw. Varianz.

e Falls keine Verwechslung méglich ist, dann bezeichnen wir auch die Verteilung einer (einzelnen) Stich-
probenvariablen X; mit Py, d.h. Pyp(X; < ;) = Py((—00, z;]) = Fy(z;)-

e Zur Erinnerung: Fiir jede Borel-messbare Funktion 6 :R" - R™ wird der Zufallsvektor @\(Xl, cey Xn)
Statistik bzw. zuféllige Stichprobenfunktion genannt.

~

e Bei der Schitzung von Parametern nennt man (X7, ..., X,,) Punktschatzer fiir den Parameter §. Dabei

~

wird meistens vorausgesetzt, dass Py(0(X1,...,X,) € ©) = 1. Manchmal wird jedoch zugelassen, dass

die Werte des Schatzers 6(X1,...,X,) mit einer (kleinen) positiven Wahrscheinlichkeit aufierhalb des
Parameterraumes © liegen koénnen.

Beispiel Eine der wichtigsten parametrischen Verteilungsfamilien {Py, § € ©} von Stichprobenvariablen, die in
dieser Vorlesung betrachtet werden, ist die Normalverteilungsfamilie {N(u,0?), p € R, 0 > 0}. In diesem
Fallist m =2, © = R x (0,00) und 8 = (61,62) = (,0?).

Beachte Weitere Beispiele von Familien parametrischer Verteilungen, die bisher in dieser Vorlesung (bzw. in
der Vorlesung ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung” des WS 01/02) betrachtet wurden, sind die Familien der
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(diskreten bzw. stetigen) Gleichverteilung,
Binomialverteilung,

Poisson-Verteilung,
Exponentialverteilung,

x2-Verteilung,

Gammaverteilung,

t-Verteilung.

2.2 Methoden zur Gewinnung von Punktschitzern

Wir diskutieren nun Methoden, die ein systematisches Vorgehen bei der Wahl einer Borel-messbaren Abbildung
0 : R" — O ermdglichen, um den unbekannten Parametervektor 8 auf geeignete Weise zu schitzen.

2.2.1 Momenten-Methode

e Die Momentenmethode ist eines der &ltesten Verfahren zur Gewinnung von Schitzern fiir die unbekannten
Komponenten des Parametervektors 8 = (6y,...,6.,).

e Sie wurde von Karl Pearson (1857-1936) gegen Ende des 19. Jahrhunderts eingefiihrt und

e beruht auf dem Vergleich von Momenten der Stichprobenvariablen Xj,...,X,, mit den entsprechenden
empirischen Momenten der konkreten Stichprobe z1,. .., z,.
Modellannahmen

Es gelte E ¢(|X1|") < oo fiir jedes 8 € © und fiir eine natiirliche Zahl r > m.

Auflerdem wird angenommen, dass fiir jedes k = 1,...,r das k-te Moment
= Eg(XF) (2)

der Stichprobenvariablen Xi,..., X, eine (bekannte) Funktion des Parametervektors 8 = (61, ...,6,,)
ist.

e Fiir jedes kK = 1,...,r gebe es also eine Borel-messbare Funktion g : © — R, so dass
e =gk(0), VOE€O. ()
Lésungsansatz
1. Fiir jedes k € {1,...,r} bestimmen wir das k-te empirische Moment my, = My (zy,...,z,) der konkre-
ten Stichprobe (z1,...,,), wobei

i=1
. Danach bilden wir das Gleichungssystem
Mp(T1,---, %) = g (0), ke{l,...,r} 4)
mit dem unbekannten Vektor § = (01, ...,60.,).
. Es wird vorausgesetzt, dass dieses Gleichungssystem fiir jedes (x1,...,%,) € R" eine eindeutig be-

~

stimmte Losung 0(x1,...,2,) € O besitzt, die von der konkreten Stichprobe (z1,...,%,) abhéingt,
und dass
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4. die Abbildung §: R" — © mit ~
(Z1,---,2n) = 0(x1,-.-,T0), (5)
die den Stichprobenraum R” in den Parameterraum ® C R™ abbildet, Borel-messbar ist, d.h., g ist
eine Stichprobenfunktion.

Definition Der durch (5) gegebene Zufallsvektor §(X1,...,Xn) heifst M-Schitzer des Parametervektors 6,
wobei in (5) die Zufallsstichprobe (X7,...,X,,) anstelle der konkreten Stichprobe (x1,...,z,) eingesetzt
wird.

Beachte
e Mit Hilfe des starken Gesetzes der grofien Zahlen kann die folgende Begriindung fiir die Anwendung
der Momentenmethode gegeben werden.
e Fiir das empirische Moment my(X1,...,X,) der Zufallsstichprobe (X3, ..., X,) gilt

mg(X1,...,X ZXk—>Mk, Vk=1,...,r, (6)

falls n — oo; vgl. Theorem WR-5.15.

e Falls die in (3) gegebene Abbildung g = (g1,-.-,9m) : © = C mit C = g(0) = {g(d) : § € O} C R™
eineindeutig ist und falls die Umkehrabbildung g=! : C — O stetig ist, dann gilt wegen (6) fiir den
M-Schétzer 0(X;,...,X,), dass fir jedes § € © mit Wahrscheinlichkeit 1

lim 8(Xy,...,X,)=8. (7)
n—oo
e Diese (asymptotische) Giiteeigenschaft des Schétzers 67(X1, ..., Xp) wird starke Konsistenz genannt.

o Weitere Giiteeigenschaften von M-Schitzern werden wir in Abschnitten 2.3 und 2.4 diskutieren.

Beispiele

1.  Normalverteilte Stichprobenvariablen
e Es gelte {P, 0 € ©} = {N(p,0?), p € R, 02 > 0}.
e Dabei nehmen wir an, dass beide Komponenten p und o2 des Vektors (i1, 0?) unbekannt sind.
e Dann ist m = 2 mit ® = R x (0,00) und 8 = (61,65) = (u,d?).
o AufRerdem gilt g; (u,0?) = p und go(u, 0?) = o2 + 2.
e Das Gleichungssystem (4) hat also die Form

1 S 1 S 2 2 2
pTi=p LD E=ot bl
= 1=

e Hieraus ergibt sich die Losung 8 = (13, %) mit

und

= (rae)- <%iwi>2
SRR RICYDEEIACEAR

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Darstellungsformel (1.15) der Stichprobenvarianz ergibt,
die in Abschnitt 1.2.2 hergeleitet wurde.
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2.

3.

Bei normalverteilten Stichprobenvariablen Xi, ..., X, ergeben sich somit die M-Schitzer
- 1 ¢
u(Xl,...,Xn)_nizlez (8)
und "
32()(1,...,)(n):%Z(X,-—Yn)2 (9)
i=1

fiir die unbekannten Modellparameter p bzw. o2.

Binomialverteilte Stichprobenvariablen

Es gelte nun {Py, § € ©} = {Bin(k,p), k € N, p € [0,1]}.
Dabei nehmen wir erneut an, dass beide Komponenten k und p des Parametervektors (k, p) unbe-
kannt sind.

Dann ist m = 2 und © = N x [0,1] mit § = (6,62) = (k,p).
Aufierdem ist
g1(k,p)=kp  und  ga(k,p) = kp(1 —p) + K*p”.

Das Gleichungssystem (4) hat also die Form
IR 1 2 2 2
szizkpa 52$i=kp(1—p)+kp .
i=1 i=1

Durch Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite Gleichung ergibt sich, dass
et =zl -p) + 2.
n L K3 n

Falls nicht sdmtliche Stichprobenwerte x1,...,z, gleich Null sind, dann ergibt sich hieraus die
Losung 6 = (k, p) mit
F=2n
p
und
_ 1 /& 9 5 . 1 _\2
:cn—ﬁ<zlxz —nxn) mn—EZ(xi—mn)
=

p= — = — )
Tn Tn

wobei sich die letzte Gleichheit erneut aus der Darstellungsformel (1.15) der Stichprobenvarianz
ergibt.

Bei binomialverteilten Stichprobenvariablen X7, ..., X, ergeben sich also die M-Schéatzer
2
~ X
B, X) = ———— (10)
Ko == 2 (X = X)?
=1
und —
. Xn
" R X

fiir die unbekannten Modellparameter k bzw. p, falls (X1,...,X,) # (0,...,0).

Gammaverteilte Stichprobenvariablen
o Es gelte {Py, 8§ € ©} = {I'(b,p), b > 0, p > 0}.
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e Dann ist m = 2 und © = (0,00)? mit 6 = (61,62) = (b, p).
e Aus Theorem 1.5 folgt, dass

_p _plp+1)
H1 = 5 ) M2 = b2 .
e Hieraus ergibt sich das Geichungssystem
P -~ _plp+1)
=y 2T
mit der Losung
. ~ 2
7> m =~ (771)
b=— 2 b= 2
mQ—(ml) mg—(ml)

Beachte

e Es gibt Beispiele parametrischer Verteilungsfamilien, so dass das Gleichungssystem (4) fiir 7 = m nicht
eindeutig l6sbar ist, fiir r > m jedoch eine eindeutig bestimmte Losung besitzt.

e D.h., bei der Anwendung der Momentenmethode kann die Anzahl der zu betrachtenden Momente
B, -, pr grofer als die Anzahl der (unbekannten) Parameterkomponenten 6, ...,0,, sein, vgl. die
Ubungsaufgabe 6.2.b.

2.2.2 Maximum-Likelihood-Schitzer

e Eine andere Methode zur Gewinnung von Schétzern fiir die unbekannten Komponenten des Parametervek-
tors 8 = (61, ...,60,,) ist die Maximum-Likelihood-Methode.

e Genauso wie bei der Momentenmethode wird auch bei der Maximum-Likelihood-Methode das Ziel verfolgt,
0 so zu schitzen, dass eine moglichst gute Anpassung der Modellverteilung Py bzw. der Verteilungsfunktion
Fy an die beobachteten Daten zy,...,z, erreicht wird.

Wir betrachten hier nur die beiden (grundlegenden) Fille, dass die Stichprobenvariablen Xi,..., X,, entweder
diskret oder absolutstetig sind. D.h., fiir jedes § € © gelte entweder

e Py(X; € C) =1 fiir eine abzdhlbare Menge C' C R, wobei wir mit {p(z;0), x € C'} die Wahrscheinlichkeits-
funktion von X; bezeichnen, d.h. p(x;0) = Py(X; = z) fiir jedes z € R, oder

o Py(B) = [ f(y;6) dy fiir jedes B € B(R), wobei f(-;8) die Dichte von Py ist.
B

Dabei wird bei der Maximum-Likelihood-Methode der Parametervektor § so gewahlt, dass

e im diskreten Fall die Wahrscheinlichkeit Py(X; = z1,..., X, = ©) = p(x1;0) ...p(z,;60) des Ereignisses
{X1 =T1y... ,X" = .’L’n} bzw.

e im absolutstetigen Fall die ,infinitesimale” Wahrscheinlichkeit
Py(X; € (z1,21 +dz1), ..., Xn € (Tn,Tn +dzy)) = f(21;0) ... f(zn;0)dzy ... dzy

maximiert wird.

Die Maximum-Likelihood-Methode wurde bereits im Jahre 1821 von Carl Friedrich Gauss (1777-1855) erwéhnt.
Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) hat diese Methode dann im Jahre 1922 wiederentdeckt und mit der
Untersuchung ihrer Eigenschaften begonnen.

Definition Die Abbildung L : R® x © — [0, 00) sei durch die folgende Vorschrift gegeben.
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e Falls Py diskret ist, dann sei

L(zy,...,2,;0) = p(x1;0) ...p(xn; 0), Y(z1,...,2,) € R®. (12)
e Falls Py absolutstetig ist, dann sei

L(zy,...,20;0) = f(21;0) ... f(zn;0), V(z1,...,2,) € R". (13)

Fiir jeden Vektor (z1,...,z,) € R™ heifst die Abbildung 8 — L(z1,...,2,;6), die den Parameterraum ©
nach [0, 00) abbildet, die Likelihood-Funktion der Stichprobe (z1, ..., z,).

Die Idee der Maximum-Likelihood-Methode besteht nun darin, fiir jede (konkrete) Stichprobe (zy,...,z,) einen
Parametervektor 6 € © zu bestimmen, so dass der Wert L(x1, ..., z,;60) der Likelihood-Funktion moglichst grofs
wird. Dies fiihrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition Sei §:R" — © C R™ eine Stichprobenfunktion mit

~

L(z1,...,20;0) < L(x1, ..., xn; 0(21,-..,10)), Y(z1,-..,2,) ER®, 0 € 0. (14)
Der Zufallsvektor é\(Xl, ..., Xp) wird dann Mazimum-Likelihood-Schitzer fir 6 (bzw. kurz: ML-Schétzer)
genannt.
Beachte

~

e Manchmal ist der in (14) definierte Maximum-Likelihood-Schétzer 6(X7, ..., X,) nicht eindeutig be-
stimmt bzw. die Likelihood-Funktion L(x1,...,x,;8) ist zu kompliziert, so dass sich das Optimierungs-
problem (14) nicht analytisch 16sen 14sst.

e Dann muss man auf numerische Algorithmen zuriickgreifen.

e Es gibt aber auch eine Reihe von (einfachen) Beispielen parametrischer Verteilungsfamilien, fiir die
sich das Optimierungsproblem (14) analytisch (durch Differenzieren) 16sen lésst.

e Anstelle (14) wird dabei oft die (dquivalente) Bedingung

~

log L(z1,...,2,;0) <logL(z1,...,%n; 0(x1,...,2Zp)), Y(z1,...,2,) ER", 6 €O (15)

betrachtet.
e Fiir jeden Vektor (x1,...,%,) € R* wird die Abbildung 6 — log L(z1,-..,z,;6) die Loglikelihood-
Funktion der Stichprobe (z1,...,,) genannt.

e Sie bietet den Vorteil, dass beim Ubergang zur Loglikelihood-Funktion die Produkte in (12) bzw. (13)
in (einfacher handhabbare) Summen {ibergehen.

Beispiele

1.  Wer war vermutlich der Absender?

e Eine Warenlieferung eines unbekannten Herstellers bestehe aus 12 Exemplaren eines Artikels.
e Dabei sei festgestellt worden, dass eines der 12 Exemplare Ausschuss ist.

e Es sei bekannt, dass nur drei potentiell mdgliche Hersteller in Frage kommen und dass deren Liefe-
rungen erfahrungsgemif jeweils einen Ausschussanteil von 6, = 0,05, 82 = 0,10 bzw. 65 = 0,15
aufweisen.

o Frage: Welcher der drei Hersteller war vermutlich der Absender der Warenlieferung?
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e Modell: Betrachten die Stichprobenvariablen X, ..., Xj2 mit

Xi(w) 1, falls das i-te Exemplar der Lieferung Ausschuss ist,
(W) =
' 0, sonst

und die Familie der drei Bernoulli-Verteilungen {Bin(1,6;),Bin(1,62),Bin(1,65)}, d.h. m =1 und
(") = {91,92,03}.

e Lisung: Die Stichprobenfunktion

8:{0,1}'2 = {6,,6,,65}

wird so gewihlt, dass fiir jeden Vektor (z1,...,712) € {0,1}12 mit #{i : x; = 1} = 1 die Wahr-
scheinlichkeit
Pg((X]_, . ,X]_Q) = (.Z'l, PN ,1'12)) = 9(1 - 0)11

maximal ist.
o Es gilt

0 Pg((Xl,...,X12):(.’El,...,.’Elg))

0,05 0,028
0,10 0,031
0,15 0,025

e Das Maximum 0,031 steht in der zweiten Zeile dieser Tabelle.
e Also ist O(z1,...,712) = 02 fiir jeden Vektor (z1,...,212) € {0,1}'? mit #{i : 2; = 1} = 1, d.h,,
der Hersteller mit dem Ausschussanteil §; = 0.10 war vermutlich der Absender der Lieferung.

2. Bernoulli-verteilte Stichprobenvariablen (Fortsetzung)

Betrachten die Familie {Py, 8 € ©} = {Bin(1,p), p € [0,1]} der Bernoulli-Verteilungen.
Dann gilt

p*(1—p)t=®, fallsz € {0,1},
p(z;p) =
0, sonst

Die Likelihood-Funktion L ist also gegeben durch

n

[T p%( —p)t=%, falls (z1,...,2,) € {0,1}",
L(zy,...,2,;p) = i=1
0, sonst,

Falls 1 = ... = ¢, = 0 bzw. £; = ... = 2, = 1, dann sieht man leicht, dass die Abbildung
p = L(z1,...,2,;p) an der Stelle p = 0 bzw. p = 1 ein (eindeutig bestimmtes) Maximum hat.

n
Sei nun (z1,...,2,) € {0,1}" mit 0 < Y z; < n. Dann ist
i=1

p—log L(zy1,...,Tn;p) = (ixz) logp + (n— ixl) log(1 —p)

i=1 =1
eine stetige Funktion im Intervall (0,1), und es gilt

lim log L(z1, .. .,%n;p) = —00 bzw. lim log L(x1, ..., %Tn;p) = —00.
p—0 p—1
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e Die Abbildung p — log L(z1, - .. ,Zn;p) hat also ein Maximum im Intervall (0,1).
e Durch Differenzieren nach p ergibt sich

alogL(xgl;--,ib’n;P) _ (sz)z_lj _ (”_Zx’)l%p .

i=1 i=1

e Weil die Gleichung

xi)%— (n—ix,)%p =0

1 i=1

(

die (eindeutig bestimmte) Losung

. 1 & _
P =1 Do (=)
1=

hat, nimmt die Abbildung p — log L(z1,...,z,;p) an der Stelle p = T,, ihr Maximum an.

n

k3

o Also ist der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Parameter p gegeben durch

. 1 o —
p(Xl,...,Xn)=E§;Xi (=%n).
1=

3. Binomialverteilte Stichprobenvariablen

e Fiir eine beliebige, jedoch vorgegebene (d.h. bekannte) natiirliche Zahl ng > 1 betrachten wir nun
die Familie {Py, § € ©} = {Bin(no,p), p € [0,1]} von Binomialerteilungen.
e Dann gilt

(no)pz(l —p)™ 7, fallsz € {0,1,...,n0},
p(a;p) = z

0, sonst.

e Genauso wie in Beispiel 2 ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schétzer
. X
p(Xl,. 7Xn) =
ng

fiir den (unbekannten) Parameter p.

4. Poisson-verteilte Stichprobenvariablen

e Betrachten die Familie {Py, § € ©} = {Poi()\), A > 0} der Poisson-Verteilungen.
e Dann gilt
ATy
—e*, fallsz e {0,1,...},
plz;A) =4 !
0, sonst.
e Auf die gleiche Weise wie in den Beispielen 2 und 3 ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schatzer

NXi,..., Xp) = Xn

fiir den Parameter \.

5. Normalverteilte Stichprobenvariablen

e Betrachten nun die Familie {Py, § € ©} = {N(p,0?), p € R,0? > 0} der Normalverteilungen.
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e Dann gilt
fzsp,0%) =

e Die Likelihood-Funktion L ist somit gegeben durch

L(z1,...,Tn; p,0°) = (L)nexp(—L zn:(x, - p)Z) .

2mo

e Fiir die Loglikelihood-Funktion gilt

n

1
log L(1, .., 0ni 1,0%) = —nlog(v2r0) = 5 (i = p)?

i=1
e Durch Differenzieren nach u ergibt sich

dlog L(z1,...,xn;p,0%) 1 i(i"—ﬂ) 0?log L(x1,...,Tn;p,02) n
; )

=-" <o.
Ou a? u o2 <

e Fiir jedes (fest vorgegebene) 0 > 0 nimmt also die Abbildung
pw—log L(zy,. .., o0 p,0%)
ihr Maximum an der Stelle y = ¥, an.
e Es ist nun noch das Maximum der Abbildung
0?2 s logL(21,...,%0;Tn,0°) (16)

zu bestimmen.

e Weil P(X; =... = X,) = 0gilt, konnen wir annehmen, dass nicht alle Stichprobenwerte z1,...,z,
gleich sind.

e Beachte: Die Abbildung (16) ist stetig fiir alle o2 > 0, und es gilt

lim log L(z1,...,Tn;Tpn,0%) = —00 bzw. lim log L(z1,...,2Tn;Tpn,0°) = —00.
720 o?—00

e Die Abbildung (16) hat also ein Maximum im Intervall (0, cc).
e Durch Differenzieren nach o2 ergibt sich

dlog L(z1,...,%p;Tpn,02) 1 1 « .
do? T 202 + 204 Z_Zl(wz ~ )
o Weil vorausgesetzt wird, dass nicht alle Stichprobenwerte 1, ..., z, gleich sind, gilt

n
Z(a:z - fn)2 >0.
i=1

e Deshalb hat die Gleichung

n

n 1 _\9
~g5E * T L T =0

=1

die (eindeutig bestimmte) Losung
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e Hieraus ergeben sich die Maximum-Likelihood-Schétzer

(X1, X)) =X, 7% (X1,..-, Xp)

I
3|~
I\

s

|

>

<

fiir die Parameter p und o2.

6. Gleichverteilte Stichprobenvariablen
¢ Betrachten die Familie {Py, § € ©} = {U(0,b), b > 0} von Gleichverteilungen.
e Dann gilt

1, falls 0 < z < b,
flasb) =4 b
0, sonst.

e Die Likelihood-Funktion L ist somit gegeben durch

—, falls0<zy,...,2, <0,
L(zy,...,2,;0) = b” = "

0, sonst.

o Weil die Abbildung b — L(x1,...,Zs;b) monoton fallend ist fiir b > max{z1,...,2,} > 0, ergibt
sich der Maximum-Likelihood-Schéatzer

~

b(Xl,...,Xn) = max{Xl,...,Xn}

fiir den Parameter b.

2.2.3 Bayes-Schiitzer

e Zur Erinnerung: Bei der Momenten-Methode in Abschnitt 2.2.1 und auch bei der Maximum-Likelihood-
Methode in Abschnitt 2.2.2 betrachteten wir das parametrische Modell, das in Abschnitt 2.1 eingefiihrt
worden ist.

e Dabei setzten wir voraus, dass die Verteilungsfunktion F' der Stichprobenvariablen X;,..., X, zu einer
vorgegebenen (d.h. bekannten) parametrischen Familie von Verteilungsfunktionen {Fy, 8 € ©} gehort.

e Mit anderen Worten: Es wurde angenommen, dass F' = Fp fiir ein 8 € O, wobei der Parametervektor 8 =
(01,...,0m) (bzw. ein Teil seiner Komponenten) unbekannt sei und aus den beobachteten Daten z1,...,z,
geschitzt werden soll.

e Wir modifizieren nun dieses parametrische Modell folgendermafien.

e Anstelle der bisherigen Modellannahme, dass der Parameter 6 ein zwar unbekannter, jedoch determini-
stischer Vektor ist, setzen wir jetzt voraus, dass der Parameter selbst ein Zufallsvektor ist, den wir mit
0 : Q — O bezeichnen.

e Dabei nehmen wir an, dass wir bereits (vor der Erhebung von Daten) eine gewisse Vorkenntnis {iber die
Verteilung von @ besitzen.

o Diese Vorkenntnis modellieren wir durch eine Verteilung @ : B(©) — [0,1] {iber dem Parameterraum
(0,B(0)), die wir a-priori- Verteilung von 6 nennen.
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Beachte

e Im folgenden werden wir nur den Fall betrachten, dass die a-priori Verteilung ) von 6 entweder diskret
oder absolutstetig ist, wobei ¢ : @ — [0, 00) entweder die Wahrscheinlichkeitsfunktion von @ ist, d.h.,

D> q)=1
oeC

fiir eine abzdhlbare Menge C' C 0, oder die Dichte von @ ist, d.h.

Q(B) :/q(e) d9, VBeBO).

e Die Familie {Py, § € O} der (potentiell moglichen) Verteilungen der Stichprobenvariablen Xy, ..., X,
kann ebenfalls (so wie bisher stets angenommen) entweder eine Familie diskreter Verteilungen oder
eine Familie absolutstetiger Verteilungen sein.

Definition (a-posteriori- Verteilung)

e Die in Abschnitt 2.2.2 eingefiihrte Likelihood-Funktion L : R™ x © — [0, 00) mit

z1;0)...p(xy;0) im diskreten Fall,
L(z1,...,2,;0) = p(@1;6)...p( ) (17)
f(x1;0) ... f(xn;0) im absolutstetigen Fall

sei Borel-messbar in sdmtlichen n +m Argumenten z1,...,z, und 0 = (01,...,60,,), weil jetzt auch 6
als Variable aufgefasst wird.

e Fiir jeden (Daten-) Vektor (z1,...,z,) € R, fiir den f(x1,...,2,) > 0 gilt, wobei

> L(z1,...,7n;0) q(0), falls Q diskret,

flzy,...,m,) =< ¢ (18)
J L(zy,...,2,;0) q(6) df, falls Q absolutstetig,
e

heift dann die Funktion q(,,, . 4,): © — [0,00) mit

q(zl,...,En)(e) = f($17"'7$n)

(19)

a-posteriori- Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. a-posteriori-Dichte von 5; bei Vorliegen der (konkreten)
Stichprobe (z1,...,zy).

Beachte
Die Funktion q(,,,... z,) : © — [0,00) kann als bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. bedingte Dichte
von 6 angesehen werden, unter der Bedingung, dass (X1,...,Xpn) = (#1,...,2n), denn

e die Likelihood-Funktion L(z1,...,%,;0) konnen wir als bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw.
bedingte Dichte von (X4, ..., X, ) ansehen, unter der Bedingung, dass 6= 0,

e das Produkt L(z1,...,z,;60)q(0) als die gemeinsame (unbedingte) Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw.
Dichte des Zufallsvektors (X, ... ,Xn,6~?), und

e die in (18) gegebene Funktion f(z1,...,x,) als die (Rand-) Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte
von (Xl, P ;Xn)
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Definition (Bayes-Schitzer)

e Die Funktion gq(,,, .. 5,) : © = [0, 00) kann nun zur Konstruktion von Punktschétzern fiir den unbekann-
ten Parameter genutzt werden.

e Dabei verallgemeinern wir den in Abschnitt 2.1 eingefithrten Begriff des Punktschétzers, indem wir
den Zufallsvektor p(X1,...,X,) fir jede Borel-messbare Abbildung ¢ : R* — R™ als Punktschiitzer
fiir § auffassen, wobei nicht notwendigerweise p(R") C © gelten muss.

e Falls m = 1, dann kann beispielsweise der Erwartungswert

R > 04, 2,)(0), falls Q diskret,

0($1, ey mn) = beC (20)
J 04,2,y (0)d8, falls Q absolutstetig,
e

~

betrachtet und 6(Xi,...,X,) als Bayes-Schitzer des unbekannten Parameters angesehen werden.

Man kann zeigen (vgl. Ubungsaufgabe WR-8.3), dass der in (20) gegebene Schitzwert 5(3:1, ..., Tp) den
mittleren quadratischen Fehler

> (0 —a)’qay,...0n) (@), falls Q diskret,
geC

g(zl,...,zn)(a) = .
(0 —a)® qa,,....0n)(0) d6, falls Q absolutstetig,
e

~

minimiert, d.h., es gilt g(z,,....2.)(@) > (o1,....2.) (O(@1, ..., 2,)) fiir jedes a € R, vgl. auch Abschnitt 2.3.1.
Beachte

e Sei ¢ : R® — R eine beliebige Stichprobenfunktion.

e Anstelle der in (19) gegebenen a-posteriori Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte g, ....,,) von ]
betrachtet man dann auch die a-posteriori Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte ¢, : © — [0, 00)
von # unter der Bedingung, dass ¢o(X1,...,X,) =y firy € R

e Dabei ist
_ f9,¢(X1,...,X")(y)Q(9)

qy(G) B fw(Xl,...,Xn)(y) (1)

wobei fy o(x,,....x,)(y) die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte von (X1, ..., X,) fiir eine vorge-
gebene Verteilung Py der Stichprobenvariablen X, ..., X, bezeichnet und

QEC fo,o(x1,,x.) (W) q(6) ,  falls Q diskret,
€

I foo(x1,.x,) (W) q(8) do , falls Q absolutstetig,
)

fcp(Xl,...,Xn)(y)

die ,,unbedingte” Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte von ¢(Xj,...,X,) ist.

Beispiel (Bernoulli-verteilte Stichprobenvariablen)

e Betrachten die Familie {Py, # € ©} = {Bin(1,p), p € [0,1]} der Bernoulli-Verteilungen.
e Die a-priori-Verteilung von p : @ — [0,1] sei die Betaverteilung Beta(a, 3), wobei die Parameter
a, > 0 vorgegeben seien.
e Die a-priori-Dichte ¢ : [0,1] — (0, 00) von p ist also gegeben durch
F(Oé + ﬁ) a—1

q(p) = W? (1-p), Vpe[0,1]. (22)
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Wir betrachten die Stichprobenfunktion ¥ = " | X;, d.h., YV ist die Anzahl der ,Erfolge” bei n

Versuchen.
Dann gilt fiir jedes p € [0,1]

n _
oy (y) = (y);ﬂy(l—p)" v, Vye{0,1,...,n}
und somit

F(a+B) Ty +a)l'(n—y+5)
T'(a)T(B) Tn+a+p)

fr(y) = / for 4)a() dp = (Z)
0

Fiir die a-posteriori Dichte g, : [0,1] — [0,00) von p ergibt sich hieraus, dass

fr(y) Fy+a)l(n-y+p
fiir beliebige y € {0,1,...,n} und p € [0, 1].
Dies ist die Dichte der Betaverteilung Beta(y + a,n — y + 3).

y(p) _ fP,Y(y)q(p) _ F(n +a+ IB) ) py—}—afl(l _p)nfy-{—ﬁfl

Fiir den Erwartungswert p(y) dieser Verteilung gilt

1

_ y+a
p(y) /pqy@) P = A
0
Dies ergibt den Bayes-Schitzer p(Y) mit
. Y+a
V)=——1%
p(Y) a+pB+n

bzw.
n Y a+p a

T a+f+tnn  a+pftna+ph’

p(Y)

Der Bayes-Schétzer p(Y) ist also eine Linearkombination

, Vye{0,1,...

(23)

1. des Erwartungswertes a/(a + ) der a-priori-Verteilung von p, der ein natiirlicher Schétzer wire,

wenn wir iiber keinerlei Daten verfiigen wiirden, und

2. des Stichprobenmittels Y/n, das ein natiirlicher Schitzer wire, wenn keine a-priori-Verteilung von

p zur Verfiigung stehen wiirde.

2.3 Giiteeigenschaften von Punktschitzern

Deshalb ist es niitzlich, Gliteeigenschaften zur Bewertung von Punktschétzern zu untersuchen.

~

zugehorigen Schitzer 6(X,,...,X,) des Parametervektors 6.

In Abschnitt 2.2 diskutierten wir verschiedene Methoden, die ein systematisches Vorgehen bei der Wahl
einer Borel-messbaren Abbildung 6 : R — © ermdglichen, um den unbekannten Parametervektor 6 zu
schitzen.

Es kann also vorkommen, dass fiir einunddassselbe Schatzproblem verschiedene Punktschitzer zur Verfiigung
stehen.

Wir betrachten nun eine beliebige (Borel-messbare) Stichprobenfunktion §:R" - © C R™ und den

Dabei nehmen wir so wie in den Abschnitten 2.2.1 und 2.2.2 an, dass F' = Fj fiir ein § € ©, wobei der
Parametervektor § = (0y,...,0,,) (bzw. ein Teil seiner Komponenten) unbekannt sei.
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2.3.1 Erwartungstreue; mittlerer quadratischer Fehler

Definition

o Es gelte

Eg|6(Xy,...,Xn)| <0, VOeO,
wobei |§(X1, ..., Xp)| die Lange des Zufallsvektors (X1,...,Xy,) bezeichnet.
e Dann heifit der Schétzer 5(X1, e X0)

— erwartungstreu, falls By 0(X1,...,X,) = 6 fir jedes § € O,

~

— asymptotisch erwartungstreu, falls li_>m Ey0(Xi,...,X,) =0 fir jedes § € O.

Beachte Die folgende Sprechweise ist {iblich:

~

e Die Verzerrung bzw. der Bias von 0(Xq,...,X,) unter Py ist die Differenz

~ ~

Biasg 0(X1,...,Xn) =Eg0(X1,...,X,) — 0.

e Falls

Eo(|6(Xy,...,Xn)—0) <o, VOeO,

dann heift der Erwartungswert E (| 6(X1,...,X,) — 0|*) die mittlere quadratische Abweichung des

Schétzers §(X1, ..., Xy) von dem zu schitzenden Parametervektor § € © C R™.

-~

e Anstelle ,mittlere quadratische Abweichung” sagen wir auch kurz MQ-Fehler von 6(X,...,X,).

~

Im Fall eines eindimensionalen Parameters § € R kann man den MQ-Fehler von 6(X3, ..., X,,) wie folgt zerlegen.

Theorem 2.1 Faollsm =1, d.h. © C R, dann gilt

Es((0(X1,...,Xn) —60)°) = Varg (X1, ..., X,) + (Biass 0(X1, ..., Xn))". (24)
Falls §(X1, ..., X,) erwartungstreu ist, dann gilt insbesondere
Eo((8(Xy,...,X,) —6)°) = Var8(Xy, ..., X,). (25)
Beweis
o Es gilt
Eo((0(X1,-..,X0) —0)%) = Eg(( )?) = 20E 4 8(Xy,...,X,) +6°

0(X1,...,Xn ..
= Eo((6(X1,...,Xn)?) — (Eg8(X,...,X,))"
+(EgO(X,..., X)) = 20E00(Xy,. .., X,) + 6

~ ~

= Var.gé?(Xl,...,Xn)+(Biasae(Xl,...,Xn)) .

e

)

e Damit ist (24) bewiesen, und (25) ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Erwartungstreue. [

Beachte

~

e Aus der Zerlegung (24) ergibt sich, dass der MQ-Fehler eines Schétzers 6(X,...,X,) genau dann

~ ~

klein ist, wenn sowohl die Varianz Varg8(Xi,...,X,) als auch die Verzerrung Biasg 6(X1,..., X,)

-~

von 6(Xi,...,X,) klein sind.
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e Um zu einem Schitzer mit einem kleinen MQ-Fehler zu gelangen, konnte man also unter den verfiig-
baren erwartungstreuen Schétzern denjenigen Schétzer mit der kleinsten Varianz auswéhlen.

e Manchmal ist es jedoch sinnvoll, den MQ-Fehler noch weiter zu verringern, indem man bei der Minimie-
rung des MQ-Fehlers nicht nur erwartungstreue Schatzer betrachtet, sondern auch verzerrte Schitzer
mit in die Betrachtung einbezieht.

Beispiele

1. Normalverteilte Stichprobenvariablen

e Sei (Xy,...,X,) eine normalverteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ N(u, 0?).

e In den Theoremen 1.1 bzw. 1.3 hatten wir gezeigt, dass X, bzw. S? erwartungstreue Schitzer fiir
1 bzw. o2 sind.

e Auflerdem hatten wir in den Theoremen 1.1 bzw. 1.3 gezeigt, dass die Varianz dieser Schitzer
gegeben ist durch

— o2 1 n—3
Vary X, = o bzw. Var 4(S2) = E(pi 1 04) ,
wobei iy = E ((X; — p)*); 6 = (1, 07).
e Dabei vereinfacht sich die letzte Formel bei normalverteilten Stichprobenvariablen, denn &hn-
lich wie in Ubungsaufgabe 1.2 kann gy durch Differenzieren der charakteristischen Funktion der
N(0, 0?)-Verteilung bestimmt werden.

e Hieraus ergibt sich, dass
204
n—1"

e In den Abschnitten 2.2.1 bzw. 2.2.2 wurde der folgende (alternative) Schéitzer fiir o2 konstruiert:

Var 4(S2) =

~ 1 -
52(X1,...,X,) = EZ(Xi ~-X,)’

e Dieser Schitzer ist nicht erwartungstreu, sondern nur asymptotisch erwartungstreu.
e Fiir die Varianz von 52(X1,...,X,) gilt jedoch:
2(n —1)o* 20

5 <7 = Var4(S2) .

. —1\2 .
Vargaz(Xl,...,Xn):(nn )Varg(sg): .

e Aus Theorem 2.1 ergibt sich auferdem fiir den MQ-Fehler von 5%(X1,...,X,) bzw. S2, dass

2

]Eo((GQ(Xl,...,Xn) — 02)2) = Vargo?(X1,...,X,) + (Biaso 82(X1,...,Xn))
4
_ 2(n ;21)0 + (n; 1 2 _02)2
_ (2n—-1)0*
n2
204
< n—1

= ]Eg((sz - 0'2)2) .

e Der Schiitzer 62(Xy,...,X,) fir o2 hat also einen kleineren MQ-Fehler als S2.

e Andererseits besteht ein Nachteil des Schitzers 72(Xi,...,X,) darin, dass o2(Xy,...,X,) die
Modellvarianz o2 systematisch unterschiitzt.

2. Bernoulli-verteilte Stichprobenvariablen

e Sei nun (X1q,...,X,) eine Bernoulli-verteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ Bin(1, p).
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Der Maximum-Likelihood-Schéatzer
p(Xy,...,X,) = X,

fiir den Parameter p, den wir in Abschnitt 2.2.2 hergeleitet hatten, ist erwartungstreu.
Fiir den MQ-Fehler dieses Schitzers gilt somit, dass

p(1 —p) _

EP((ﬁ(X17JXn)_p)2) =Varp7n= "

(26)

Aufierdem hatten wir in Abschnitt 2.2.3 den Bayes-Schitzer p(Y') fiir p konstruiert mit

~ Y+a
Y) = —— Y = X;.
V)= e DX

E,((B(Y)—p)?) = Var,p(Y)+ (Bias, p(Y))”
Y+a Y +a 2
= Ve (o) * (B aim )
np(1 —p) ( np+a )2
(a+ B +n)? a+fB+n b

Falls keine spezielle a-priori-Information {iber den Parameter p vorliegt, dann erscheint es sinnvoll,
o und S so wihlen, dass der MQ-Fehler des Bayes-Schitzers p(Y") nicht von p abhingt.
Fiir a = 8 = y/n/4 gilt nimlich (vgl. Ubungsaufgabe 6.1), dass
n

E,((p(Y)-p)?) = —. 27
Aus (26) und (27) ergibt sich dann, dass der MQ-Fehler des Bayes-Schétzers p(Y’) bei kleinem
Stichprobenumfang (n = 4) deutlich kleiner als der MQ-Fehler von X,, ist (es sei denn, dass p
nahe bei 0 oder 1 liegt).
Umgekehrt ist der MQ-Fehler von X,, bei grofem Stichprobenumfang (n = 400) deutlich kleiner
als der MQ-Fehler von p(Y") (es sei denn, dass p nahe bei 1/2 liegt).

2.3.2 Ungleichung von Cramér-Rao

e In diesem Abschnitt setzen wir voraus, dass der Parameter 8 eine relle Zahl ist, d.h.,

e esgeltem =1bzw. © C R

e Aus Theorem 2.1 ergibt sich, dass in der Klasse der erwartungstreuen Schitzer die Minimierung des MQ-
Fehlers gleichbedeutend mit der Minimierung der Varianz des Schitzers ist.

e Wir werden deshalb die folgende Sprechweise verwenden.

Definition

e Seien §1, 52 : R® — O zwei Stichprobenfunktionen, so dass fiir jedes 8 € ©

und

Egf2(X1,...,Xn) <00 Eg02(Xi,...,Xn) < 00

E b (X1,...,Xn) =Egbs(X1,...,Xn) =0.
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e Falls R R
Vargé?l(Xl,...,Xn)SVargeg(Xl,...,Xn), VHE@,

dann sagen wir, dass der Schatzer 6, (X1,...,Xn) besser als der Schitzer 05 (X1,...,X,) fiir 0 ist.

Beispiel Poisson-verteilte Stichprobenvariablen

e Sei (Xy,...,X,) eine Poisson-verteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ Poi(}A).
e Weil sowohl der Erwartungswert als auch die Varianz der Poi(\)-Verteilung gleich A sind, gilt

E X, =E,S2=)\.

e D.h., sowohl X,, als auch S? sind erwartungstreue Schiitzer fiir \.

e Aus den Theoremen 1.1 bzw. 1.3 folgt aufierdem, dass die Varianz dieser Schitzer gegeben ist durch

- _ A oy _ly7, m—3 4
VarAXn_E bzw. Var*(sn)_ﬁ(“4_n—1A)’

wobei g} = E ((X; — \)?).
e Fiir das vierte zentrierte Moment p} der Poi(A)-Verteilung gilt

wh= A+ 322,

e Hieraus ergibt sich, dass die Varianz von X, kleiner ist als die Varianz von S2, denn es gilt:

Var xXp, = % < % (1 + (3 - "_‘;’),\) = Var ,(S2).

e Wir werden nun die Frage untersuchen, ob es erwartungstreue Schitzer fiir A gibt, deren Varianz kleiner
als A/n ist.

Zunichst leiten wir eine allgemeine untere Schranke fiir die Varianz von Schétzern mit gewissen Regularitétsei-
genschaften her, die in der Literatur Ungleichung von Cramér-Rao genannt wird.

Das parametrische Modell {Py,6 € ©} geniige den folgenden Regularititsbedingungen:

1. Die Familie {Py,0 € O} bestehe entweder nur aus diskreten Verteilungen oder nur aus absolutstetigen
Verteilungen, wobei ® C R ein offenes Intervall sei.

2. Die Menge B = {z € R : L(z;0) > 0} hinge nicht von § € © ab, wobei die Likelihood-Funktion L(z;6)
gegeben ist durch
p(x;0) im diskreten Fall,
L(z;0) =
f(x;0) im absolutstetigen Fall

und p(z;0) bzw. f(x;0) die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte von P ist.
3. Die Ableitung %L(m; ) existiere fiir beliebige § € © und = € B.
4. Vertauschbarkeit von Ableitung und Summe/Integral: Fiir jedes 6 € © gelte
zgg %L(m;@) = die %L(x; 0) =0 im diskreten Fall (28)
bzw.

207 do

/ 0 (z;0)dz = 4 /L(m;ﬁ) dxr=0 im absolutstetigen Fall. (29)
B B
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Theorem 2.2 Sei {Py, 0 € O} eine Familie von Verteilungen, die den Regularititsbedingungen 1-4 geniigt, und
sei 0 : R — O eine Stichprobenfunktion, so dass fir jedes 0 € ©

[ ]E,g((é\(Xl, PN ,Xn))z) < 00,

o die Ableitung %]E 9§(X1, ..., Xp) existiert und

Z 5(371, ... ,mn)%L(m, ) im diskreten Fall,

d -~ T1y..-3Tn

FEOX,. X)) = o€l 5 (30)
0(x1,..., xn)%L(ml, ce s Zp;0)dzy .. dx,  im absolutstetigen Fall,

Bn

wobei L(x1,...,2Tn;0) die Likelihood-Funktion ist mit

p(z1;6) ...p(zy;0) im diskreten Fall,
L(xla e 7'7:”70) =
f(z1;0) ... f(zn;0) im absolutstetigen Fall.

Dann gilt fiir jedes 6 € ©

(d%]Egé(Xl, .. ,Xn))2

n]E.g((% 1ogL(X1;e))2) '

~

Varg H(Xl,,Xn) Z

(31)

Beweis

o Wir betrachten zunéichst den diskreten Fall.

e Fiir jedes 0 € O sei die Abbildung g : R* — R gegeben durch
a n
(1, Tpn) = (% logHL(xi;H))][BmeB(xl, ey Ty) -
i=1
e Dann gilt fiir jedes # € ©

Var g (X1,. .., Xp) = Va,rg(% logHL(Xi;G))
=1
- Varg(z%logL(Xi;Q))
=1

- gVarg (% logL(Xi;e))

— nVara(% logL(X1;9)) ;

wobei sich die letzten beiden Gleichheiten aus der Unabhingigkeit bzw. identischen Verteiltheit der
Stichprobenvariablen Xj, ..., X,, ergeben.
e Auferdem gilt

o5 e 2000) = X (55 lon k@) w0
= 8%? L(z;0)

z€eEB

28 % 3" L(#:6) = 0.

TEB
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e Somit gilt

Var g9 (X1, ..., Xp) = nEg((% 1ogL(X1;0))2) .

e Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz (vgl. Theorem WR-4.11) ergibt sich nun, dass

~ -~

2
(Covalpo (X1, Xa),8(X0, -, X0))) < Varggo(Xa, .., Xn)Vargb(Xi, ..., Xo)

-~

o 2
= nEy ((% logL(Xl;H)) )Var 90(X1,...,Xn) -
e Wegen Egp9(X1,...,X,) =0 ergibt sich andererseits, dass

Covg(ps(X1,---, Xn),0(X1,..., X)) =Eg(pa(Xi,...,Xn)0(X1,..., X))
~ 0
= E H(xl,...,wn)(% logL(xl,...,xn;G))L(xl,...,xn;0)

Z1,...,kn€EB
~ 0
= E 0(x1,- - xn) == L(x1,...,20;0)
o0
Z1,..,Zn€B
0 dg 8, ..., X
= 0 0 1y--->An/-

e Damit ist (31) fiir den diskreten Fall bewiesen. Im absolutstetigen Fall verlauft der Beweis analog. O

Korollar 2.1 Sei {Py, § € O} eine Familie von Verteilungen und 9:R" - O eine Stichprobenfunktion, die den

~

Bedingungen von Theorem 2.2 geniigen. Falls (X1, ...,X,) ein erwartungstreuer Schditzer fir 0 ist, dann gilt fir
jedes 6 € ©
Varg 0(X1, ..., Xn) > 5 ! — . (32)
nIEg((% 1ogL(X1;0)) )

Beweis

o Weil §(X1, ..., X,) erwartungstreu ist, gilt

E¢0(X1,...,X,) =6
bzw. i -
E(X1, . X =1
e Die Behauptung ergibt sich nun unmittelbar aus der Cramér-Rao-Ungleichung (31). O

Wir diskutieren nun zwei Beispiele von parametrischen Verteilungsfamilien, fiir die die Bedingungen von Theo-
rem 2.2 bzw. Korollar 2.1 erfiillt sind. AuRerdem zeigen wir, dass fiir diese beiden Verteilungsfamilien das Stich-
probenmittel X,, ein Schitzer ist, der ,optimal” im Sinne der Ungleichungen (31) bzw. (32) ist.

Beispiele

1. Normalverteilte Stichprobenvariablen
e Falls X; ~ N(u,0?), wobei die Varianz o2 bekannt sei, dann gilt ® = B = R und fiir jedes z € R

Do) = o= e~ 4 (33)
bzw.
d o v__ 1 z—p (z - p)?
@L(%H) = Jire % eXp(—?) . (34)
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e Die Regularititsbedingungen 1-4, die unmittelbar vor Theorem 2.2 formuliert wurden, sind also
erfiillt. Wir zeigen nun, dass der Schétzer X, fiir u die Bedingungen von Theorem 2.2 erfiillt.

e Somit gilt

e Weil X,, normalverteilt und ein erwartungstreuer Schitzer fiir p ist, gilt offenbar E H(YZ) < 00,
und die Ableitung (d/dp)E , X, =1 ist wohldefiniert.
¢ Die Giiltigkeit von (30) mlttels vollstindiger Induktion,
— denn aus (33) und (34) folgt, dass fir n =1

d T -
/x@L(a:;u)d:c:/:c 5
R

R

L Lmwde = 5 Bu(X2) —@) =1 (36)

— Fiir ein n € N gelte nun

d

/(xl +...4+xn) d—L(ml,...,:cn;p)d(wl,...,wn) =n. (37)

o 1%

— Weil
@L(wla---;wn-‘rl;,u)d(xl:---axn-i-l)
d d
= @L(mla---amnﬂ"f)lf(xn-‘rl;ﬂ) + L(z1,-- -, T3 1) @L(xnﬂ;ﬂ)
und weil

/—La:,, )dz; =0, Vi=1,...,n+1,

ergibt sich nun aus (36) und (37), dass

d
/ (1 + ...+ Tpy1) @L(xl,...,xn+1;u)d(x1,...,xn+1) =n+1.

Rn+1

o Auflerdem gilt

d _ d 1 2 (z — p)? _T—p
o log L(z,p) = & (— 5 log(2mo®) — = ) =

und somit

Var , X,= — = .
n d 2
nk, (<@ log L(Xy; ,u)) )

2. Poisson-verteilte Stichprobenvariablen

e Falls X; ~ Poi()), dann gilt B = N und L(z; \) = (A\*/z!) e~ fiir jedes x € N bzw.

p —e A, falls z =0,
— L(z;)\) = (38)
dx Ay Aet
1-= A, fall )
( x)(x—)!e , fallsx >0
e Somit gilt
}:ilL(A)— *+§3@—~) A (39)
a T;A) = 1 e " =-—e e " =0.

zeN



2 PUNKTSCHATZER 58

e Die Regularitdtsbedingungen 1-4 von Theorem 2.2 sind also erfiillt.
e Auferdem geniigt der Schiitzer X, fiir A den Bedingungen von Theorem 2.2, denn fiir jedes A > 0
gilt
_ _ - A
]E)\|Xn|:]E)\Xn:)\, VaI)\Xn:E
und somit (d/d\)E X, = 1.
e Hieraus und aus (38) ergibt sich die Giiltigkeit der Bedingung (30) erneut mittels vollstindiger

Induktion:
— Firn =1 gilt
inL(x-A)=ik(1—5) AN W P (40)
dX ’ k/ (k—1)! |
TEN k=1
— Wir nehmen nun an, dass
d
> (@144 Tp1) oy L@, @15 A) =n =1, (41)
T1y.08n—1EN
— Dann gilt
Z (z1 —}—...—l—wn)iL(xl cey Ty A)
d)\ ’ Y ?
T1,..sTn EN

= z Z ((wl+...+wn,1)+wn)((%L(xl,...,xn,l;)\))L(:cn;)\)

T1,..,8n—1ENZ, EN

d
+L(z1,...,Tn_1; )\)a L(zy; )\))

d
(39),(40) Z ((xl + ...—}—xn,l)a L(x1,- oy Tp1; N

T1,...,8n—1EN

d
+)‘a L('Z.b .- '71'7171;)‘) + L(mb T 7'771171;)‘))

WD 1y 40+1=n.

o Auflerdem gilt fiir jedes z € N

4 log L(z; \) =

1
—1==(z-)).
X 3@ =)

> 8

e Hieraus folgt, dass

1 A? A

nE)\((% logL(Xl;)\))Q) - nEx((X1 - A)?) o

e Weil Var yX,, = A\/n gilt, ist damit gezeigt, dass in der Klasse derjenigen Schitzer, die die Bedin-
gungen von Theorem 2.2 erfiillen, das Stichprobenmittel X, bester erwartungstreuer Schitzer fiir
A ist.

Beachte Es gibt jedoch Familien {Fy,6 € ©} von Verteilungen,

e die den Regularitdtsbedingungen 1-4 nicht geniigen, und

e fiir die man Beispiele von erwartungstreuen Schitzern konstruieren kann, deren Varianz kleiner als die
untere Schranke in (32) ist.
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Beispiel Gleichverteilte Stichprobenvariablen
e Sei (Xy,...,X,) eine gleichverteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ U(0, ).

e Dann ist B = (0,0) (also eine Menge, die entgegen der zweiten Regularitdtsbedingung von der spezifi-
schen Ausprigung des Parameters § abhéngt), und es gilt

L(z;6) = % Ve (0,6).

e Hieraus folgt, dass auch die Regularitatsbedingung (29) nicht erfiillt ist, denn

da d 1 98
d—/“"’ = @)™ " /a—‘
0 0

[
8 0
¢/%‘ - [ g0
0 0

e}
2 log L(z;0) =

o\q:,
Q:Ir—l

e Auferdem gilt fiir jedes z € (0,0)

Q:r—l

e Hieraus folgt, dass
1 6?

n]Eg(((% 1ogL(X1,9))2)

e Wir konstruieren nun einen erwartungstreuen Schétzer fiir 6, dessen Varianz kleiner als 62 /n ist.

n .

e Sei +1
n

9(X1,...,X,) = max{Xi,...,Xn}.

Dann gilt (vgl. Ubungsaufgabe 3.3 bzw. 6.4)

~ 1
EG(Xl,...,Xn):n: E max{X1,...,X,} =0
und
Vara(Xl,...,Xn) = @Varmax{Xl, oy Xn}
_ (n+1)? né?
B n?  (n+1)%(n+2)
62 62
- n(n + 2) < n

2.3.3 Sauffizienz

Sei {Py, 8 € ©} ein beliebiges parametrisches Modell mit © C R™, und sei (Xi,...,X,) eine Zufallsstichprobe
iber dem (kanonischen) Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, Pp).

e Zur Erinnerung: Unter gewissen Regularitdtsbedingungen hatten wir in Abschnitt 2.3.2 fiir eine Klasse
von erwartungstreuen Schitzern eine untere Schranke fiir ihre Varianz, die sogenannte Ungleichung von
Cramér-Rao, hergeleitet; vgl. Korollar 2.1.

e In Abschnitt 2.3.5 werden wir die Frage untersuchen, unter welchen Bedingungen erwartungstreue Schitzer
mit minimaler Varianz existieren und welche Eigenschaften solche Schitzer haben.
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e In Zusammenhang hiermit wird die Suffizienz von Schitzern eine wichtige Rolle spielen, wobei diese Eigen-
schaft intuitiv wie folgt beschrieben werden kann.

e Man sagt, dass der Schétzer ¢(Xq, ..., X,,) fir € suffizient ist, falls (in einem noch zu prizisierenden Sinne)
samtliche Information iiber 6, die in der Zufallsstichprobe (X4, ..., X,,) enthalten ist, auch in (X3, ..., X,,)
enthalten ist.

Beachte
e Typischerweise erfolgt ein ,Informationsverlust” beim Ubergang von (Xi,...,X,) nach p(Xi,...,X,)
insofern, dass

e die Funktionswerte der Abbildung (Xi,...,X,) : @ = R" im allgemeinen nicht aus den Funktions-
werten der Abbildung ¢(X1,...,X,) : @ = R™ rekonstruiert werden kénnen.

e Von Suffizienz spricht man, wenn dieser ,Informationsverlust” in einem gewissen (stochastischen) Sinne
nicht wesentlich ist.

Wir prazisieren dies zunéchst fiir den diskreten Fall: Fiir jedes 8 € O gelte

e Py(X; € C) =1 fiir eine abzdhlbare Menge C' C R, die nicht von é abhingt, wobei wir mit {p(z;6), z € C}
die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X; bezeichnen und 0.B.d.A. annehmen, dass p(z;6) > 0 fiir jedes
zeC.

e Dann gilt auch Py(p(X1,...,X,) € C') = 1 fiir jedes § € ©, wobei C' C R™ die minimale abzihlbare
Menge mit dieser Eigenschaft sei, d.h., dass Py(p(Xi,...,X,) =1t) > 0 fiir jedes t € C".

Definition Der Schitzer ¢(Xi,...,Xy) fiir 8 heift suffizient, falls fiir beliebige z1,...,z, € C und t € C' die
bedingten Wahrscheinlichkeiten

Py(X; = e Xp = Xi,...,Xp) =1t
Xy =0, Xy = | (X, Xy = ) = L Z 2o K 2 ¢ K 20y

nicht von 6 abhingen.

Beachte

e Falls (42) gilt, dann ist es nicht mdglich, der (konkreten) Stichprobe (z1,...,zy) mit Hilfe der (be-
dingten) Likelihood-Funktion

Li(z1,...,20;0) = Po(X1 = 21,..., Xn =2n | @(X1,...,Xp) = 1)

~

einen (eindeutig bestimmten) ML-Schitzwert 6(x1, ..., z,) fiir § zuzuordnen.
e Mit anderen Worten: Falls (X, ..., X,) ein suffizienter Schitzer fiir § ist und falls bekannt ist, dass
p(X1,...,X,) =t, dann kann aus der zusétzlichen Kenntnis der einzelnen Stichprobenwerte 1, . ..,z

keine weitere Information iiber den unbekannten Parametervektor § gewonnen werden.

Zunichst zeigen wir, dass die Suffizienz bei (bijektiven) zusammengesetzten Stichprobenfunktionen nicht verloren
geht.

Lemma 2.1 Seip(X1,...,X,) ein suffizienter Schatzer fir 0, und sei g : R™ — R™ eine bijektive Borel-messbare
Abbildung. Dann ist auch g o o(X1,...,X,) ein suffizienter Schitzer fir 6.
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Beweis Fiir jedes t € R™ mit Pp(go o(X1,...,Xn) =1t) > 0 gilt

Py(Xi=z1,...,.Xn=2n | gop(X1,...,Xn) =1)
Py(X1 =x1,.. ., Xpn=2p,900(X1,...,Xp) =1t)
Py(gop(Xy,...,X,) =1t)
Py X1 =21,..., X0 =2n,0(X1,...,X,) =g 1(t))
Py(p(X1,..., Xn) = g7 (1))
= P(Xi=21,.., Xn=2n | o(X1,...,Xp) =97 (1)),

wobei der letzte Ausdruck nicht von 6 abhingt, weil (X1, ...,X,) suffizient ist. O

Beachte
e Wir leiten nun eine (notwendige und hinreichende) Bedingung fiir die Suffizienz von Schétzern her, die
sich unmittelbar aus der Definition dieser Giiteeigenschaft ergibt.

e Dabei verwenden wir die abkiirzende Schreibweise
P(x1y . x0;0) = Py(X1 =21, ., Xn = Tp), Vzi,...,2, € C,
fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsstichprobe (Xi,...,X,), und
q(t;0) = Pyp(o(Xq,...,Xpn) =1), Vte (',

fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion von ¢(X1,...,X,).

Lemma 2.2 Der Schatzer p(X1,...,X,) fir 8 ist genau dann suffizient, wenn fir beliebige x1,...,x, € C der
Quotient p(z1,...,2n;0)/q(@(z1,...,2,);8) nicht von 8 € © abhingt.

Beweis

e Seixy,...,zp €Cund t e C".
e Weil die bedingten Wahrscheinlichkeiten in (42) gleich 0 sind, falls ¢ # ¢(z1,...,2,), geniigt es, den
Fall t = ¢(z1,...,%,) zu betrachten.
o Offenbar gilt
{(X1y-- o, Xn) = (21, 20) C{o(X1, .., Xp) = (@1, .-, 20) -

e Hieraus folgt, dass

Py Xy =x1,..., Xn=2n | o(X1,..., Xp) = @(z1,...,2,))
Py X1 =x1,..., Xn =2n, o(X1,..., Xpn) = @(21,...,20))
Py(p(Xy,..., X)) =o(x1,.- ., 2n
Py( X1 =21, ., Xn = 2Zn)
Py(p(Xy,..., X)) =(x1,...,25))
p(x1,. .., 2,;0)
a(p(z1,...,2n);0)

~—
~—

Beispiel Bernoulli-verteilte Stichprobenvariablen

e Es gelte {Py, # € ©} = {Bin(1,6), 0 € (0,1)}.
e Wir zeigen, dass X, ein suffizienter Schiitzer fiir  ist.

e Wegen Lemma 2.1 geniigt es zu zeigen, dass der Schitzer Y = X; ... + X, suffizient ist.
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e Mit der abkiirzenden Schreibweise t = x1 + ... + z,, gilt fiir beliebige § € (0,1) und #1,...,z, € {0,1}

T 6% (1 — )1
p(21,---,Tn;0) il;ll ( )

62 wi(1 — g)2i(1-=i)

(?) gt(1 — g)nt

gt(1— )"
(Z) gt (1 — )"
1 1

() (len)

e Weil der letzte Quotient nicht von 6 abhingt, ergibt sich aus Lemma 2.2, dass der Schitzer Y =
X; + ...+ X, suffizient ist.

Beachte

e Die folgende (verallgemeinerte) Fassung von Lemma 2.2 wird in der Literatur Faktorisierungssatz von
Neyman-Fisher genannt.

e Dieser Faktorisierungssatz beinhaltet eine andere (notwendige und hinreichende) Bedingung fiir die
Suffizienz, die gegeniiber der in Lemma 2.2 angegebenen Bedingung den Vorteil besitzt, dass die Wahr-

scheinlichkeitsfunktion von ¢(X1,...,X,) nicht explizit berechnet werden muss.
Theorem 2.3 Der Schitzer (X1, ...,Xy,) fir 6 ist genau dann suffizient, wenn es Borel-messbare Funktionen
g:R™" x0O = R und h: R* — R gibt, so dass
p(x1,...,2n;0) = g(0(z1,...,20n),0) (21, ..., 20), Vzi,...,2, €ER € 0. (43)

Beweis

e Die Notwendigkeit der Bedingung (43) ergibt sich unmittelbar aus Lemma 2.2.

e Wir nehmen nun an, dass sich die Wahrscheinlichkeitsfunktion p(z1,. .., 2,; 6) auf die in (43) gegebene
Weise darstellen ldsst.

e So wie bisher sei ¢(t;0) die Wahrscheinlichkeitsfunktion von p(X;, ..., X,).
e Mit der Schreibweise By (s, ..0,) = {(¥1,--->Yn) € R* 1 ©(y1,...,yn) = @(1,...,2,)} ergibt sich
dann aus (43), dass

(T, ..., @03 6) (43) g(cp(xl,...,xn),G)h(xl,...,xn)_ g(cp(xl,...,xn),O)h(ml,...,xn)

q(e(@1,-..,20);0) q(p(x1,...,2n);0) B > P(Y1;---,Yn; 0)
(Y15+-3Yn)EBo(ay,...,on)
(43) g(p(@1,...,2,),0) h(z1,...,25)
> 9(e(1,---,yn),0) M1, - -, yn)

(Y15--3Yn)€By(aq,...,zn)

9(p(@1,...,20),0) h(z1, ... ,2n)

g(p(@1,...,20),0) > h(y1,-- - Yn)
(Y15--Yn) EBy(ay,....an)
_ h(z1,...,zn)
> h(yts---sYn)

(y17""y’"4)€BLp(a:1 ..... zp)
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e Weil der letzte Ausdruck nicht von 6 abhingt, ergibt sich nun aus Lemma 2.2, dass der Schitzer
p(X1,...,Xp) fir 6 suffizient ist. O

Beispiel Poissonverteilte Stichprobenvariablen

e Es gelte {FPy, 0 € ©} = {Poi(\), A > 0}, d.h., die Stichprobenvariablen Xi,...,X, sind Poisson-
verteilt, wobei A eine (unbekannte) positive Zahl ist.

e Wir zeigen mit Hilfe von Theorem 2.3, dass X, ein suffizienter Schétzer fiir X ist.

o Es gilt
’;fll, e ... );T': e, fallszy,...,z, €N,
p(T1,. ., Ty A) =
0, sonst.
e Hieraus ergibt sich, dass
_ 1
p(.ﬁL‘l, ey Ty )\) = )\z1+"'+$"€ nA m I[((.’L'l, . ,mn) S Nn) .
=g(z1+4...4Tn,A) S ~~ -

=h(z1,...,Tn)

e Die Wahrscheinlichkeitsfunktion p(xy, ..., z,; A) lasst sich deshalb auf die in (43) gegebene Weise dar-
stellen.

e Wegen Theorem 2.3 ist somit X, ein suffizienter Schiitzer fiir \.

Wir betrachten nun den absolutstetigen Fall, d.h.,

o fiir jedes 0 € O gelte
PB) = [ fwi0)dy,  VBeB®,

B
wobei f(-;6) die Dichte von P ist.

e Die Menge {z € R : f(z;6) > 0} sei die Vereinigung von endlich vielen Intervallen, die nicht von 6 € ©
abhéngen.

e Auferdem sei ¢ : R* — R™ eine Stichprobenfunktion, so dass auch die Verteilung von ¢(Xi,...,X,)
absolutstetig ist. Die Dichte f,(x,,...,x,)(t;0) von p(Xi,..., Xy,) sei stetig in ¢.

e Dann gilt
Py(p(X1,..., Xp)=1)=0, VteR™.

e Um den Begriff der Suffizienz definieren zu kénnen, wird deshalb ein allgemeineres Konzept fiir bedingte
Wabhrscheinlichkeiten bendtigt, als es in Abschnitt WR—2.6 eingefiihrt worden ist.

e Dabei erfolgt die (mafitheoretische) Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit P ((Xy,...,X,) € B |
@(X1,...,X,) =t) mit Hilfe des Satzes von Radon-Nikodym, vgl. Abschnitt 2.3.7.

e Wir wollen hier zunichst einen anderen (teilweise heuristischen, dafiir aber intuitiveren) Zugang zu diesem
Begriff betrachten und die bedingte Wahrscheinlichkeit Py ((X1,...,Xn) € B | ¢(X1,...,X,) = t) direkt
als Grenzwert auffassen (ohne den allgemeinen mafitheoretischen Zugang zu verwenden): Falls

foxi,x)(#6) >0 und somit  Pp(p(Xi,...,Xn) € (t—e,t+e) >0, Ve>0, (44)
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dann setzen wir

Py((X1,-o Xn) € B @(Xi,o, Xn) = 8) =T Py (X1,-, Xn) € B 9(Xn,.0, Xn) € (= 65+ €))
(45)

wobei vorausgesetzt wird, dass der Grenzwert existiert. Ansonsten setzen wir

Py((X1,...,Xn) € Bl @(Xy1,...,X,) =1) =0.

Definition Der Schitzer ¢(X1,...,X,) fir 6 heifit suffizient, falls fiir beliebige B € B(R™) und t € R™ die
bedingte Wahrscheinlichkeit Py ((X1,...,Xn) € B | ¢(X1,...,Xy) = t) nicht von § abhingt.

Beachte

e Ahnlich wie im diskreten Fall (vgl. Lemma 2.2) kann man auch im absolutstetigen Fall zuniichst eine
(hinreichende) Bedingung fiir die Suffizienz von Schitzern angeben, die direkt an die Definition dieser
Giiteeigenschaft ankniipft.

e Um die Giiltigkeit dieser Bedingung iiberpriifen zu kdnnen, ist dabei jedoch die Kenntnis der Dichte
des Schétzers ¢(X1,...,X,) erforderlich.

Lemma 2.3 Sei f(x, . x,)(T1,...,2n;0) die Dichte der Zufallsstichprobe (Xi,...,Xy), und f,(x,, . x.)(t;0)
sei die Dichte von ¢(X1,...,Xy). Falls fir beliebige 1, ... ,z, € R mit

Jo(xa, ) (@(21, ., 20);6) >0 (46)

der Quotient fix,, . x,)(T1,.-,2n;0)/foxy,...x.) (@(T1,...,25);0) nicht von 6 € © abhingt, dann ist durch
o(X1,...,Xn) ein suffizienter Schatzer fir 6 gegeben.

Beweis

o Seit € R™ so gewahlt, dass (44) gilt.

e Dann ist

Py((X1,...,X,) € B|p(Xy,...,X,) =t)
= liing((Xl,...,Xn) €B|p(X1,...,X,) € (t—e,t+e))
£

- m Py((X1,...,Xn) € B, p(X1,...,X,) € (t—¢,t +¢))
T Py(p(X1,...,Xp) € (t—¢,t+¢))

f][(SO(-Tla - ,.’L'n) € (t _57t+5))f(X1,...,Xn)(m17" 7'7:7170) d(xlr' '7xn)

= lim?Z
el0

fo(x1,...x,)(y;0) dy
(t—e,t+e)
f(Xl,...,X") (®1,...,2n;0)
Jox,oxa) (P(@1, -+ 20);0)

. 1
= lslﬁ)l (2€)m/]l(<p(w1,...,wn)e(t—s,t—l—e)) d(z1,...,20) .
B

e Hieraus ergibt sich, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit Py((X1,...,X,) € B | p(X1,...,Xy) = t)
nicht von § € © abhéngt, falls der Quotient fix, . x,.)(T1,--.,Tn;0)/foix,,...x)(0(T1,- .., T0);0)
diese Eigenschaft fiir alle z1,...,2, € R besitzt, fiir die (46) gilt. O
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Beispiele

1. Normalverteilte Stichprobenvariablen

e Es gelte {P, 0 € O} = {N(u,0?), u € R}, wobei die Varianz 0 > 0 bekannt sei.
e Wir zeigen, dass X, ein suffizienter Schiitzer fiir p ist.
e Fiir die gemeinsame Dichte f(x,, . x,) der Zufallsstichprobe (X1,..., X;) gilt

) _ oL (xi — p)*
f(X1,...,Xn)(xla'"7xn7/~]’) — il;[l\/ﬂgexp( 202 )

B (27r012)"/2 <P (_ Z ($i2;2u)2)

i=1

_ 1 (T; — T + Ty — )2
T (2no?)n/? exp(— Z 252 )

i=1

= éem(_ > (=20 ni@n —u)z) ,

(2mo2)n/2 P 202 202

3

s I

s I

wobei in der letzten Gleichheit die Tatsache genutzt wurde, dass

S (@i~ Fa) @n — ) = (@ — 1) (i~ Tn) = 0.

i=1 i=

~
[y

o Weil X,, ~ N(u,0%/n), gilt somit

1 (i —Fn)?  0(Tn — p)?
fox,x )(xh"'axn;N) (2mo?)n/2 eXp( Z 202 202 )

fx,@n; 1) a 1 —n(Tn — p)?
8 (2702 /n)1/2 exp( 207 )

1 " (x; — Tn)z
T /n(2ne?) (172 exp(— Z 202 ) )

i=1
wobei der letzte Ausdruck nicht von y abhingt.
e Aus Lemma 2.3 ergibt sich nun, dass X,, ein suffizienter Schiitzer fiir 4 ist.
2. Ezxponentialverteilte Stichprobenvariablen
Es gelte {Py, 6 € ©} = {Exp()), A > 0}.
Wir zeigen zunichst, dass Y = X; + ...+ X, ein suffizienter Schatzer fiir \ ist.
Fiir die gemeinsame Dichte f(x,, . x,) der Zufallsstichprobe (Xi,..., X,) gilt

Jxaynxa) (@155 T3 A) = AT exp(—)\Zwi) .
i=1

Weil V' Erlang-verteilt ist mit der Dichte

)\nynflefz\y

A = —F v 0
fY(ya)‘) (n_1)| ) y>0,
ergibt sich somit, dass
f(le___,Xn)(l'l,. ..,.’L‘n;)\) _ )\"e*A(w1+...+zn)
fy(@i+ ...tz N) B ,\"(1-1 + ...+ xn)nflefz\(z1+...+zn)
(n—=1)!
(n—1)!

(1 4+ ...+ xp)" L

65
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e Aus Lemma 2.3 ergibt sich nun, dass Y ein suffizienter Schétzer fiir A ist.

e Mit einer dhnlichen Uberlegung wie im Beweis von Lemma 2.1 kann man auch im absolutstetigen
Fall zeigen, dass g o p(Xy,...,X,) ein suffizienter Schitzer fiir 6 ist, falls p(X1,...,X,) diese
Eigenschaft besitzt und g : R™ — R™ eine bijektive Borel-messbare Abbildung ist.

e Hieraus ergibt sich, dass auch n/Y ein suffizienter Schatzer fiir A ist, fiir den auferdem

n/Y&)\

fiir n — oo (wegen des starken Gesetzes der grofien Zahlen) gilt; vgl. auch Abschnitt 2.4.1.

Beachte
e Es ist jedoch oft schwierig, die Dichte des Schitzers ¢(X,...,X,) zu bestimmen und die Giiltigkeit
der in Lemma 2.3 angegebenen Bedingung nachzupriifen.

e So wie im diskreten Fall liefert dann die folgende Variante des Faktorisierungssatzes von Neyman-Fisher
eine alternative (leichter nachpriifbare) Bedingung fiir die Suffizienz.

Theorem 2.4 Der Schitzer p(Xi,...,X,) fir 6 ist genau dann suffizient, wenn es Borel-messbare Funktionen
g:R®" x0O = R und h: R* — R gibt, so dass

fxo,xn) (@1, ., 203 0) =g(cp(x1,...,xn),0) h(z1,...,op), Vzi,...,t, €R, 0 € 0.

Der Beweis von Theorem 2.4 geht iiber den Rahmen dieser einfiihrenden Vorlesung hinaus; vgl. beispielsweise
Abschnitt 3.3 in H. Pruscha (2000) Vorlesungen iber Mathematische Statistik, Teubner-Verlag, Stuttgart, oder
Abschnitt 2.6 in E.L. Lehmann (1997) Testing Statistical Hypotheses, 2nd ed., Springer-Verlag, New York.

Beispiel Normalverteilte Stichprobenvariablen (Fortsetzung)

o Es gelte {Py, 0 € ©} = {N(u,0?), p € R, 0®> > 0}, wobei sowohl p € R als auch o > 0 unbekannt sei.

e Wir zeigen, dass

~

6(X1,..., Xp) = (X, 52)

ein suffizienter Schitzer fiir § = (u,0?) ist.
e Zur Erinnerung: Fiir die gemeinsame Dichte f(x, . x,) der Zufallsstichprobe (X1,...,Xp) gilt
2

1 " (z; — )
. 2\ — - — -
fxi,x) (@15 Ty py07) = @ro?)ie exp( ;:1 52 ) .

e Aufierdem gilt
n
Z(ﬂfi —p)? = Z(ﬂfz —Fn + (@ — 1)’
i=1 i=1
= (n=1)sy +n(@n —p)?,
d.he, fixy,.,x.) (@1, - ., Tp; p,02) ldsst sich als Funktion von (T, s2) und 6 darstellen.

e Wegen Theorem 2.4 ist somit (X1, ..., X,) = (Xn,S2) ein suffizienter Schétzer fiir § = (u, 0?).
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2.3.4 Vollstindigkeit

Um in Abschnitt 2.3.5 die Frage untersuchen zu kénnen, unter welchen Bedingungen erwartungstreue Schitzer
mit minimaler Varianz existieren und wie man solche Schitzer gewinnen kann, benétigen wir noch eine weitere
Eigenschaft von Punktschitzern.

Definition Sei ¢ : R* — R™ eine beliebige Stichprobenfunktion. Der Schitzer ¢(Xi,...,X,) fiir 6 heifit
vollstandig, falls fiir jede messbare Funktion g : R™ — R aus der Giiltigkeit von

Eglg(p(X1,...,Xn)) | <oo  und  Egg(p(Xy,..., X)) =0, Voeco

folgt, dass Py(g(¢(X1,...,Xn)) =0) =1 fiir jedes 6 € ©.

Lemma 2.4 Fir jede messbare Funktion ¢ : R* — R™ wund fir jede messbare Abbildung ¢’ : R™ — R™ ist der
Schitzer g'(¢(X1,...,Xy)) fir 8 vollstindig, falls o(X1,...,X,) diese Eigenschaft besitzt.

Der Beweis von Lemma 2.4 ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Vollsténdigkeit.

Beachte Fiir einige Verteilungsfamilien {Py, 8 € ©} ergibt sich die Vollstdndigkeit von Punktschétzern direkt
aus der Definition dieses Begriffes, ohne dass weitere analytische Hilfsmittel erforderlich sind.

Beispiele

1. Bernoulli-verteilte Stichprobenvariablen
e Es gelte {Py, 8 € ©} = {Bin(1,p), p € (0,1)}.
e Zur Erinnerung: In Abschnitt 2.3.3 hatten wir gezeigt, dass Y = X ...+ X,, und damit auch X,
suffiziente Schéatzer fiir p sind.

e Wir zeigen nun, dass ¥ = X;...+ X,, und damit (wegen Lemma 2.4) auch X, vollstindige
Schétzer fir p sind.

e Sei g : R — R eine Funktion, so dass E ,g(Y) = 0 fiir jedes p € (0,1).
e Dann gilt fiir jedes p € (0,1)

0=Epg(Y) = 3 g0) (T.L>pi(1 — )

|
~~
—

|

)
S—r

3
(]
)
—~~
.
N—r
/N
= 3
N——
ey
—
15
i
N—

und damit fiir jedes t € (0, 00)

e Hieraus folgt, dass jeder Koeffizient des Polynoms auf der rechten Seite dieser Gleichung Null sein
muss, d.h.
g9(1) =0, Vie {0,1,...,n}.

2. Poisson-verteilte Stichprobenvariablen

o Es gelte {Py, 0 € ©} = {Poi()), A > 0}.
e Dannist Y = Xj + ...+ X, flir A vollsténdig, denn
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e es gilt Y ~ Poi(n)), vgl. Ubungsaufgabe WR-5.4, und somit gilt
> nAk
0=Eg(Y) = Zg(k)% e™, VA>0

bzw. dquivalent hierzu

ozig(k)("g)k . YA>O0

genau dann, wenn g(k) = 0 fiir jedes k =0,1,.. ..

e Zur Erinnerung: In Abschnitt 2.3.3 hatten wir auflerdem mit Hilfe des Faktorisierungssatzes von
Neyman-Fisher (vgl.Theorem 2.3) gezeigt, dass Y = X; + ... + X, auch suffizient fiir A ist.

3. Gleichverteilte Stichprobenvariablen

e Es gelte {Py, § € ©} = {U(0,0), 6 > 0}, d.h., die Stichprobenvariablen Xi,..., X, sind gleich-
verteilt iber dem Intervall (0,6), wobei 8 > 0 eine unbekannte Zahl ist.

e Wir zeigen nun, dass max{Xy,...,X,} ein vollstindiger Schitzer fiir 6 ist.

e Fiir die Dichte frax{x;,...,x,}(t;6) von max{Xy,..., Xy} gilt (vgl. Abschnitt 1.4.3)

nt"~19—n  falls t € (0,0),
fmax{Xl,...,Xn}(t;e) =
0 sonst.

e Sei g : R — R eine Funktion, so dass Egg(max{X3,...,X,}) = 0 fiir jedes 8 € (0, c0).
e Dann gilt fiir jedes 6 € (0, )

0
d — d n—1g—n
0= @Egg(max{Xl,...,Xn}) = p7] /g nt" 0" dt
0
d 0 0
Produktregel a n—1 n—1
= " / nt dt+ d0 / g(t)nt™ "t dt
0 0
|
0

e 6 "ng(6)6" ' +0
= 67 1ng(9).

e Hieraus folgt, dass g(6) = 0 fiir jedes 8 € (0, c0).

Beachte
e Fiir einige Verteilungsfamilien {Py, § € O} ergibt sich die Vollstandigkeit von Punktschitzern nicht
direkt aus der Definition dieses Begriffes, sondern es sind zusétzliche analytische Hilfsmittel erforderlich.

e Insbesondere ist der folgende Eindeutigkeitssatz fir die Laplace- Transformation von o-endlichen Mafsen
niitzlich.

e Dabei setzen wir voraus, dass m = 1 und dass ©® C R ein (offenes) Intervall ist.

Lemma 2.5 Seien Gy und G2 zwei o-endliche Mafe iber (R, B(R)), die entweder beide diskret oder beide absolut-
stetig sind. Falls die Integrale

I;(6) = /eaij(dy), VOe®,j=1,2 (47)
R
existieren (und endlich sind) und falls I (0) = I5(0) fir jedes 8 € ©, dann gilt G1 = G-.
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Beweis

e Wir nehmen zunichst an, dass [—a,a] C O fiir ein a > 0. Dann gilt insbesondere

Ij<0)=/Gj<dy)<oo, i=1,2,
R

d.h., G1 und G, sind endliche Mafe mit G1(R) = G2(R).

— Wir konnen deshalb 0.B.d.A. annehmen, dass G; und G5 Wahrscheinlichkeitsmafse sind.
— Auflerdem kann man die Funktionen

I'(z) = / VG (dy)

R

der komplexen Variablen z = s + it definieren, die dann in dem Teilgebiet (—a,a) x (—oo, 00) der
komplexen Ebene holomorph sind.

— Weil
Ii(z) = I(2)
fiir jedes z = s + it mit s € [—a,a] und ¢t = 0, gilt diese Gleichung wegen des Identitétssatzes fiir

holomorphe Funktionen (vgl. Abschnitt 8.1 in R. Remmert (1992) Funktionentheorie 1, Springer,
Berlin) wegen der eindeutigen Fortsetzbarkeit auch fiir jedes z = s + it aus (—a,a) X (—o00, ).

— Insbesondere gilt somit

/eityGl(dy) = /eityG2(dy) , vVt eR. (48)
R R
— Wegen des Eindeutigkeitssatzes fiir charakteristische Funktionen (vgl. Korollar WR-5.5) ergibt
sich nun aus (48), dass G1 = Ga.
e Falls es kein a > 0 gibt, so dass [—a,a] C ©, dann betrachten wir die (endlichen) Mafe G5, G5 mit
G (dy) = e®¥Gj(dy) fiir ein 6 € O.
— Dann gibt es ein a > 0, so dass G7, G5 die Bedingungen des Lemmas fiir alle 6 € [—a, a] erfiillen.
— Aus dem ersten Teil des Beweises folgt somit, dass G} = G3.
— Im diskreten Fall ergibt sich hieraus fiir jedes Atom z € R von G} bzw. G3, dass

Gi({z}) = "G ({z}) = e**G5({z}) = G2({=})

und somit G; = G.

— Im absolutstetigen Fall impliziert G} = G5 die Giiltigkeit von G; = G2 wegen der Eindeutigkeits-
eigenschaft von Radon-Nikodym-Dichten. O

Beispiele

1. Ezponentialverteilte Stichprobenvariablen

o Es gelte {P, 8 € ©} = {Exp(\), A > 0}. Dann ist Y = X; + ... + X,, Erlang-verteilt mit der

Dichte N
Aty le MY

-)) =

fY(y7 ) (’I'L _ 1)' )

e Hieraus folgt, dass ¥ nicht nur ein suffizienter Schitzer (vgl. Abschnitt 2.3.3), sondern auch ein
vollsténdiger Schitzer fiir A ist, denn es gilt

Vy>0.

i n—le—ky
OzEAg(Y):)\”/%dy, VYA>0
0
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genau dann, wenn
o0 o0
/ e Mgt (y)y" "t dy = / e Mg (y)y" dy, VYA>0, (49)
0 0

wobei g*(y) = max{0,9(y)} und g~ (y) = max{0, —g(y)}.

o Weil dabei I 5|g(Y)| < oo vorausgesetzt wird, sind mit G1(B) = [5 97 (y)y" 'e™¥ dy und G2(B) =
59~ (W)y"'e™¥ dy zwei o-endliche Mafe G und G gegeben.

e Wegen Lemma, 2.5 gilt somit (49) genau dann, wenn Gy = G, d.h., g7 (y) = g~ () bzw. g(y) =0
fiir fast jedes y € R.

2. Normalverteilte Stichprobenvariablen
e Es gelte {P, € O} = {N(u,0?), u € R}, wobei die Varianz 02 > 0 bekannt sei.
e Wir zeigen, dass X,, ein vollstéindiger Schiitzer fiir 4 ist.
o Weil X,, ~ N(u,0%/n), gilt somit

1
ffn (Z/:N) = (27_[_0_2/“)1/2

e Hieraus folgt, dass

0=E,9(X,) = /g(y) (2mzl/n)1/2 eXp(_n(gU; 2 ) dy, VpeR

genau dann, wenn

Oz/exp(Z—'l; y)g(y)exp(i(;;zz) dy , VueR.
R

e Hieraus und aus Lemma 2.5 ergibt sich nun (genauso wie in dem vorhergehenden Beispiel expo-
nentialverteilter Stichprobenvariablen), dass dies genau dann gilt, wenn g(y) = 0 fiir fast jedes
y€eR

2.3.5 DBeste erwartungstreue Schitzer

In diesem Abschnitt setzen wir erneut voraus, dass der Parameter 6 eine relle Zahl ist, d.h., es gelte m = 1 bzw.
©CR
Definition

e Sei 6" : R — O eine Stichprobenfunktion, so dass fiir jedes § € ©

Eg0* (X1,...,X,) =0 und Var ¢6*(X1,...,Xpn) < 00.

e Falls fiir jede Stichprobenfunktion :R" - © mit

~

E¢f(Xi,...,X,) =0, V0O

die Ungleichung

~

Var 0" (X1,...,Xy) < Varg0(X,,...,X,), Vo eO
gilt, dann heift 6*(Xy,..., X,) bester erwartungstreuer Schdatzer fiir 6.
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Beachte

Bevor wir zeigen, welche erwartungstreuen Schitzer beste erwartungstreue Schitzer sind, diskutieren
wir zundchst einige grundlegende Eigenschaften solcher Schitzer.

Als erstes zeigen wir den folgenden Eindeutigkeitssatz fiir beste erwartungstreue Schétzer.

Lemma 2.6 Fs gibt hiochstens einen besten erwartungstreuen Schitzer fir 6, d.h., falls 6*(X1,...,X,,) ein bester
erwartungstreuer Schatzer fir 0 ist, dann ist 0*(Xq,...,X,) mit Wahrscheinlichkeit 1 eindeutig bestimmit.
Beweis
e Wir fiihren einen indirekten Beweis und nehmen an, dass 6*(X1, ..., X,) ein bester erwartungstreuer
Schétzer fiir 6 ist und dass es noch einen weiteren besten erwartungstreuen Schétzer 0'(Xy,...,X,)
fiir 6 gibt.
e Dann ist auch

1
0" (X1,...,X,) = 5(0*(X1,...,Xn) +0'(X1,...,Xn))

ein erwartungstreuer Schitzer fiir 6, und es gilt

1 1
Var 40" (X1, ..., X) - Var.g(§0*(X1,...,Xn)+50’(X1,...,Xn))

rem —4. 1 1
Theore :VVR 4.13 ZVargQ*(Xl,...,Xn)+ZVar99'(X1,---,Xn)

+% Covg(6°(X1,. .., Xn),0'(X1,...,Xp))

Theorem WR—4.11
<

1 1
ZVarge*(Xl, e Xn) + ZVarge'(Xl, cery Xn)
1 1/2
+5 (Var g8 (X1,..., Xp) Var o' (X1, .., X))
= Var 0" (X1, ..., X,),
wobei in der letzten Gleichheit die Annahme genutzt wurde, dass
Var,ge*(Xl, .. .,Xn) = Vargel(Xl, . ,Xn) .

Hieraus folgt, dass die Ungleichung in dieser Rechnung eine Gleichheit sein muss, weil ansonsten
0* (X4, ..., X,) nicht bester erwartungstreuer Schitzer fiir § wire.

Mit anderen Worten: Der Korrelationskoeffizient von 6*(X1,...,X,) und 6'(Xq, ..., X,) ist gleich 1.
Wegen Theorem WR~4.12 gibt es somit Zahlen a(8),b(#) € R, so dass mit Wahrscheinlichkeit 1

0 (X1,...,X,) =a(0)0*(Xy,...,X,) +b0).
Aus den Rechenregeln fiir die Kovarianz (vgl. Theorem WR-4.11) ergibt sich nun, dass

Covg(6*(X1,...,Xn),0(X1,..., X)) = Covg(0"(Xy,...,Xn),a(0)0"(Xy,...,X,) + b(§))
= Cove(0*(X1,...,Xn),a(0)6*(X1,...,Xn))
= a(f)Varpd*(Xy,...,Xn).

Weil wir andererseits gezeigt hatten, dass

1/2
(Va,r90* (X1,...,X,) Var g (X1, ..., Xn))
= Varg0*(Xy,...,Xn),

COV@(e*(Xl, e ,Xn),ﬁ’(Xl, .. ,Xn))

folgt somit, dass a(f) = 1.
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e Wegen E ' (X1,...,X,) =Ep8*(Xy1,...,X,) ergibt sich hieraus, dass b(¢) = 0 bzw.

0'(X1,...,X,) = 0°(X1, ..., X,).

Beachte

e Wir leiten nun ein Kriterium dafiir her, dass ein erwartungstreuer Schitzer fiir § gleichzeitig bester
erwartungstreuer Schitzer ist.

e Das ist zunéchst ein formales (d.h. nicht direkt nachpriifbares) Kriterium, welches jedoch bei der
Herleitung des Hauptergebnisses dieses Abschnittes in Theorem 2.5 bzw. bei dessen Verallgemeinerung
in Theorem 2.6 sehr niitzlich ist.

e Hierfiir benttigen wir noch den folgenden Begriff.

Definition Sei ¢ : R® — R eine beliebige Stichprobenfunktion mit E 4 ((¢(X1,. .., X,))?) < oo fiir jedes 6 € ©.
Falls Eyp(X1,...,X,) = 0 fir jedes § € O, dann sagen wir, dass ¢(X1,...,X,) ein erwartungstreuer
Schatzer fiir 0 ist.

~

Lemma 2.7 Sei 0(X4,...,X,,) ein erwartungstrewer Schatzer fir 6 mit

~

Eo((B(X1,...,Xn))?) <0, VOeO.

~ ~

Dann ist (X1, ...,X,) genau dann bester erwartungstrewer Schitzer fir 0, wenn 6(Xy,...,X,) unkorreliert ist
mit jedem erwartungstreuen Schétzer fir 0.

Beweis

~

e Sei 0(X1,...,X,) bester erwartungstreuer Schitzer fiir 6, und sei p(X,...,X,) ein erwartungstreuer
Schatzer fir 0.

e Fiir jedes a € R ist dann auch 8'(Xy,...,X,) =0(X1,...,X,) +ap(Xy,...,X,) ein erwartungstreuer
Schétzer fiir 0, und es gilt

~

Vargf'(X1,...,Xn) = Vargd(Xi,...,X,) +2aCovg(0(X1,..., Xn), o(X1,..., X))
+a?Var gp(X1,...,Xn).

e Wir fiihren einen indirekten Beweis und nehmen an, dass es ein 6y € © gibt, so dass

~

Covao( (X1,...,Xn), @(Xl,...,Xn)) #0,
e Dann gibt es ein a € R, so dass
2aCov g, (X1, .., Xn), 9(X1, ..., Xn)) + a?Var goo(X1, - .., X,) < 0.
e Hieraus folgt, dass

Var 9,0 (X1, ..., Xn) < Varg,0(Xy,...,Xn),

~

was im Widerspruch zu der Annahme steht, dass 6(X;,...,X,) bester erwartungstreuer Schitzer fiir
0 ist.
o Also ist R
Covg(0(X1,...,Xn), p(X1,...,X,)) =0, Vdeco. (50)

e Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung (50) bweisen.
e Es gelte nun (50) fiir jeden erwartungstreuen Schétzer (X7, ...,X,) fir 0.
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e Sei §'(X1,...,X,) ein anderer erwartungstreuer Schitzer fiir § mit
Eo((0'(X1,...,Xn))?) <o, VI€O.
o Wegen der Identitit

0/(Xy,.., Xn) = 0(X0, ., Xo) + (6K, Xo) = 0K, X))

ergibt sich aus Theorem WR-4.13, dass

Var g8 (X1,...,Xn) = Vargd(Xi,...,Xn) + Varg(6'(X1,..., Xn) = 0(X1,..., Xn))
+2Cov g (B(X1, ..., Xn), 0'(X1, ..., Xn) — (X1, ..., X))
= Var90(X1,..., +Varg(9'(X1, - )—G(Xl,...,Xn)),

wobei sich die letzte Gleichheit aus (50) ergibt, weil 6'(X1,...,X,) — §(X1, ..., X,) ein erwartungs-
treuer Schitzer p(Xy,...,X,) fir 0 ist.

o Weil

~

Var9(0'(X1,...,Xn) —H(Xl,,Xn)) 2 0,

ergibt sich nun, dass R
Var 8’ (X1,...,X,) > Varg0(Xq,..., X,),

d.h., §(X1, ..., X,) ist bester erwartungstreuer Schitzer fiir 6. O

Mit Hilfe von Lemma, 2.7 l4sst sich nun das folgende Ergebnis herleiten, das in der Literatur Satz von Lehmann-
Scheffé genannt wird.

Theorem 2.5

o Sei {Py, 8 € O} ein beliebiges parametrisches Modell mit © C R, und sei 6 :R* - R eine beliebige
Stichprobenfunktion, so dass 0(X1,...,X,) ein vollstindiger und suffizienter Schitzer fir 0 ist.

e Falls g(X 1,---,Xn) erwartungstrew fir 0 ist und falls
E¢(0(Xy,...,X,)?) <00, VO€O,

dann ist 5(X1, ..., Xp) bester erwartungstreuer Schatzer fir 6.

Beweis
e Sei 5(X1, ..., X,) ein vollstandiger und suffizienter Schitzer fiir 6, der erwartungstreu fiir 6 ist und
dessen Varianz fiir jedes 8 € © endlich ist.

o Wegen Lemma 2.7 geniigt es zu zeigen, dass §(X1, ..., Xp,) unkorreliert ist mit jedem erwartungstreuen
Schatzer p(X1,...,X,) fir 0.

e Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass

~

Ep(B(X1,..., Xn)@(X1,..., X)) =0, VO€O, (51)

weil E gp(X1,...,X,) =0 fiir jedes 6 € O.
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e Wir benutzen die folgende Formel der totalen Wahrscheinlichkeit:
Pg 0X1, .,X )(p(Xl, ,Xn)eB)

/Pg (X1, Xn)p(X1, -, Xp) € BO(Xy, -, Xn) =) dFyx,  x\(8), VBEB®),

die sich unmittelbar aus Theorem WR—-2.6 ergibt, falls §(X1, ..., X,) eine diskrete Zufallsvariable ist
(ansonsten kann man die Giiltigkeit dieser Formel mittels Grenzwertbildung so wie in (45) erkldren).

e Hieraus folgt, dass

Eo(B(X1,. X)) 9(X1,- ., X)) = /t]Eg(cp(Xl,...,Xn) |0(X1,. 0 X)) =) dFy o \(8),
R
wobei E g (¢(X1,...,X5) | §(X1, ..., X,) = t) den Erwartungswert der (bedingten) Verteilung
{Py(p(X1,..., Xn) € B|O(Xy,...,X,) =1), BeBR)}

bezeichnet mit

Py(p(X1,..., Xn) € B|O(Xy,...,X,) = 1)
= HE)IPG(LP(XIJ'--;Xn) €B|6(Xy,...,X,) € (t—¢,t+¢)).
g

o Weil 8(X1,...,X,) suffizient ist, hingt Eg(o(X1,...,Xp) | 0(X1,...,Xn) = t) lediglich von ¢, jedoch
nicht von 6 ab, d.h., es gibt eine (messbare) Funktion g : R — R, so dass

9(t) =Eg(p(X1,...,X,) | 6(X,...,Xp) =t), VOeO.

e Somit gilt

Es(8(X,- .., Xo) o(X1, .., X)) /tg(t) NG
R
= E¢(0(Xy,..., X)) 9(0(Xy,...,X,))),
dh. Eg(0(X1,- -, Xn) (X1, .., X)) =Eg(0(X1, ..., X,) 9(0(X1s - .-, X))
e Hieraus ergibt sich die Giiltigkeit von (51), denn aus der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit folgt,

dass
EGQ(A(XD"'JXH)) = /g(t) ng(Xl,...,Xn)(t)
R
- /]Eg(cp(Xl,...,Xn) 16(X1,...,X,) =1) dFyx,  x.(®)
R

= Epp(X1,...,X,) =0

und somit dass Py (g(A(Xl, ..., Xp)) =0) =1 fiir jedes 6 € O, weil §(X1, ..., Xp) vollstandig ist. O
2.3.6 Bedingte Erwartung; Ungleichung von Rao-Blackwell

e In den Abschnitten 2.3.3 und 2.3.4 hatten wir Beispiele von Schitzern §(X1, ..., Xp) fiir § betrachtet, die
zwar vollstindig und suffizient, jedoch nicht erwartungstreu sind.
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e Wenn aufierdem noch ein weiterer Schitzer 0(X1,...,X,) fiir 8 gegeben ist, der zwar erwartungstreu ist,
jedoch weder vollsténdig noch suffizient sein muss, dann ergibt sich durch die folgende Verkniipfung von

Y~ ~

0(X1,...,X,) und 0(Xq,...,X,) ein bester erwartungstreuer Schétzer fiir 6.

e Ahnlich wie im Beweis von Theorem 2.5 sei
3(t) =Eg(0(X1,..., Xp) | 0(X1,. .., Xp) = 1) (52)
der Erwartungswert der bedingten Verteilung
{Py(0(X1,-..,X,) € B|O(Xy,...,X,) =1), Be B[R},

wobei

Py(0(X1,...,X,) € B|O(X1,...,X,) =1)

~ ~

= liﬁ)ng(Q(Xl,...,Xn) €EB|O(Xy,...,Xn) € (t—e,t+¢)). (53)

~

e Weil (X4, ...,X,,) suffizient ist, hingt g(¢) nicht von 6 ab.

e Wir kénnen somit die zusammengesetzte Stichprobenfunktion g o 6 :R" - R betrachten mit

(§0é)(:c1,...,xn) :ﬁ(é\(xl,...,xn)).

Definition Die zufillige Stichprobenfunktion (ﬁo é) (X1,...,X,) wird in der Literatur die bedingte Erwartung

von (X1, ..., X,) beziiglich §(X1,.. ., X,,) genannt und mit E (§(X1,..., X,,) | 8(X1, ..., X,)) bezeichnet.
Auf &hnliche Weise wie Theorem 2.5 lésst sich dann die folgende Aussage aus Lemma 2.7 herleiten.

Theorem 2.6

o Sei {Py, § € O} ein beliebiges parametrisches Modell mit © C R, und seien 5, 6:R* - R beliebige Stich-

~ ~

probenfunktionen, so dass (X1, ..., X,) ein erwartungstreuer Schitzer und (X1, ..., X,) ein vollstindiger

und suffizienter Schitzer fir 0 ist, wobei E ¢ (6(X1,...,Xn)?) < oo fiir jedes § € ©.

~ ~

e Dann ist die bedingte Erwartung B (0(X1, ey Xn) | 0(Xy, - .. ,Xn)) bester erwartungstrever Schitzer fir 6.

Beweis

e Wegen Lemma, 2.7 geniigt es zu zeigen, dass E (5(X1, LX) | 6(Xy,. ,Xn)) quadratisch integierbar,
erwartungstreu und unkorreliert mit jedem erwartungstreuen Schitzer (X, ..., X,) fir 0 ist.

e Es gilt

Eg(IE O(Xy, ..., Xn) | §(X1,...,Xn))) =1E9((§ooj(xl,...,xn)) = /ﬁ(t)ng(Xhm’Xn)(t)
R

= /E9(~(X17>Xn)|§(Xl7>Xn)=t)dFA )(t)zEeo(XbaXn):a:

0(X1,0e0, X
R

~ -~

dh., E(6(Xy,...,X,) | 6(X1,...,X,)) ist erwartungstreu.
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e Auf die gleiche Weise ergibt sich fiir jeden erwartungstreuen Schitzer (X1, ..., X,,) fiir 0, dass

1Eg<IE (B(X1,..., Xn) | §(X1,...,Xn))cp(Xl,...,Xn)) = ]Eg((ﬁoé)(Xl,...,Xn)go(Xl,...,Xn))

~

- /Eg((goﬁ(xl,...,Xn)w(Xl,...,Xn)| (Xl,...,Xn):t)ng(Xhm,Xn)(t)

Eo(((0e(X1, - Xn) |0(X0,. 0, Xn) = t) dFy, 5 ()

Il
R— "

GOE ((P(X1, - Xn) 0K, Xn) = 8) APy, x ()

n

g(t)g(t) dFeT(Xl,...,Xn) (t),

wobei g(t) = Eg(p(X1, ..., Xn) | 8(X1,...,X,) =t) fiir jedes 6 € ©.
e Hieraus ergibt sich nun genauso wie im Beweis von Theorem 2.5, dass

]Eg(]E B(X1,...,X0) | §(X1,...,Xn))cp(Xl,...,Xn)) =0.

e Auferdem gilt, dass

~ ~

]Eg(]E (B(X1,..., Xn) | H(Xl,...,Xn))z) - E9<(§o®2(xl,...,xn))

@) dFyx,x) ()

~ —~ 2
(Ea(o(Xl, LX) [ 0(X . X)) = t)) APy, . x.,®

— P — B

IN

Eo((O(X1,- - Xa))? [ 0(X1, ..., Xn) = t) dFy5, ()
R
= E¢6°(Xy,...,Xn) < 00,

wobei in der vorletzten Ungleichung genutzt wurde, dass (E X)? < E (X?) fiir jede Zufallsvariable X
mit E (X?) < oc. a

Korollar 2.2

-~

o Sei {Py, 8 € O} ein beliebiges parametrisches Modell mit © C R, und sei 8(X1,...,X,) ein vollstindiger
und suffizienter Schdtzer fir 6.

e Falls g: R — R eine messbare Funktion ist, so dass

Eo(9(0(X1,...,Xn))") <00, VOEO

~

und dass g(é\(Xl, ..., Xy)) ein erwartungstreuer Schitzer fir 6 ist, dann ist g(0(X1, ..., X,)) bester erwar-
tungstrever Schdtzer fiir 6.

Beweis Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Theorem 2.6, denn kann man zeigen, dass
E(g(0(X1,..., X)) | 0(X1,..., X)) = g(0(X1,..., X)),

vgl. Teilaussage 4 in Theorem 2.8. O
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Wir betrachten nun noch eine abgeschwiichte Version von Theorem 2.6, die besagt, dass durch den Ubergang

~

zur bedingten Erwartung E (§(X1,...,X,) | 8(X1,...,X,)) auch dann eine Verbesserung der Schitzgenauigkeit

~

erzielt werden kann, wenn nicht vorausgesetzt wird, dass 6(X1,...,X,) vollstindig ist.
Theorem 2.7

e Seien 5, f:R* 5 R beliebige Stichprobenfunktionen, so dass g(Xl, ..., Xp) ein erwartungstreuer Schatzer
und (X1, ..., X,) ein suffizienter Schétzer fiir 6 ist, wobei E(68(X1,...,X,)?) < oo fir jedes 6 € ©.

e Dann ist die bedingte Erwartung E (67(X1, cey Xn) | §(X1, ..., X,)) ein erwartungstreuer Schitzer fir 6 mit

Varg(E B(X1,...,Xn) | §(X1,...,Xn))) < Varg0( X1, ..., X)), (54)

Beweis

e Im Beweis von Theorem 2.6 hatten wir gezeigt, dass

]Eg(]E B(X1,...,X.) | §(X1,...,Xn))) =E40(X1,...,X,) =0

und
E,,(]E B(X1,...,Xn) | 0(X1,...,Xn))2) <E0%(X1,...,Xn).

e Hieraus ergibt sich die Behauptung, weil Var X = E (X?) — (EX)? fiir jede Zufallsvariable X mit
E(X?) < co. a

Beachte

e Die Ungleichung (54) wird in der Literatur Ungleichung von Rao-Blackwell genannt.

e Weil in Theorem 2.7 nicht vorausgesetzt wird, dass 8(Xy, ..., X,) vollstindig ist, muss die bedingte

Erwartung E (g(Xl, ey Xn) | §(X1, ..., X)) nicht notwendig bester erwartungstreuer Schitzer fiir 6
sein.

2.3.7 Mafitheoretische Definition der bedingten Erwartung

~ ~

e In Abschnitt 2.3.6 wurde der Begriff der bedingten Erwartung E (6(X1, ..., X») | (X1, ..., X»)) eingefiihrt,

~ ~

wobei zuniéichst die Grenzwerte Py (6(X1,...,X,) € B|6(X1,...,X,) = t) in (53) betrachtet wurden.

e Diese Vorgehensweise besitzt den Vorteil, dass intuitiv klar wird, wieso E (6(X1, ..., X,) | 9(X1,. .. , Xn))

~

als Funktion von 6(X,,...,X,) aufgefasst werden kann.

e Allerdings wurde dabei nicht niher untersucht,

~ -~

— ob bzw. unter welchen Bedingungen die Grenzwerte Py(6(X1,...,X,) € B | 0(Xy,...,X,) = t) in
(53) existieren,

— ob sie (bei gegebenem t) eine o-additive Mengenfunktion beziiglich B, d.h. ein Wahrscheinlichkeitsmaf}
iiber B(R) bilden und

— ob die Abbildung ¢t — E (6(X1,...,X,) | (X1,...,X,) = t) Borel-messbar ist.

~ ~

Der folgende (maftheoretische) Zugang zur bedingten Erwartung E (8(X1,...,X,) | 6(Xi,...,X,)) ist zwar
weniger intuitiv, besitzt jedoch den Vorteil, dass er mit den allgemeinen Rechenregeln der Maf- und Integrati-
onstheorie begriindet werden kann.
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Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit E |X| < oo,
und sei G C F eine beliebige Teil-o-Algebra von F.

Dann kénnen wir das (endliche) signierte Maf @ : G — R betrachten, wobei

/X Pdw), VYA€EG. (55)

Fiir jedes A € G gilt somit die Implikation: Q(A) = 0, falls P(A) = 0.

Mit anderen Worten: Das in (55) definierte signierte Mafi @) ist absolutstetig beziiglich der Einschriankung
von P auf die Teil-o-Algebra G.

Aus dem Satz von Radon-Nikodym folgt nun, dass es eine (G, B(R))-messbare Abbildung Z : Q — R gibt,
so dass

/ P(dw) /X P(dw), VAeG, (56)

wobei die Funktionswerte der Abbildung Z mit Wahrscheinlichkeit 1 eindeutig bestimmt sind.

Jede (G, B[R))-messbare Abbildung Z : Q — R, fiir die (56) gilt, heifst eine Version der bedingten Erwartung
von X beziiglich G und wird mit E (X | G) bezeichnet.

Aus der Definitionsgleichung (56) und aus den allgemeinen Rechenregeln fiir das Lebesgue-Integral ergeben sich
die folgenden Eigenschaften der bedingten Erwartung, die wir hier lediglich (ohne Beweis) erwéhnen.

Theorem 2.8 Seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen iber (Q, F, P) mit

E|X| < o, E|Y| < o0, E|XY| < o0,

und sei G C F eine beliebige Teil-o-Algebra von F. Dann gilt

A T

EX|{0,0)=EX,E(X|F)=X
E(@X +bY |G)=aE(X |G)+bE(Y | G) fiir beliebige a,b € R,

E(X|G) <E(Y|G), falls X <Y,

E(XY |G) =YE(X | G), falls Y eine (G, B(R))-messbare Zufallsvariable ist,

E(E(X |Go)|G1) =E(X | Gi), falls G und G Teil-o-Algebren von F sind mit G C Ga,
E
P

(X | G) =EX, falls die o-Algebren G und o(X) = X~1(B(R)) unabhingig sind, d.h., falls P(AN A") =
(A)P(A") fir belzebzge A€ G und A € 0(X).

Beachte

e Aus den Teilaussagen 1 und 5 ergibt sich, dass E(E(X | §)) = EX, wenn G; = {0,Q} und G> = G
gesetzt wird.

e Aus Teilaussage 2 ergibt sich, dass E (a | G) = a fiir beliebige a € Rund G C F.

e Hieraus und aus Teilaussage 4 folgt, dass E(Y | G) =Y fiir jede (G, B(R))-messbare Zufallsvariable Y’
(wenn X =1 gesetzt wird).
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Beispiel
e Seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen iiber (2, F, P) mit E |X| < oo, und sei G = Y ~}(B(R))
die Teil-o-Algebra von F, die durch Y erzeugt wird.

e Dann heifit E (X | G) die bedingte Erwartung von X beziiglich Y, wobei auch die Schreibweise E (X | Y)
benutzt wird.

~ ~ ~

e Insbesondere stimmt die bedingte Erwartung E (6(X1,...,X,) | 0(X1,...,X5)) von 6(Xy,..., X,)

~

beziiglich §(X;, ..., X,) mit dem in Abschnitt 2.3.6 eingefiihrten Begriff {iberein, falls die Grenzwerte
in (53) existieren und Wahrscheinlichkeitsmafie bilden, deren Erwartungswerte eine in ¢t Borel-messbare
Funktion ergeben.

2.4 Asymptotische Eigenschaften von Punktschitzern
e In den Abschnitten 2.3.1-2.3.5 untersuchten wir Giiteeigenschaften von Punktschétzern, wobei in den mei-

sten Féllen vorausgesetzt wurde, dass der Stichprobenumfang n beliebig, jedoch fest vorgegeben ist.

e FEine Ausnahme bildete lediglich die asymptotische Erwartungstreue, die eine asymptotische Giiteeigenschaft
ist.

e Wir diskutieren nun noch einige weitere asymptotische Eigenschaften von Punktschitzern fiir n — oo.

2.4.1 Konsistenz

Sei {Py, 8 € O} eine beliebige Verteilungsfamilie mit © C R™.

Definition Fiir jedes n > 1 sei 9:R* - R™ eine beliebige Stichprobenfunktion. Der Schétzer 5(X1, vy, Xp)
fiir 6 heifit

o schwach konsistent, falls a(Xl, e X)) L, 6 fiir jedes 8 € © und fiir n — o0, d.h.,

lm Py(|0(X1,...,Xn) -0 >e)=0, Ve>0,0€c0.

n— oo

~

o stark konsistent, falls 6(Xy,..., X,,) L5 9 fiir jedes 8 € © und fiir n — oo, d.h.,

Pg(lim |§(X1,...,Xn)—0|:0) =1, Véeo.

n—oo

Beachte Wegen Korollar WR-5.1 ist jeder stark konsistente Schitzer gleichzeitig auch schwach konsistent.

Beispiel Normalverteilte Stichprobenvariablen

e Es gelte {P, 8§ € ©} = {N(u,0?), p € R, 0? > 0}, wobei sowohl yx als auch o2 unbekannt sei.

e Dann ergibt sich aus den Theoremen 1.2 bzw. 1.4, dass fiir n — oo
X, und OS2 I3 42, YueR o2 >0. (57)

e Wegen der Erhaltung der (fast sicheren) Konvergenz bei Addition bzw. Multiplikation (vgl. jeweils die
Teilaussage 1 der Theoreme WR—5.8 bzw. WR—5.10) ergibt sich aus (57), dass fiir n — oo

|(7nas721) - (/1’7 U2)| f_s) 07 (58)

~

d.h., der (erwartungstreue) Schitzer 6(Xy,...,X,)) = (X,,S2) fiir 0 = (u,0?) ist stark (und damit
auch schwach) konsistent.
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e Hieraus ergibt sich aufierdem, dass auch der in Beispiel 5 des Abschnittes 2.2.2 hergeleitete (asympto-
tisch erwartungstreue) Maximum-Likelihood-Schitzer (i(X1, ..., Xn),0%(X1,..., Xy,)) fiir 0 = (u,0?)
stark konsistent ist.

Beachte

e Weil die Theoreme 1.2 und 1.4 nicht nur fiir normalverteilte Stichprobenvariablen gelten, ist der Schét-
zer (X1,...,Xp)) = (Xn,S2) fiir jede parametrische Verteilungsfamile konsistent, fiir die der Erwar-
tungswert 4 bzw. die Varianz o2 der Stichprobenvariablen zu den Komponenten des Parametervektors

0 gehoren.

e Falls m = 1, dann kann man die folgende allgemeine Bedingung fiir die schwache Konsistenz von
(asymptotisch erwartungstreuen) Schitzern formulieren.

Theorem 2.9 Sei © C R, und fiir jedes n > 1 sei g:R* = R eine beliebige Stichprobenfunktion, so dass

E¢0%(X1,...,Xn) <00, VOeEO.

~

Falls 0(X1,...,X,) asymptotisch erwartungstreu ist, d.h.,

~

lim Egb(X1,...,Xn) =0, VO€O, (59)

n—oo

und falls die Schédtzvarianz mit wachsendem Stichprobenumfang gegen O konvergiert, d.h.,

~

lim Vargd(Xi,...,Xa) =0, VO€O, (60)

n—oe

~

dann ist der Schitzer 8(X1,...,X,) schwach konsistent.

Beweis Fiir beliebige § € ©, ¢ > 0 und n > 1 ergibt sich aus der Markov-Ungleichung (vgl. Formel WR—(4.73)),
aus den Monotonie- und Linearitéitseigenschaften des Erwartungswertes (vgl. Theorem WR~4.4) bzw. aus
der Ungleichung von Cauchy-Schwarz (vgl. Theorem WR-4.11), dass

N Formel WR—(4.73) R4 (|0(X1,...,X,) — 0
P10(X,,. .. Xn) — 6] > ) < (P, -, Xa) = 8]
Theorem<WR—4.4 Eg (|§(X1, e ,Xn) - Egé\(Xl, teey Xn) |)
= €
[E¢0(X1,...,Xn) — 0|
+
€
Theorem WR—4.11  (Var 95()(1, e ,Xn))l/2 N |E ga(Xl, e Xn) — 0
— € € ’
wobei der letzte Ausdruck fiir n — oo gegen 0 konvergiert, falls (59) und (60) erfiillt sind. O

Beachte

e Wir hatten bereits in Abschnitt 2.2.1 erwahnt, dass mit der Momenten-Methode konstruierte Schatzer
stark konsistent sind, falls sie eindeutig bestimmt sind, d.h., falls das Gleichungssystem (3) eine ein-
deutig bestimmte Losung in © besitzt, und falls diese Losung stetig von den empirischen Momenten
mg(z1,...,2,) abhingt.

e Wir zeigen nun, dass Maximum-Likelihood-Schétzer unter gewissen Regularititsbedingungen schwach
konsistent sind. Hierfiir filhren wir zun&chst den folgenden Begriff ein.
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Definition

Beachte

Ahnlich wie in Abschnitt 2.3.2 setzen wir voraus, dass die Familie {Py,§ € ©} entweder nur aus
diskreten Verteilungen oder nur aus absolutstetigen Verteilungen besteht, wobei ©® C R ein offenes
Intervall ist.

Die Likelihood-Funktion L(x;8) ist somit gegeben durch

p(x;0) im diskreten Fall,
L(z;0) =
f(z;6) im absolutstetigen Fall,

wobei p(z;0) bzw. f(x;0) die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte von Py ist.

So wie bisher in Abschnitt 2 stets angenommen, gelte
Py # Py genau dann, wenn 6 #£6'. (61)

Fiir beliebige 6,6 € © heift dann die Grofe

/L(a:;G) log f((j’g,)) dz, falls Py(z: L(z;0") =0) =0,
H(Py; Py) =4 R ’ (62)

00 sonst,

die relative Entropie bzw. Kullback-Leibler-Information von Py beziiglich Py..

Im diskreten Fall ist das Integral in (62) durch eine Summe zu ersetzen.
In diesem Abschnitt wird zugelassen, dass die Menge B = {z € R : L(z;6) > 0} von 6§ abhingt.

Lemma 2.8 Die in (62) betrachtete Grifie H(Py; Pyr) ist wohldefiniert, und es gilt stets H(Py; Py) > 0 sowie

Beweis

H(Pp; Pp) =0 genau dann, wenn Py = Py . (63)

Der Kiirze wegen diskutieren wir hier nur den absolutstetigen Fall. Im diskreten Fall kann man vollig
analog vorgehen, wobei lediglich Summen anstelle von Integralen betrachtet werden miissen.

Zum Nachweis der Wohldefiniertheit von H(Py; Pp) muss lediglich gezeigt werden, dass das Integral
in (62) wohldefiniert ist, falls Py(z : L(z;0') =0) = 0.

Wir betrachten nun diesen Fall und setzen fiir jedes x € R

L(x;0)

—2 = falls L(z;6") >0,
flx)={ L(x:0") (=)

1 sonst.

Dann kénnen wir auch L(z;6") f(z) als Likelihood-Funktion von Py auffassen und 0.B.d.A. annehmen,
dass
L(x;0) = L(z;0') f(z).

Beachte: Die Funktion g : (0,00) — [0,00) mit g(z) = 1 — = + zlogz ist nichtnegativ, strikt konvex
und nimmt ihr Minimum g(1) = 0 an der Stelle 1 an.
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Weil g nichtnegativ ist, ist der Erwartungswert

Eo(gof) = [ o(f(@)L(wi8)do
R
wohldefiniert und nichtnegativ, wobei der Fall E 4 (g o f) = oo nicht ausgeschlossen ist.
e AuRerdem gilt Egr(1— f) =1—-Egf=1—-Ey4l1 =0.
e Hieraus folgt durch Differenzbildung, dass auch der Erwartungswert

Bo(flog ) = [ Liit/)f(z)log f(2) do
R
wohldefiniert ist, wobei 0 < E g (go f) < o0.
e Wegen L(x;6) = L(x;0') f(x) ist damit auch gezeigt, dass das Integral H(Pp; Py/) wohldefiniert ist und
dass H(Py; Py) > 0.
e Es ist klar, dass H(Pg; Pgl) = 0, falls Pg = Pg/.
e Falls nun umgekehrt H(Pp; Py) = 0, dann ergibt sich aus den Uberlegungen im ersten Teil des Bewei-
ses, dass auch E ¢/ (go f) = 0.
o Weil g nichtnegativ ist, ergibt sich hieraus, dass Py ((go f) = 0) = 1.
e Weil das Minimum ¢(1) = 0 nur an der Stelle 1 angenommen wird, folgt hieraus, dass Py (f = 1) = 1,
d.h., dass Py = Py. O

Die in (62) definierte relative Entropie H(FPy; Py:) ist ein wichtiges Hilfsmittel, um zu zeigen, dass Maximum-
Likelihood-Schétzer schwach konsistent sind, falls die Likelihood-Funktion unimodal in 8 ist.

Theorem 2.10

e Flir beliebige n > 1 und x1,...,z, € R besitze die Mazimum-Likelihood-Ungleichung (14) mindestens eine

Lésung §(x1, cea,Ty) € O,
e Die Likelihood-Funktion L(z1,...,2Zn;0) sei unimodal in 6, d.h., fir jede Losung 5(3:1, ey y) von (14) sei

die Funktion @ — L(z1,...,zn;0) wachsend fir alle 6 < 6(z1,...,z,) und fallend fir alle > 6(z1,...,x,).

~

e Dann ist die Folge {6(X1,...,Xn), n > 1} von Mazimum-Likelihood-Schdtzern fir 6 schwach konsistent.

Beweis

e Sei § € O beliebig, jedoch fest vorgegeben, und sei £ > 0 hinreichend klein, so dass § + ¢ € O.
e Wegen (61) und (63) gibt es dann ein § > 0, so dass 6 < H(Ps; Py+c)-
e Auferdem gilt

1 L(z1,...,2,;6) L(zy,...,2,;6) 5
Cgl{n OgL(ml,...,mn;0+ce) > } cgl{L(xl,---,xn;e"'CE) e }
C {L(z1,...,2n;0 —€) < L(z1,...,70;0) > L(z1,...,70;0 + )}

~

C {0—e<0(z1,...,20) <O+e}.

e Es geniigt somit zu zeigen, dass

, 1 L(X1,...,Xn;0)
lim Py —1
ng’l;o a(n 8 L(Xl,,Xn,6+€)

und

, 1 L(X1,...,Xn;0)
1 Pyl =1 =1.
Jim Py log 7S > 0)
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e Wir zeigen hier nur die Giiltigkeit von (64), denn der Beweis von (65) verlduft analog.
e Wir betrachten zunéchst den Fall, dass H(Py; Pyye) < 0o.
e Fiir die Funktion f: R — R mit

L(z;0) )
f(m) _ m y falls L(Z',e + 5) > 0, (66)

1 sonst

gilt dann log f € L' (R, B(R), Py).
e Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15) ergibt sich somit, dass
1 L(Xy,...,X.;0)

21
n B L(X1,... Xm0+

) 3 log £(X0) TS B (log f) = H(Py; Poye).
i=1

e Damit ist (64) in diesem Fall bewiesen.
e Es gelte nun H(Py; Pyy.) = co und Py(z : L(z;60 +¢) =0) =0.
e Dann ist
— die in (66) eingefiihrte Funktion fiir fast jedes = € R gegeben durch f(z) = L(z;80)/L(z;6 + ¢),
— es gilt logmin{f,c} € L'(R, B(R), Py) fiir jedes ¢ > 1,
— und aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz ergibt sich, dass fiir ¢ — oo
E¢(logmin{f,c}) = H(Py; Pyy.) = 00.

e Es gibt somit ein ¢ > 1 mit Eg(log min{ f, c}) > §, und so wie im ersten Fall ergibt sich aus dem
starken Gesetz der grofen Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15), dass fiir n — oo
L(Xy,..., Xn30)
L(Xy,...,Xp;0+¢

1 1 & ,

Pg<ﬁlog ) >6) ZPG(E izzllogm1n{f(X,~),c}>5) —1.

e Damit ist (64) auch in diesem Fall bewiesen.

e Falls schlieflich Py(z : L(z;0 +¢€) = 0) = a > 0, dann gilt wegen Py(x : L(z;60) > 0) = 1, dass fiir
n — 00

1 L(X1,...,Xn:0)
Py(—1 = =1-(1-a)" 1.
"(n B TL(X1,. ., Xp: 0 +2) °°) (1-a)" =
e Hieraus ergibt sich erneut die Giiltigkeit von (64). O
Beachte
e Die in Theorem 2.10 vorausgesetzte Unimodalitit der Abbildung 8 — L(x1, ..., 2n;0) ist in zahlreichen

Fillen erfiillt.
e Hinreichend hierfiir ist, dass die Abbildung 6 — log L(z; ) fiir jedes = € R konkav ist.
Beispiele

1. Poisson-verteilte Stichprobenvariablen
e Sei {Py, 8 € ©} = { Poi()), A > 0}.
e Dann gilt fiir jedes z € R
Ae A, fallsz €N,

L(z;\) = {
0 sonst

zlogh — A —log(z!), fallsz €N,

und somit

log L(z; \) =
—00 sonst,

d.h., log L(z; \) ist konkav in A.
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e Aus Theorem 2.10 ergibt sich nun, dass die Folge X = X, von Maximum-Likelihood-Schétzern fiir
A schwach konsistent ist.

e Beachte: In Theorem 1.2 hatten wir allerdings bereits mit Hilfe des starken Gesetzes der grofien

Zahlen gezeigt, dass A = X, nicht nur schwach, sondern sogar stark konsistent ist.
2.  Exponentialverteilte Stichprobenvariablen
o Sei {Py, 8 € ©} = {Exp(\), A > 0}.
e Dann gilt fiir jedes z € R
Ae ™M fallsx >0,
L(z;)\) =
0, sonst
und somit
—xA +log A, fallsz >0,
log L(z; \) =
-0, sonst,
d.h., log L(z; \) ist konkav in \.
e Aus Theorem 2.10 ergibt sich nun, dass die Folge A=1 /X, von Maximum-Likelihood-Schétzern
fiir A schwach konsistent ist.
e Beachte: Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen (vgl. Theorem 1.2) ergibt sich dariiber hinaus,
dass A = 1/X, nicht nur schwach, sondern sogar stark konsistent ist.
3. Gleichverteilte Stichprobenvariablen
e Sei {Py, 8 € ©} ={U(0), 6 >0}.
e Dann gilt fiir jedes z € R
0~1, falls0 <z <80,

L(z;0) =
0, sonst

und somit ist die Likelihood-Funktion

0", falls0<x1,...,2, <80,
L(z1,...,2,;0) = ! "=

0, sonst

unimodal in 6.

e Wegen Theorem 2.10 ist somit durch (X1, ..., X,) = max{X,..., X, } eine (schwach) konsistente
Folge von Maximum-Likelihood-Schitzern gegeben.

2.4.2 Asymptotische Normalverteiltheit

e In diesem Abschnitt diskutieren wir die asymptotische Normalverteiltheit von Parameterschitzern fiir den
Fall, dass der Stichprobenumfang n unendlich grofs wird.

e Wir beginnen mit dem folgenden Beispiel, das Aussagen enthélt, die wir bereits in den Abschnitten 1.2 bzw.
1.3 (teilweise unter allgemeineren Modellannahmen) hergeleitet hatten.

Beispiel (Normalverteilte Stichprobenvariablen)

e Es gelte {P, 8 € ©} = {N(u,0?), p € R, 02 > 0}, wobei sowohl y als auch o2 unbekannt sei.

e Weil fiir das 4-te zentrale Moment p) normalverteilter Stichprobenvariablen Xy, ..., X,

wy — ot =201
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gilt, ergibt sich aus den Theoremen 1.4 bzw. 1.11, dass fiir beliebige u € R, 02 > 0

Xn—1 a S2 — o?
n———=Y und n —=
vn . vn J3o?

LY fiir n - oo, (67)

wobei Y ~ N(0,1).

e Weil die Zufallsvariablen X,, und S2 unabhingig sind (vgl. Theorem 1.10), ergibt sich hieraus, dass
fiir beliebige y1,y2 € R

) Xn—p S2 — o2
Jim P, g2) (\/ﬁ = <y, Vn o S yz) = ®(y1) ®(y2), (68)

wobei ® : R — [0, 1] die Verteilungsfunktion der N(0, 1)-Verteilung ist.
e Hieraus folgt aufierdem, dass auch
o2 —o?

V202

) der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir (u,0?) ist mit

lim_ Py g2 (Vi 22 <y, v <1n) = 0(yn) B(yn) (69)
n—00 g

2

wobei (fin, 07

fin=Xn, Go(X1,.., Xp) == Y (X;—X,).
i=1

Wir beweisen nun einen zentralen Grenzwertsatz fiir Maximum-Likelihood-Schatzer, wobei wir voraussetzen, dass
die folgenden Bedingungen erfiillt sein mdogen.

e Die Familie {Fy,§ € O} bestehe entweder nur aus diskreten Verteilungen oder nur aus absolutstetigen
Verteilungen, wobei ©® C R ein offenes Intervall sei.

e Die Menge B = {z € R : L(z;0) > 0} hinge nicht von § € © ab, wobei die Likelihood-Funktion L(z;#)
gegeben ist durch
x;0) im diskreten Fall,
L(z:0) = p(z;0)
f(z;6) im absolutstetigen Fall

und p(z;0) bzw. f(z;60) die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte von Py ist.

e Es gelte
Py # Py genau dann, wenn 6 #6'.

e Auflerdem sei die Abbildung 6§ — L(x;6) fiir jedes z € B dreimal stetig differenzierbar, und es gelte

d* ok
W/L(x,G)dx—/WL(w,H)dw, Vk=1,2und 0 € O, (70)
B

B

wobei die Integrale im diskreten Fall durch die entsprechenden Summen zu ersetzen sind.

o Fiir jedes 6y € © gebe es eine Konstante ¢g, > 0 und eine messbare Funktion gy, : B — [0, 00), so dass

3

% log L(z; 0)| < gg,(z), Vz € B und |0 — 6| < cg, (71)

und
Egoggo(Xl) < X0. (72)
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Beachte

e Das Integral

I(o):m:g((% logL(Xl;G))2), Voeo, (73)

das wir bereits in Abschnitt 2.3.2 betrachtet hatten (vgl. (31) bzw. (32)), wird in der Literatur Fisher-
Information genannt.

e Bei der Herleitung der Ungleichung von Cramér-Rao (vgl. den Beweis von Theorem 2.2) hatten wir
gezeigt, dass

)
Ea(% 1ogL(X1,9)) =0 (74)
und somit
)
10) = Var (57 10g L(X136)) . (75)

Theorem 2.11 Faulls
0<I(9) < oo, V€O,

~

dann gilt fir jede schwach konsistente Folge {6(X1,...,X,), n > 1} von Mazimum-Likelihood-Schitzern fir 6,

dass s
(n1(0)"* (

~

(X1,...,Xn) —0) <5 Y ~N(0,1), V6OeO. (76)

Beweis

e Wir benutzen die abkiirzende Schreibweise I, () = log L(X1, ..., Xn;0) und IV (6), 12 (6), 15 () fiir
die entsprechenden Ableitungen beziiglich 6.

e Sei f = §(X1, ..., Xy), n > 1, eine schwach konsistente Folge von Maximum-Likelihood-Schitzern fiir
6.

e Fiir jedes w € Q) entwickeln wir nun l,(,l)(g) in eine Taylor-Reihe an der Stelle § € © und erhalten, dass
Y Y 1 ~ .
D) =10(60) + 6 - 012 (6) + 50 - 016",

wobei 6* zwischen 6 und 8 liegt.

o Weil 17(11)(5) = 0 gilt, ergibt sich hieraus, dass

R (1)
— 1D 0) = 5 0-1Y @)
e Es geniigt zu zeigen, dass
1
— 4y ~ NO.T
\/ﬁln @) — (0,1(6)), (78)
dass
L) P
~12(6) 5 16) (79)

und dass es eine Konstante ¢ < oo gibt, so dass

lim P (‘% 135

n—o0

<c) 1. (80)

e Denn wegen 8 L0 ergibt sich aus (79) und (80), dass der Nenner der rechten Seite von (77) in
Wahrscheinlichkeit gegen I() konvergiert.
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e Hieraus und aus (78) ergibt sich dann die Giiltigkeit von (76) mit Hilfe des Satzes von Slutsky fiir die
Multiplikation (vgl. Theorem WR-5.11).

e Um (78) zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass

n

19(0) =3 2 0 L(X30).

i=1

e Wegen (74) und (75) ergibt sich (78) dann aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unab-
hangigen und identisch verteilten Zufallsvariablen; vgl. Theorem WR-5.16.

e Um (79) zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass

1 & (L0 (X550)) = L(X;6) LA (X;;6)
——1Dg = = Z ), P
n n o= (L(X350))
_ 1 EHI(LU) X,,e) 1L
- n i=1 X’“e n =1 L
wobei 6k
L®(X;:0) = 0% L(X;;6).

e Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen fiir Summen von unabhingigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen (vgl. Theorem WR-5.15) ergibt sich nun, dass

. MW (X,:0)72 @) (X,
Lo 2 e((GE)) - ()

L®)(X1;6)
B I(e)_Eo( L(Xy;0) )
= 109,
wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Definitionsgleichung (73) der Fisher-Information I(6) ergibt
und
L) (Xy;6) 0?
Eo( b7 =
"( L(X1;6) ) ggz L@:0) de
(70) d2 / d?
=" — | L(x; 1=
7 (z;0)dz = p7e) 0.
B
e Schliefilich ergibt sich aus (71), dass
L@ <L 3w (81)
n " —n 4 ’

falls |§— 0| < cg.

o Weil |§ 4 20 gilt, konvergiert die Wahrscheinlichkeit des in (81) betrachteten Ereignisses gegen 1
fiir n — oo.

o Weil andererseits wegen (72)
n

1 s,
- > 9o(Xi) Z Eggp(X1) < 00,

i=1

ergibt sich hieraus die Giiltigkeit von (80). O
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Beispiel
[ ]

(Poisson-verteilte Stichprobenvariablen)

Es gelte {Py, 6 € ©} = {Poi(A), A > 0}.

Dann ist die Likelihood-Funktion L(z;A) = (A®/z!) e~ fiir jedes z € N beliebig oft differenzierbar in
A, und die Vertauschbarkeitsbedingung (70) ist erfiillt, denn es gilt fiir jedes z € N

LS ) = S = am

z=0
und
= L(z;)) = — (= e
;06,\ (23) ;8)\(.17' )
o0 )\w—l N et A7 N
= Z e~ —Z— =0

= (z —1)! = z!

Auferdem gilt fiir beliebige x € N und A > 0
o3 3 2x

Hieraus folgt, dass fiir jedes Ag > 0
3

% log L(z; N)| < ga, (2), Vz e Nund |A— Ag| < x5

wobei ¢y, = Ag/2 und

2x . 16
g)\o(x)zm mit Exgrn(X1) == <o0.

S
Die Bedingungen der Theoreme 2.10 und 2.11 sind somit erfiillt.

Hieraus folgt, dass der Maximum-Likelihood-Schéitzer X(Xl, ..., X,) = X, fiir A\ asymptotisch nor-
malverteilt ist.

Dies ergibt sich jedoch in diesem Fall auch direkt aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von
unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen; vgl. Theorem 1.2.
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3 Konfidenzintervalle

3.1 Modellbeschreibung

In diesem Abschnitt setzen wir erneut voraus, dass

e die Verteilung der Stichprobenvariablen Xi, ..., X,, zu einer vorgegebenen parametrischen Familie von Ver-
teilungen { Py, 6 € O} gehort; © C R™.

Dabei nehmen wir (zur Vereinfachung der Darlegungen) an, dass

e jeweils nur eine einzelne Komponente 6; des Parametervektors § = (01, ...,0,,) aus den beobachteten Daten
Z1,...,ZTn geschitzt werden soll; j € {1,...,m}.

Genauso wie in den Abschnitten 1 und 2 nehmen wir an, dass

e die Stichprobenvariablen X;, X5, ... unabhingig und identisch verteilt sind und dass

e der Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), iiber dem die Stichprobenvariablen X;, X5, ... definiert sind, der
kanonische Wahrscheinlichkeitsraum dieser Zufallsvariablen ist.

3.1.1 Konfidenzintervall und Konfidenzniveau

Anstelle jeweils eine (einzelne) Stichprobenfunktion zu betrachten, wie wir es in den Abschnitten 1 und 2 getan
haben, betrachten wir nun

e zwei Stichprobenfunktionen 8 : R* — R U {£o00} und 6 : R* — RU {£oo}, so dass

O(x1,...,2,) < O(z1,...,2,) V(z1,...,2,) € R". (1)

Definition

e Sei v € (0,1) eine beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahl.

e Dann heift das zufillige Intervall (8(X1, ..., X,),0(X1,..., X)) Konfidenzintervall fiir §; zam Niveau
7, falls 3
Py(0(Xq,...,Xp) <6; <O0(Xq,...,Xp)) > (2)

fiir jedes 6 € O.
Beachte

e Die Stichprobenfunktionen @ und 6 sind nicht eindeutig bestimmt.

e Sie sollten so gewahlt werden, dass das Konfidenzintervall (Q(Xl, ey, X0),0(X4, ... ,Xn)) bei gegebe-
nem Niveau vy moglichst kurz ist.

e Weil das Konfidenzintervall moglichst kurz sein soll, wird anstelle von (2) manchmal auch die folgende
Bedingung betrachtet:

e Falls (3) gilt, dann nennt man ((X,...,Xn),0(X1,...,X,)) minimales Konfidenzintervall fiir 6; zum
Niveau 7).
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e Wenn (bei vorgegebenem 6) die Verteilung der Zufallsvariablen 8(X,...,X,) und 6(Xi,...,X,)
schwierig handhabbar bzw. unbekannt ist, d.h., wenn es nicht mdglich ist, die Giiltigkeit von (2) bzw.
(3) nachzuweisen, dann kann beispielsweise die folgende Bedingung betrachtet werden:

lim Py(0(Xi,...,X,) <6; <O(X1,...,Xy)) > (4)

n—oo

fiir jedes 6 € O.

e Falls (4) gilt, dann nennt man (6(X1,...,X,),0(X1,...,Xy)) Konfidenzintervall fiir §; zum asympto-
tischen Niveau v (bzw. asymptotisches Konfidenzintervall zum Niveau 7).

Die praktische Berechnung eines (konkreten) Konfidenzintervalls (8(z1, . ..,2n),0(z1,...,z,)) fiir 6; auf der Basis
einer (konkreten) Stichprobe (z1,...,z,) besteht aus den folgenden Schritten:

1. Bestimme zwei Stichprobenfunktionen § : R* — RU {£00} und 8 : R* — R U {£o0}, so dass

e (1) gilt und
e cine der Bedingungen (2)—(4) erfiillt ist.

2. Berechne die Funktionswerte 8(x1,...,z,) und 0(z1,...,z,).

3.1.2 Quantilfunktion

Bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen benétigen wir den Begriff der Quantilfunktion, den wir bereits in
Abschnitt WR-4.1.4 betrachtet hatten.

Definition

e Sei F': R — [0, 1] eine beliebige Verteilungsfunktion.
e Die Funktion F~':[0,1] = R mit

F~(y) = inf{z: F(z) >y} (5)

heifit Quantilfunktion der Verteilungsfunktion F' (bzw. der zugehoérigen Verteilung).
e Sei a € (0,1). Die Zahl F~!(a) wird dann a-Quantil von F genannt.

Beachte

e Wenn F : R — R eine beliebige monoton wachsende rechtsstetige Funktion ist (die nicht unbedingt
eine Verteilungsfunktion sein muss), dann heifit die in (5) definierte Funktion F~! verallgemeinerte
inverse Funktion von F.

e Quantilfunktionen sind also spezielle verallgemeinerte inverse Funktionen.

Beispiele
Um Konfidenzintervalle fiir die Parameter von normalverteilten Stichprobenvariablen konstruieren zu kon-
nen, werden insbesondere die Quantilfunktionen der Standardnormalverteilung, der x2-Verteilung und der
t-Verteilung bendtigt, die bereits in den Abschnitten 1.2.2, 1.3.1 bzw 1.3.4 eingefiihrt worden sind und an
die wir hier zunéchst erinnern wollen.

1. Quantile der N(0,1)- Verteilung

e Das a-Quantil der Verteilungsfunktion ® (d.h. der Standardnormalverteilung N(0, 1)) wird mit z,
bezeichnet.

e Mit anderen Worten: Fiir jedes a € (0,1) ist 2, die Losung der Quantilgleichung ®(z4) = a.
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e Fiir a > 0,50 kann man das a-Quantil z, aus Tabelle 1 entnehmen; vgl. Abschnitt 6.
e Aus der Symmetrieeigenschaft ®(—xz) = 1 — ®(z) fiir jedes z € R ergibt sich aufierdem, dass fiir
jedes a € (0,1)
Za = —Rl-a- (6)
2. Quantile der x2- Verteilung mit r Freiheitsgraden

e Die Zufallsvariable U, sei x2-verteilt mit r-Freiheitsgraden, d.h., U, ~ x2.

e Fiir a € (0,1) sei x} , die (eindeutig bestimmte) Losung der Gleichung Fy, (x2,,) = @, wobei die
Dichte fy, von U, in Theorem 1.6 gegeben ist.

e Dann heift x2 , das a-Quantil der x*-Verteilung mit r Freiheitsgraden.

e Quantile der y?-Verteilung mit r Freiheitsgraden sind in Tabelle 2 gegeben, vgl. Abschnitt 6.

3. Quantile der t- Verteilung mit r Freiheitsgraden

e Die Zufallsvariable V. sei t-verteilt mit r-Freiheitsgraden, d.h., V,. ~ t,., wobei die Dichte fy, von
V, in Theorem 1.12 gegeben ist.

e Fiir o € (0,1) wird dann die Losung ¢, o, der Gleichung Fy, (t,,o) = a das a- Quantil der t-Verteilung
mit r Freiheitsgraden genannt, vgl. Tabelle 3 in Abschnitt 6.

e Analog zu der Symmetrieeigenschaft z, = —z1_, der Quantile z, der N(0, 1)-Verteilung gilt auch
tr,a = _tr,lfa (7)

fiir beliebige » € N und o € (0,1).

3.1.3 F-Verteilung

Wir fiihren nun noch eine weitere Klasse von statistischen Priifverteilungen ein: die Klasse der F-Verteilungen,
die zum Beispiel bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen fiir Zwei-Stichproben-Probleme benotigt werden;
vgl. Abschnitt 3.3.

Definition
e Seien 7,5 > 1 beliebige natiirliche Zahlen, und seien U,, U} : @ — (0,00) unabgingige x2-verteilte
Zufallsvariablen mit U, ~ xZ und U} ~ x2.

e Man sagt dann, dass die Zufallsvariable
U./r

U!/s
F-verteilt ist mit (r, s) Freiheitsgraden. (Schreibweise: W;. 5 ~ F;. )

Wrs =

Theorem 3.1 Seien r,s > 1 beliebige natirliche Zahlen, und sei W, 5 eine F-verteilte Zufallsvariable mit (r, s)
Freiheitsgraden. Dann ist die Dichte von W, s gegeben durch

() (E)T” A falls z > 0
fw,.(x) = F(g)r(g) s (1 4 g a:) (r+s)/2 ; (8)
0, sonst,

wobei T'(1) =1, T(1/2) = /7 und T(p+ 1) = pT(p).



3 KONFIDENZINTERVALLE 92

Beweis
e Aus Theorem 1.6 ergibt sich fiir die Dichten der x?-verteilten Zufallsvariablen mit U, und U}, dass

2(r=2)/2p—2/2

————, fallsz >0,
fu.(z) = 2r/2T(r/2)

0, sonst

und (s-2)/2—a/2

[ASa e “

———— fallsz >0,
fur(z) = 25/2T(s/2)

0, sonst.

e Hieraus folgt, dass
r(,',.w)(r—Z)/Ze—rz/2

, falls x>0,
fu,jr(x) = 2r/2T(r/2) )
0, sonst
und (s-2)/24 s2/2
s(s2) 73 ¢ , fallsx >0,
furys(@) = 2°/2T(s/2) (10)
0, sonst.

e Wegen Theorem WR-3.17 gilt aufierdem fiir die Dichte fyy, , des Quoienten W, , der unabhéngigen
Zufallsvariablen U, /r und U}/s, dass

o0

Iw, . (2) = / [t fu,. /v (28) fur 5 () dt Vz €R.

—00

e Durch Einsetzen von (9) und (10) ergibt sich somit, dass fiir z > 0

dt

]O r(2rt) T2/ 2e=2rt/2 5(55)(s=2)/2¢=st/2

fw, . (2) 2721 (r/2) 25/2T(s/2)

/2 8/2 7/2—1 7
_ rr/2g8/2 47 /t(r+3)/2_1 e—(rz+s)t/2 g
2(r+5)/2T(r /2)T'(s/2)
0

rr/2g8/2,r/2-1 T((r+s)/2)
2(r+5)/2T(r /2)T(s/2) ((rz/2) + (5/2))(T+s)/2
R
_ D) r z
-

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der in Abschnitt 1.3.1 hergeleiteten Darstellungsformel (1.24)
fiir die Gammafunktion ergibt, gemaf der fiir beliebige b,p > 0

T (p) =bp/ e WyPlay.
0
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Beachte

e Seien r,s > 1 beliebige natiirliche Zahlen, und sei o € (0, 1).

e Falls W, ; ~ F,;, dann wird die Losung F; ;o der Gleichung Fyy, ,(Fy ;o) = a das a-Quantil der
F-Verteilung mit (r,s) Freiheitsgraden genannt, vgl. die Tabellen 4a-4f in Abschnitt 6.

3.2 Konfidenzintervalle bei Normalverteilung

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass die Stichprobenvariablen X3, ..., X,, normalverteilt sind, d.h., es gelte
{Py, 6 € ©} = {N(u,0?), p € R, 02 > 0} mit 6 = (u,02).

3.2.1 Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert
Um Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert der normalverteilten Stichprobenvariablen Xji,..., X, herzu-

leiten, nehmen wir zunéichst an, dass die Varianz bekannt ist, d.h., es gelte X; ~ N(u,0?) fiir ein (unbekanntes)
p € R und ein (bekanntes) o2 > 0.

In Theorem 1.11 hatten wir gezeigt, dass v/n(X, — u)/o ~ N(0,1).

Hieraus ergibt sich, dass fiir a € (0,1)

Xn—

Py(zap < VA= <21 op) =1-a. (11)

e Unter Beriicksichtigung von (6) ergibt sich somit, dass fiir jedes § = (u,02) € R x (0, 0)

7n_/"’
g

Py <—217a/2 <+vn < zlfa/Q) =l-a

bzw.

— o — g
Pa(Xn —Z1—a/2% <p< X, +Z1—a/2%) =1l-a.

o Also ist mit

— o — — o
0(X1,...,Xn) :Xn_zl—a/Z% bzw. 0(X1,...,Xn) :Xn+zl—a/2% (12)
ein Konfidenzintervall (6(X1,...,Xn),0(X1,...,X,)) fir g zum Niveau v = 1 — a gegeben.
e Fiir die Lange £(X1,...,X,) dieses Konfidenzintervalls gilt
(X1, Xp) = 0(Xy,...,X,) —0(Xy4,...,X,)
20
= zl—a/Z% .
e Hieraus ergibt sich insbesondere, dass £(X1, ..., X,,) nicht vom Zufall abhingt.
e Auflerdem erkennen wir, dass die Linge £(X1,...,X,) des in (12) gegebenen Konfidenzintervalls klein ist,
falls das Niveau v = 1 — « klein, die Varianz o2 klein bzw. der Stichprobenumfang n grof ist.
e Man kann sich leicht iiberlegen, dass £(X1,...,X,) < e gilt, falls
2021 o/2\ 2
n> () (13)

wobei £ > 0 ein vorgegebener Schwellenwert ist.
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Beispiel

e Fiir eine (konkrete) Stichprobe (z1,...,z,), die wir als Realisierung der Zufallsstichprobe (Xi,. .., X;)
auffassen, ergibt sich nun das ,konkrete” Konfidenzintervall (8(z1,...,2n),0(z1,...,2,)) durch Ein-
setzen in (12).

e Falls beispielsweise fiir v = 0.95 und ¢ = 0,10 ein solches Konfidenzintervall fiir die folgenden Daten
41.60, 41.48, 42.34, 41.95, 41.86, 42.18, 41.72, 42.26, 41.81, 42.04 ermittelt werden soll,

e dann entnehmen wir zunéchst das Quantil 2,975 = 1,96 aus Tabelle 1

e und erhalten somit fiir n = 10

o 0.1
=T, —2_« = 41924 -1.96 — =41.862
Oar, ) =Fn =213 N

O(x1,. s Tn) =Tp + 21-2 = 41.986

2 _
vn o

e Somit ergibt sich das (konkrete) Konfidenzintervall (41.862,41.986) fiir den Erwartungswert p.
Beachte

e Das in (12) betrachtete (symmetrische) Konfidenzintervall kann dahingehend verallgemeinert werden,
dass anstelle von (11) die folgende Gleichung fiir beliebige a;,as € [0,1/2) mit oy + as = a € (0,1)

betrachtet wird: .
X, -

Py (Za2 <+vn

e Hieraus ergibt sich dann das (asymmetrische) Konfidenzintervall (6(X1, ..., X,),0(X1,...,X,)) fir p
zum Niveau 7 =1 — a mit

K Szl_al) —1-a. (14)

— o — - o
Q(Xla---;Xn):Xn_zl—alﬁ bzw. O(Xl,...,Xn):Xn-f'Zl_az% . (15)
e Fiir a3 = 0 ergibt sich insbesondere das sogenannte einseitige Konfidenzintervall (—oo, 0(X1,... ,Xn))
fiir 4 zum Niveau v = 1 — a mit
_ — o
Q(Xla te aXn) = Xn + zl—a% .
e Analog ergibt sich fiir ap = 0 das einseitige Konfidenzintervall (§(X,...,X,),o0) fiir u zum Niveau
v =1— o mit
— o
Q(Xla s ;Xn) =X, - zl—a% .

Im Unterschied zu dem oben diskutierten Fall nehmen wir nun an, dass X; ~N(u,o?), wobei sowohl i € R als
auch o2 > 0 unbekannt seien.

e Dabei lassen sich auf dhnliche Weise (wie bei bekanntem o2) symmetrische, allgemeine bzw. einseitige
Konfidenzintervalle fiir g gewinnen.

e Die bisher konstruierten Konfidenzintervalle fiir p sind jetzt jedoch nicht mehr geeignet, weil sie die (unbe-
kannte) Grofe o enthalten.

e Wir nutzen vielmehr das Ergebnis von Theorem 1.13 und erkennen (vgl. auch die Formel (1.45)), dass fiir
beliebige o € (0,1) und 6 = (u,02) € R x (0, 00)

\/H(Yn — IJ')

Py (tnorap < g

< tn—l,l—a/2) =l-a (16)

bzw. wegen (7)
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e Dh.
— S, - S
Py (Xn tn—l,l—a/Z\/_% Sp<lX,+ tn—l,l—a/ZT:L) l-a
e Also ist mit
_ S — — S,
0(X1,...,Xp) =Xp —th11-a/p—  bzw.  O0(Xy,...,Xp) =Xn+tp_11-apm—F (17)

ein (symmetrisches) Konfidenzintervall fiir g zum Niveau v = 1 — a gegeben.

Beachte

e Das in (17) betrachtete (symmetrische) Konfidenzintervall kann dahingehend verallgemeinert werden,
dass anstelle von (16) die folgende Gleichung fiir beliebige a1, as € [0,1/2) mit aq + a2 = a € (0,1)

betrachtet wird:
n(X, —
P9 (tnfl,ag S w S tnfl,lfoq)

e Hieraus ergibt sich dann das (asymmetrische) Konfidenzintervall (6(X1,...,X,),0(X1,...,X,)) fir u
zum Niveau 7 =1 — a mit

=l-a. (18)

_ S — — S,
Q(Xla---aXn) :Xn_tn—l,l—ho:; bzw. G(XlaaXn) :Xn+tn—1,1—a2\/_% . (19)
e Fiir a; = 0 ergibt sich insbesondere das einseitige Konfidenzintervall (—o00,8(X1,..., X)) fiir p zum
Niveau v =1 — a mit
_ _ S,
B(X1, . X)) = Xty 11 0t
(X1,--.,Xn) + 1,1 Jn
e Analog ergibt sich fiir @, = 0 das einseitige Konfidenzintervall (8(X,...,X,),00) fir 4 zum Niveau
v=1—a mit
- S,
0(X1,...,Xn) =Xn — tn_l,l_a—’; .

3.2.2 Konfidenzintervalle fiir die Varianz

In diesem Abschnitt diskutieren wir Konfidenzintervalle fiir die Varianz o2, wobei wir zunfichst annehmen, dass
der Erwartungswert p unbekannt ist.

e Aus Theorem 1.11 ergibt sich dann, dass fiir beliebige a1, a2 € [0,1/2) mit a1 + az = a € (0,1)

n—1)52
Py (Xzbfl,az < % < Xifl,lfou) =l-oa. (20)

o
e Dies ergibt das Konfidenzintervall (6(X1,...,X,),0(X1,...,X,)) fir 0> zum Niveau v = 1 — « mit
n—1)52 - (n—1)82

0(X1,...,Xn) = (2 bzw. 0(X1,...,Xp) =-— (21)
Xn—l,l—al Xn—l,ag
e Fiir die Linge §(X1,...,X,) —8(X1,...,X,) dieses Konfidenzintervalls gilt
— 1 1
B(X1, s Xn) = 0(X1, ., Xn) = (0= 1)S2(— — ) (22)
anl,az anl,lfal

mit

E@(X1,. ., Xn) = 0(X1,..., X)) = (n = 1)o* : : ).

2 L2
Xn—l,ag Xn—l,l—a1
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Falls der Erwartungswert p bekannt ist, dann lasst sich mit Hilfe der modifizierten Stichprobenvarianz gﬁ ein
weiteres Konfidenzintervall fiir die Varianz o2 konstruieren, wobei

~ 1&
Sn= EZ(Xi -
i=1

o Weil (X; — p)/o ~ N(0,1), ergibt sich unmittelbar aus der Definition der x2-Verteilung, dass nS?/o? eine
x2-verteilte Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden ist.

e Fiir beliebige aq, a2 € [0,1/2) mit oy + an = a € (0,1) gilt also

SNZ

n

Py(Xns < " S Xotay) =1 (23)

ag

e Dies ergibt das folgende (modifizierte) Konfidenzintervall (Q(Xl, e, Xn),0(X4,. .. ,Xn)) fiir 2 zum Niveau

v=1—a mit
52 . S2
0(X1,. . Xn) = m baw. B(Xy,..., Xn) = —oom (24)
Xn,l—cn Xn,az
wobei 1 1
g(Xla  Xn) —0(X1,..., Xy) :TLS?L 2 2 (25)
Xn,a2 Xn,l—oq
mit
9 1 1
E (@(X1,...,Xn) — 0(X1,..., Xn)) =no?(— —)
Xn,ag Xn,lfal
Beachte

e Die in (25) gegebene Linge §(X1,...,X,) —0(Xi,...,X,) des modifizierten Konfidenzintervalls kann
grofler als die Lange (22) des Intervalls sein, das in (21) fiir den Fall betrachtet wurde, dass der
Ertwartungswert p unbekannt ist.

e Der Grund hierfiir ist, dass ,untypische” Stichprobenwerte, die grofe Abweichungen vom Erwartungs-
wert p aufweisen, besser durch das Stichprobenmittel X,, als durch g kompensiert werden.

3.3 Zwei-Stichproben-Probleme
3.3.1 Modellbeschreibung

In Verallgemeinerung der Situation, die bisher in dieser Vorlesung betrachtetet wurde, sollen nun gleichzeitig zwei
Datensétze (z11,...,T1n,) und (z21,...,Tan,) stochastisch modelliert werden.

e Dabei kénnen die Stichprobenumfinge ni,ns € N beliebige natiirliche Zahlen sein, die nicht notwendig
gleich sein miissen.
e Die (konkreten) Stichproben (x11,...,%1n,) und (%21,...,%2,,) fassen wir als Realisierungen von zwei Zu-

fallsstichproben (Xi1,...,X1p,) bzw. (Xo21,...,X2,,) auf.

Hierfiir betrachten wir zwei (unendliche) Folgen X117, X12,... und Xo;, X2, ... von Zufallsvariablen und nehmen
an, dass

e die (zweidimensionalen) Zufallsvektoren X1, Xo,... mit X; = (X714, X5;) unabhéngig und identisch verteilt
sind,
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o die (gemeinsame) Verteilung von X; zu einer parametrischen Familie von Verteilungen {Py, § € ©} gehort,
O CR™,

e der Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), iiber dem die Zufallsvektoren X, X5, ... definiert sind, der kanoni-

sche Wahrscheinlichkeitsraum dieser Zufallsvektoren ist.

Beachte Die Komponenten X1; und Xs; von X; miissen jedoch im allgemeinen weder unabhéngig noch identisch
verteilt sein.

Im Rahmen dieser einfithrenden Vorlesung betrachten wir lediglich den Fall, dass

e cin (nichtvektorieller) Funktionswert g(#) € R des Parametervektors § = (y,...,8,,) aus den beobachteten
Daten (z11,...,Z1n,) bzw. (X21,...,%T2n,) geschitzt werden soll, wobei g : © — R eine vorgegebene Borel-
messbare Funktion sei.

e Dabei diskutieren wir insbesondere die Frage, wie das in Abschnitt 3.1 eingefilhrte Modell des Konfidenz-
intervalls verallgemeinert werden kann, um zu Konfidenzintervallen ausgehend von (vektoriellen) Stichpro-
benvariablen X; = (X;;, X2;) zu gelangen.

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir n = max{ny,ns} und betrachten

e zwei Stichprobenfunktionen 8 : R** — R und 6 : R>® — R, so dass

O(z1,...,xzn) <O(z1,...,T5) Y(x1,...,2,) € R?", (26)
e wobei die Funktionswerte (z1,...,z,) und §(z1,...,,) jedoch nur von den (beobachteten) Komponenten
(z11,---,Z1n,) und (221, .- .,Z2n,) des Vektors (z1,...,T,) abhingen mogen.

Definition Sei v € (0,1) eine beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahl. Dann heifit das zufillige Intervall
(0(X1,...,Xn),0(Xy,...,X,)) Konfidenzintervall fiir g(6) zum Niveau v, falls

Py(0(X1,...,Xn) < g(0) <O(Xy,...,Xp)) 27, VOE€O. (27)

Beachte

o Bisher hatten wir in Abschnitt 3 stets den Fall betrachtet, dass g() = 6, fiir ein j € {1,...,m}.

e In den folgenden Beispielen hat g(#) die Form g(8) = 0; — 0 bzw. g(¢) = 6;/6;, fiir ein vorgegebenes
Paar j,k € {1,...,m} von Indizes.

3.3.2 Konfidenzintervalle fiir Differenzen bzw. Quotienten von Parameterkomponenten

Die Stichprobenvariablen X; = (X3;, X»;) seien nun normalverteilte Zufallsvektoren, wobei wir in diesem Ab-
schnitt aukerdem voraussetzen, dass die Komponenten X;; und X»; von X; unabhingige (jedoch im allgemeinen
nicht identisch verteilte) Zufallsvariablen sind.

Wir betrachten die folgenden zwei Beispiele.

1. Konfidenzintervall fir die Differenz zweier Erwartungswerte (bei bekannten Varianzen)

e Fiir zwei beliebige, jedoch vorgegebene Zahlen nj,ns € N betrachten wir zwei unabhingige Zufalls-
stichproben (X117 ceey X1n1) und (Xgl, P 7X2n2)-
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(bekannte) 07,03 >0, d.h., § = (u1, p2)-

71n1 ~ N(/J/I;U%/nl) ) 7271/2 ~ N(/J/Q,O'%/TQ) )

vgl. Theorem 1.11.

Hieraus folgt, dass

o2 o2
Xin, — Xop, ~ N(,lh — U2, L4 n—z
bzw.
Xiny, = Xon, — (B2 — p2) N(0, 1)
o? 0_%
n1 N9
e Also gilt fiir jedes a € (0,1)
X Xop, — -
Pg <Z% < 1ny 2n9 (:ul I‘LQ) S 2 _%) —1-a
o2 O’_%
ny Nno

bzw.

[ 2 2

_ _ o o _ —

Po(X1n1 — Xop, —21-2 n—l + n_2 Spr—po < Xipy — Xop, +21-2
1 ne

98

Dabei nehmen wir an, dass X1; ~ N(u1,07) und Xa; ~ N(ua,03) fiir (unbekannte) pq,us € R und

Dann sind die Stichprobenmittel X,, und X»,, unabhingige Zufallsvariablen mit

2 2
g ag.
_1+_2)=1_a‘
ni N9

v

g

e Die auf diese Weise bestimmten Stichprobenfunktionen 8(X1,...,X,) und (X1,...,X,) ergeben ein

Konfidenzinterval fir p; — g2 zum Niveau vy =1 — a.

2. Konfidenzintervall fiir den Quotienten zweier Varianzen (bei unbekannten Erwartungswerten)

e Ahnlich wie in dem vohergehenden Beispiel betrachten wir fiir zwei beliebige, jedoch vorgegebene
Zahlen nq,ns € N zwei unabhéngige Zufallsstichproben (Xi1,...,X15,) und (Xa1,..., Xo,,).

e Dabei nehmen wir an, dass X1; ~ N(u1,07) und Xo; ~ N(uz,02) fiir (unbekannte) pui,u2 € R und

(unbekannte) 07,03 > 0, d.h., § = (u1, 2, 0%, 03).

rem 1.11 gilt
(nl - 1)S12n 2
7{7% L~ X1 bzw. o7

S%’ng /0-%

Z2nel 72 L F
2 2 ne—1,n1—1 -
Sln1/01

Also gilt fiir jedes a € (0,1)

2 2
P (F < 52n2/02
o\ f'na—1,n1-1,¢ < 2 /2
1n./ 91

(n2 B 1)S%n2

Dann sind die Stichprobenvarianzen S}, und S3,  unabhingige Zufallsvariablen und wegen Theo-

2
~ Xn2—1 -

Hieraus und aus der Definition der F-Verteilung, die in Abschnitt 3.1.3 eingefiihrt wurde, ergibt sich

/ 2 S Fnzfl,n171,17%> = ]- -
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bzw.

52 o2 S?
1ny 1 1n, —
Pa(SQ Fry—1ni-1,8 £ 5 < 32 an—l,nl—l,l—%) =1l-a,
212 03 212
N . N .

g 7

wobei Fy,_1,n,-1,y das y-Quantil der F-Verteilung mit (ny — 1,11 — 1) Freiheitsgraden bezeichnet, vgl.
Tabellen 4a—4f.

e Die auf diese Weise bestimmten Stichprobenfunktionen §(Xy,...,X,,) und (Xy,...,X,) ergeben ein
Konfidenzinterval fiir 67 /02 zum Niveau v =1 — a.

3.3.3 Verbundene Stichproben

e Die in Abschnitt 3.3.2 gemachte Modellannahme, dass (X11,...,X1s,) und (Xo1,...,Xapn,) unabhingige
Zufallsstichproben sind, ist manchmal unrealistisch.

e Betrachten beispielsweise die folgende Tabelle der Korpergrofien z11, ..., 2112 einer (konkreten) Stichprobe
von 12 Miittern und der Koérpergrofen o1, ..., 2212 ihrer dltesten Tochter.

zy; | 1.65 163 1.67 164 168 162 1.70 166 1.68 1.67 1.69 1.71
T2; | 1.68 1.66 168 165 1.69 1.66 168 165 1.71 1.67 1.68 1.70

e Aus dieser Tabelle ist ersichtlich (und dies stimmt mit unserer Intuition iiberein), dass vermutlich ein
Zusammenhang zwischen den Korpergrofen z11,...,2112 der Miitter und den Korpergrofen xa1, ..., Z212
ihrer dltesten Tochter besteht.

e In diesem Fall ist es nicht sinnvoll anzunehmen, dass (z11,...,%112) und (x21,...,%212) die Realisierungen
von zwei unabhingigen Zufallsstichproben (Xi1,...,X112) bzw. (Xo1,...,X212) sind.

Dies fiihrt zum Begriff verbundener Stichproben, der in dem folgenden Beispiel erldutert wird, in dem wir ein
Konfidenzintervall fiir die Differenz der Erwartungswerte von verbundenen Stichproben herleiten.

e Betrachten die Zufallsvektoren Xi,..., X, mit X; = (X1;, X9;), wobei X1,...,X, (so wie bisher stets
angenommen) unabhingig und identisch verteilt seien.

e Die (einzelnen) Zufallstichproben (Xi1,...,X1,) und (Xa1,. .., X2,) miissen jedoch jetzt nicht unabhingig
sein, weshalb man von verbundenen Stichproben spricht.

e Wir nehmen an, dass E Xy; = p1 und E Xo; = o fiir (unbekannte) pi, us € R

e Auflerdem seien die Differenzen Y7, ..., Y, mit ¥; = X;; — Xo; unabhéngige und identisch (normal-) verteilte
Zufallsvariablen mit Y; ~ N(u1 — p2,02) fiir ein (unbekanntes) o2 > 0, d.h., 8§ = (u; — 2, 0?).

e Die gleichen Uberlegungen wie in Abschnitt 3.2.1 ergeben nun, dass fiir jedes a € (0, 1)

(Y — (11 —
Py (_tn—l,l—a/2 < Vi Sy(,lh H2)) < tn—l,l—a/Z) =l-a (28)
bzw. <
Py (Yn tn—1,1—a/2 Jn Spr—pe < Yo+ tn-1,1—a/2 \;fﬁl) =1-a,
— n n —
wobei Y, =1 3 ¥Y;und 8§32, = L5 > (V; - V,)?
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o Also ist mit

— S — — S
0(X1,.. ., Xn) =Yn—tn 11 a2 \2—? bzw.  0(X1,...,Xpn) =Yn+tn 11 a2 \2—7 (29)
ein (symmetrisches) Konfidenzintervall (8(Xi,...,Xn),0(X1,...,X,)) fir g1 — p2 zum Niveau 7y =1 — «
gegeben.
Beachte

Fiir die oben betrachtete (konkrete) Stichprobe (z1,...,x12) der Kérpergrofen von 12 Miittern und
ihrer &ltesten Tochter gilt

Yo = —0.0092, 2., =0.00039 bzw. s,1>=0.0197.

Fiir v = 0.95 entnehmen wir das Quantil ¢11,9.975 = 2.201 aus Tabelle 3

und erhalten

— Sy,12 0.0197
9(xy,-.., = —t 22— _0.0092 —2.201 ———— = —0.022
0(x1 T12) = Uio 11,0.975 \/ﬁ \/ﬁ
il — Sy,12 0.0197
0(xy,-.., = +t11. 0975 —22= = —0.0092 + 2.201 = (0.0033
(z1 T12) = Uio 11,0.975 \/ﬁ \/ﬁ

Somit ergibt sich das (konkrete) Konfidenzintervall (—0.022, 0.0033) fir u; — uo.

3.4 Asymptotische Konfidenzintervalle

Wir zeigen nun, wie man mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes (vgl. Theorem WR-5.16) und des starken Ge-
setzes der grofen Zahlen (vgl. Theorem WR—5.15) asymptotische Konfidenzintervalle auf einfache Weise herleiten
kann.

3.4.1 Ein-Stichproben-Probleme

Wir kehren zunichst zur Betrachtung von Ein-Stichproben-Problemen zuriick. D.h., wir nehmen an, dass ein
Datensatz (x1, ..., z,) beobachtet wird, den wir als Realisierung einer Zufallsstichprobe (X4, ..., X,) auffassen.

Theorem 3.2 Der Erwartungswert p der Stichprobenvariablen X, ..., X, sei eine Komponente des Parameters
0 €0, und a € (0,1) sei eine beliebige, jedoch vorgegebene Zahl. Dann ist durch (Q(Xl, vy X0),0(Xy, ... ,Xn))

mit
_ zlfa/QSn zlfa/2Sn

vno vn
ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir pu zum Niveau vy = 1—a gegeben, wobei X, bzw. S, das Stichprobenmittel
bzw. die Wurzel der Stichprobenvarianz sind.

0(X1, ..., Xp) = X A(X1,..., X)) = X +

Beweis Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Formel (1.20), denn

<X,—p<

zl_a/gsn)

_zl—a/ZSn Zl—a/QSn)
Jn

vn vn
= 1—-a. 0

s .S _
lim Pg(Xn—m<u<Xn+

n—00 \/ﬁ lim By (

n—oo
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Fiir spezielle Beispiele von Familien parametrischer Verteilungen kann man asymptotische Konfidenzintervalle
fiir den Erwartungswert y der Stichprobenvariablen (X7, ..., X,,) konstruieren, ohne die Stichprobenstreuung S2
betrachten zu miissen.
1.

Konfidenzintervall fir den Erwartungswert A bei Poisson-Verteilung
[ ]

Wir nehmen an, dass X; ~ Poi()) fiir ein (unbekanntes) A > 0.

Weil dann E X; = A und Var X; = )\ gilt, ergibt sich aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir Summen
von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (vgl. Theorem WR—5.16), dass fiir jedes
a € (0,1)

X, - A
lim Py (=210 < V1
n—oo

/ < zlfa/Z) =l-oa. (30)
e Durch Quadrierung der Ungleichungen in (30) und anschliefende Auflésung nach A ergibt sich, dass
(30) dquivalent ist mit

_ 22 X222
lim Py | [A— (%o + 2522 <\/ Mizefr [ Oal ) _q-q,
n—oo 2n n 4”2
e Also ist mit

_ 22 X, 22 o
Q(Xh'"aXn):Xn‘{'l—a/Q _\/ 1 a/2+ 1—a/2

2n n 4n2
2 % .2
= | Fl-a/2 XnZi_ a2 l_aye
Xi,...,.X,) =X
0(X1,...,Xn) nt +\/ - T
ein asymptotisches Konfidenzintervall (8(X1,...,X,),0(X1,.
gegeben.

Fiir die Lange dieses Konfidenzintervalls gilt

9(X1,.

X)) —0(Xn, .., XR)

X, 22 24
2\/ 17a/2 + 17a/2
n

Tk (31)

Beachte

e Ein weiteres asymptotisches Konfidenzintervall fiir \ ergibt sich, wenn die Gréke v/A im Nenner von
(30) ersetzt wird durch v/ X ,.
e Aus dem starken Gesetz der groften Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15) ergibt sich namlich, dass

Xn 2250,

e Mit Hilfe des Satzes von Slutsky fiir die Multiplikation (vgl. Theorem WR-5.11) ergibt sich hieraus
und aus (30) die Giiltigkeit von

: Xp—A
lim Py (_zl—a/2 <+vn \;7_ < zl—a/2) =l-a (32)
n
fiir jedes a € (0,1).
e Also ist mit
— Zi_q — — Zl_g —
0(X1,..., Xn) = Xn — 1\/5/2 VXny  0(X1,...,Xn) =Xp+ 1\/5/2 vV Xn (33)
ein weiteres asymptotisches Konfidenzintervall (Q(Xl, e, X0),0
1 — a gegeben.

(X1,...,Xp)) fiir A\ zum Niveau y =
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e Dabei ist allerdings zu beachten, dass die Zufallsvariable 8(X1,...,X,) in (33) auch negative Werte
annehmen kann, obwohl bei der Poisson-Verteilung vorausgesetzt wird, dass A > 0.

e Deshalb kann man anstelle von (33) die Zufallsvariablen
— A —a — — — A —a A
0(X1, ..., Xn) :max{O,Xn — lﬁ” \/Xn}, 9(X1,..., Xn) = Xp + lﬁ” o i
als Endpunkte des Konfidenzintervalls (6(X1, ..., X,),0(Xi,...,X,)) fir X betrachten.

e Die Linge dieses Konfidenzintervalls ist stets kleiner als die in (31) gegebene Linge des Intervalls, das
aus dem Ansatz (30) resultiert.

e Der Grund hierfiir ist, dass ,untypische” Stichprobenwerte, die groffe Abweichungen vom Erwartungs-
wert A aufweisen, besser durch das Stichprobenmittel X, im Nenner von (32) als durch den Erwar-
tungswert A im Nenner von (30) kompensiert werden.

2.  Konfidenzintervall fir die ,Erfolgswahrscheinlichkeit” p bei Bernoulli- Verteilung

e Wir nehmen an, dass X; ~ Bin(1, p) fiir ein (unbekanntes) p € (0,1).

e Weil dann EX; = p und VarX; = p(1 — p) gilt, ergibt sich aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir
Summen von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (vgl. Theorem WR-5.16), dass
fiir jedes . € (0,1)

. Yn —D _
nh_{go P, (—21701/2 <+vn m < zlfa/Q) =1l-a. (34)

e Durch Quadrierung der Ungleichungen in (34) und anschliefende Auflésung nach p ergibt sich, dass
(34) aquivalent ist mit

lim P,(0(X1,...,Xn) <p<0(Xi,....,Xn)) =1-a,

n—0o0
wobei
2
1 + |, Pl-a/ + - Fl-a/2
0(X X, = . X —Zi_ X,(1-X
( 1, ) n) n+zf_a/2 nAn+ 21 a/Z\/n n( n)+ 4
bzw.
0(Xy,..., X ! X “i-af2 X,.(1-X Ao
(X1,.--, n)_m nXn+ 2 + 21 g2\ n(l— n)+T

o Auf diese Weise ergibt sich ein asymptotisches Konfidenzintervall (8(X1, ..., X»),0(X1,...,X,)) fir
p zum Niveau vy =1 — a.

Beachte

e Ahnlich wie in dem vorhergehenden Beispiel erhilt man ein einfacheres asymptotisches Konfidenz-
intervall fiir p, wenn man beriicksichtigt, dass wegen des starken Gesetzes der grofien Zahlen (vgl.
Theorem WR-5.15)

X 25 p.

e Hieraus und aus (34) ergibt sich nun mit Hilfe des Satzes von Slutsky fiir die Multiplikation (vgl.
Theorem WR-5.11), dass

< _
lim P,,(—zl_a/2 <y ——2_F

< zl_a/z) -1-a. (35)
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o Also ist mit

_ Z1—a — —
0(X1,..., Xp) = X — 1ﬁ/2 Xn(1-X0)
bzw. z
0(X1,..., Xp) = Xn + 1\*/%/2 X,(1-X,)
ein weiteres asymptotisches Konfidenzintervall (8(X,...,Xn),0(X1,...,X,)) fir p zum Niveau vy =
1 — a gegeben.

e Dabei ist jedoch zu beachten, dass die Zufallsvariable (X1, . .., X,,) negative Werte und (X1, ..., X},)
Werte grofier als 1 annehmen kann, obwohl bei der Bernoulli-Verteilung vorausgesetzt wird, dass 0 <
p<1l.

e Deshalb betrachtet man die modifizierten Schitzer

Rl—a/2 [=F

NG

0(X1,...,Xn) :max{o,fn—

bzw.

B(X1,..., X,) =min{1, X, + "’1\‘/‘%/2 Xo(1- X0}

als Endpunkte des Konfidenzintervalls (8(Xy, ..., X,),0(X1,...,X,)) fiir p.

3.4.2 Zwei-Stichproben-Probleme

Wir betrachten nun noch zwei Beispiele fiir asymptotische Konfidenzintervalle bei Zwei-Stichproben-Problemen.

e Seien n1,n9 € N zwei beliebige, jedoch vorgegebene natiirliche Zahlen.

e So wie in Abschnitt 3.3.2 fassen wir die (konkreten) Stichproben (z11,...,%1n,) und (x21,...,%2n,) als
Realisierungen von zwei unabhingigen (d.h. nicht verbundenen) Zufallsstichproben (Xi1,...,X1pn,) bzw.
(le, [N 3X2n2) auf.

1. Konfidenzintervall fir die Differenz zweier Erwartungswerte (bei Poisson-Verteilung)

e Wir nehmen an, dass X1; ~ Poi(\) und Xs; ~ Poi()s) fiir (unbekannte) Ay, A2 > 0.

e Um ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir die Differenz A\; — A2 herzuleiten, wenden wir den zen-
tralen Grenzwertsatz von Ljapunow fiir Summen von unabhéngigen (jedoch nichtnotwendig identisch
verteilten) Zufallsvariablen an; vgl. Theorem WR—5.23.

o Zur Erinnerung: Fiir jedes n € N sei Y,1,...,Y,, eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen, so
dass fiir jedes k € {1,...,n}

n
EYye =0, 0<op,=Var¥py<oo, Y op=1 (36)
k=1
und fiir ein § > 0 .
. 2446) _
T};H;O;IE(lYnkl ) =0. (37)

e In Theorem WR-5.23 hatten wir gezeigt, dass dann fiir jedes z € R

nll}n;o P()\l’)\z)(ynl +... 4+ Y5, <2)=9(x), (38)

wobei ® : R — [0, 1] die Verteilungsfunktion der N(0, 1)-Verteilung ist.
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e Hieraus ergibt sich nun der folgende Hilfssatz.

Lemma 3.1 Falls nqy,ns — oo, dann gilt

Xin, — Xon, — (A1 — A
i = Xom =M = h) d g gy, (39)
A1 Ao
- + i
ny no
wobei
_ e
Xini_z ”7 7':]-72
=1
Beweis
e Mit der Schreibweise n = n; + ny und
Xig—2A
Vop= — 2L Wk=1,....,m
A Ag
ni — + —
ni N9
bzw. x A
Ynk:_M Vk=n1+1,---,n1+n2
A1 Ao
N9 — —
ni D)

gilt offenbar fiir jedes k € {1,...,n}
EYy =0, 0<oj,=VarYpy <oo, Y op=1,

d.h., die Bedingung (36) ist erfiillt.
e Aufierdem gilt fiir jedes § > 0 und fiir ny,ns — 00

lim ilE ([Yor[*™®) = lim E (|X1 — M) E (| X21 — Xo|*™)
n—oo pt nk - n1,nN2—00 n1+6 (ﬁ n &)(24—5)/2 n1+(5 (ﬁ N ﬁ) (2+5)/2
! n1 n2 2 n1 N9
— lim ( E (|X11 - )‘1|2+6) E (|X21 — )\2|2+6)
muna=oo\ 62 () niAg) 11+9/2 5/2 (M2A1 \ 1+4/2
ny (1+—n2) Ty (n1 +2)
o m [E0Xu-NPF) 0 CE (X - deH)
—  ni,nz—o0 nf/2A1+5/2 ng/2)\é+6/2
= 0.
e Damit ist auch die Giiltigkeit der Bedingung (37) gezeigt, und die Behauptung (39) ergibt sich somit
aus (38). O
Beachte

e Nun konnen wir genauso wie bei den beiden Beispielen vorgehen, die in Abschnitt 3.4.1 betrachtet
worden sind.
e Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen (vgl. Theorem WR—5.15) ergibt sich némlich, dass fiir
niy,ne — o0
Xin, 22X,  i=1,2.
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e Mit Hilfe des Satzes von Slutsky fiir die Multiplikation (vgl. Theorem WR-5.11) ergibt sich hieraus
und aus Lemma 3.1, dass fiir jedes a € (0,1)

i i = Xon, — (A = A
dim Py (< < T T <) 1a (40)
| Xl"l X2n2
ni N2
e Deshalb ist mit

Q(Xla JXn) = X1n1 — X2n2 — zl—a/g 1ng 4 2no

ni N9
bzw.

_ < <

o(X1, ; Xn) = Xin, — Xop, + Rl1—a/2 Ll + 202
n N2

ein asymptotisches Konfidenzintervall (Q(Xl, ey X0),0(X4, ... ,Xn)) fiir Ay — A2 zum Niveauy = 1—a
gegeben.

2. Konfidenzintervall fir den Quotienten von Erwartungswerten (bei Poisson-Verteilung)

e So wie in dem vorhergehenden Beispiel nehmen wir an, dass X;; ~ Poi(A\1) und Xa; ~ Poi()\2) fiir
(unbekannte) A1, A2 > 0 gilt, wobei jedoch der Quotient p = ny/ny der beiden Stichprobenumfinge
n1,n2 € N nun eine Konstante sei.

e Wir betrachten den Quotienten

Ao N2z
- __mede ) 11
P PA1L + A2 ( niA + nz)\2> (41)

wobei naAy der Erwartungswert der Summe Xs1 + ... + Xo,, der Stichprobenvariablen in der zwei-
ten (Teil-) Stichprobe und niA; + naAe der Erwartungswert der Summe der insgesamt beobachteten
Stichprobenvariablen ist.

e Um ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir p herzuleiten, wenden wir den zentralen Grenzwertsatz
fiir Summen mit einer zufdlligen Anzahl von (unabhéngigen und identisch verteilten) Summanden an;
vgl. Beispiel 3 in Abschnitt WR-5.3.2.

e Zur Erinnerung: Seien Y7,Y5, ... unabhiingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E (Y2) < oo
und ¢2 = VarY,, > 0.
e Sei N1, Ns,... eine Folge von nichtnegativen und ganzzahligen Zufallvariablen, so dass Ny < N2 < ...
und N,, — oo mit Wahrscheinlichkeit 1.
e Aufierdem gebe es Konstanten aj,az,... > 0 und ¢ > 0 mit a; < as < ... und a, — oo gibt, so dass
fir n — oo N
“n Py, (42)
an

e In Beispiel 3 des Abschnittes WR—5.3.2 hatten wir gezeigt, dass dann fiir n — oo
SN.,
VvV Nn
wobei S], =Y/ +...+Y, und Y/ = (¥; - EY})/o.
e Hieraus ergibt sich der folgende Hilfssatz.

4 v ~N(0,1), (43)
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Lemma 3.2 Fir die Stichprobenumfinge ny,ns gelte ny,na — 00, so dass der Quotient p = nq/ns € (0,00)
eine Konstante ist, die nicht von ni,ns abhingt. Fir die Partialsummen Si,, = X + ...+ X;pn,, wobei

1=1,2, gilt dann
San d
\V/ Sln1 + S2n2 (Sln1 T San _p) »Y ~ N(Oap(l _p)): (44)

wobei p in (41) gegeben ist.
Beweis

e Aus dem starken Gesetz der groflen Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15) ergibt sich, dass

Sin: + Sons . S1na Sons
nl)\l + nz)\z B nl)\l + ’I’Lz)\z ’I’Ll)\l + nz)\z
_ 7lnl 72712
A+p A pA+ A
f.s. )\1 )\2
- A+ p 1A * PAL + A2
o p)\l )\2 1

pA+ A2 pAr+ Ao -

e Fiir Ny, = Sin, + San, ist somit die Bedingung (42) erfiillt.
e Fiir beliebige n € Nund k£ € {0,1,...,n} gilt auferdem

Py re)(S2ng =k, Stny + San, =n)
P(/\1,>\2) (Sln1 + San = n)
P ae) (S2ne =k, Siny =n — k)
Piri0) (Stny + San, =n)
k! (n —k)!
e—(nihi+nado) M
n.

P()q,)\z) (Sgn2 =k | S1n1 + S2n2 = n) =

_ n! ( N2 A2 )’“( 1Ay )"*’“
o k‘(n — k)‘ 1AL + Nala N1A1L + Na o
ny g n—k
= 1—
(F)rta=nr,

e Die bedingte Verteilung von Sa,, unter der Bedingung {S1p, +S2n, = n} ist also die Binomialverteilung
Bin(n,p).

wobei p in (41) gegeben ist.

e Hieraus folgt, dass

Son, — PN Sn
Pul,m(ﬁ < | Sin, + Sony =) = p(% <z), Vrek,

falls Y; ~ Bin(1,p) bzw. Y/ = (Y; —p)/+/p(1 — p).

e Durch beidseitiges Multiplizieren dieser Gleichung mit Py, y,)(Nn, = n) und anschlieRendes Summie-
ren iiber n ergibt sich aus der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit, dass

!

Sany _p(Slnl + S2n2) d SNn2

\/p(l - p) (Sln1 + S2n2) an

wobei die Zufallsvariablen Y7, Y5, ... unabhingig von N,, = Si,, + Sa2y, sind.

’
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e Aus (43) ergibt sich nun, dass fiir ny,ny — oo

S2n2 - p(Sln1 + S2n2) i> YN N(O, 1)
\/p(]- - p)(Slnl + San)
e Hieraus ergibt sich die Behauptung (44). O

Beachte

e Genauso wie im Beweis von Lemma 3.2 ergibt sich, dass flir ny,ns — 00

n2X2n2 f.s.

n171
o = — —p.
N1 X1n, +12X2n,

N1 X1, +n2X2n,

i)]-_pa

e Mit Hilfe des Satzes von Slutsky fiir die Multiplikation (vgl. Theorem WR—5.11) ergibt sich somit aus
Lemma 3.2, dass fiir jedes a € (0,1)

naXon,
M X1n, +n2Xop,

\/n171n1 + n272n2 ( - p)

lim P a,) (—21—a/2 < < 21_a/2) =1l-a.

n1,N2—00

n1X1n1 n2X2n2
M Xin, +12Xop, 1M1 X1n, +n2Xop,

o Also ist mit

0(X1,..., Xn) = — n272n2_ —Z1-a/2 nl_yhbl i n2§2n2 37
N1 X1n, +n2Xon, (M1 X 1n, +n2X2n,)

a n2y2n nlyln ° n2y2n
0(X17"'7Xn) = ~ = +z17a/2 ~ : = 3
N1 X1n, +n2Xo2n, (X 1n, +12X2n,)

ein asymptotisches Konfidenzintervall (Q(Xl, ey X0),0(X, .. .,Xn)) fiir p zum Niveau v = 1 — «
gegeben.

e Weil 0 < p < 1 vorausgesetzt wird, ist auch (¢'(Xi,... , Xn),0 (X1,.. ., Xp)) mit
0'(X1,...,X,) =max{0,8(X1,...,Xn)}  baw. 8(X1,...,Xn) =min{1,0(X1,...,Xn)}

ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir p zum Niveau vy =1 — a.



4 TESTS STATISTISCHER HYPOTHESEN 108

4 Tests statistischer Hypothesen

4.1 Problemstellung und Modellbeschreibung
Genauso wie in Kapitel 1-3 nehmen wir auch in diesem Kapitel an, dass

e die Stichprobenvariablen X;, X5, ... unabhingig und identisch verteilt sind und dass

e der Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), {iber dem die Stichprobenvariablen X7, X, ... definiert sind, der
kanonische Wahrscheinlichkeitsraum dieser Zufallsvariablen ist.

e Dabei priifen wir nun Hypothesen (d.h. Vermutungen) iiber die Beschaffenheit der unbekannten Verteilung
bzw. der Verteilungsfunktion der Stichprobenvariablen Xj, ..., X,,.

In dieser einfithrenden Vorlesung untersuchen wir vor allem

e parametrische Tests, bei denen vorausgesetzt wird, dass die Verteilung der Stichprobenvariablen X7, ..., X,
zu einer vorgegebenen parametrischen Familie von Verteilungen {Py, 0 € ©} gehort; © C R™ mit m < 0.

Dariiber hinaus gibt es aber auch

e nichtparametrische Tests, bei denen nicht vorausgesetzt wird, dass die Verteilung der Stichprobenvaria-
blen Xi,...,X, zu einer vorgegebenen parametrischen Familie von Verteilungen gehért, vgl. die Vorlesung
Statistik IT”.
kb,

Beachte

e Wir betrachten zunéchst lediglich sogenannte nichtrandomisierte Tests.

e Die Entscheidung, ob eine Hypothese verworfen wird (bzw. ob sie nicht verworfen wird), hangt dabei
nur von den beobachten Daten 1, ..., z, ab, d.h. von der beobachteten Realisierung (x1,...,z,) der
Zufallsstichprobe (Xi,...,X,).

e Die Entscheidungsregel wird so konstruiert, dass die Wahrscheinlichkeiten von Fehlentscheidungen
mdoglichst klein sind (bzw. vorgegebene Schwellenwerte nicht iiberschreiten).

e Dabei kann man &hnlich wie bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen zu einem (vorgegebenen)
Konfidenzniveau v = 1 — a vorgehen, die in Abschnitt 3 diskutiert worden sind,

e denn bei einem Konfidenzintervall (Q(Xl, ey X0),0(X4, ... ,Xn)) fiir einen unbekannten Parameter-
wert g(¢) kann man « als die ,Fehlerwahrscheinlichkeit” interpretieren, dass der Wert g(6) nicht von
dem Konfidenzintervall (8(X1,...,Xy),0(X1,...,X,)) iiberdeckt wird, d.h., dass g(6) nicht innerhalb

der Schranken §(X1,...,X,) bzw. 8(X1,..., X,,) liegt.

4.1.1 Null-Hypothese und Alternativ-Hypothese; kritischer Bereich

Sei A die Familie der insgesamt in Betracht gezogenen (d.h. potentiell moglichen bzw. zulédssigen) Verteilungs-
funktionen F' der Stichprobenvariablen X;,..., X,,.

e Zerlegen A in zwei (nichtleere) Teilmengen Ag und A;, d.h.
A=A0UA17 wobei AoﬂAlz(Z)
¢ Betrachten die Hypothesen
Hy:F el bzw. HliFEAl,

dass die unbekannte Verteilungsfunktion F' der Stichprobenvariablen X7, ..., X, zu der Teilmenge Ag C A
bzw. A; C A innerhalb der Familie A der insgesamt in Betracht gezogenen Verteilungsfunktionen gehort.
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Dabei ist die folgende Sprechweise iiblich:

e Die Hypothese Hy : F' € Ay heifst Nullhypothese, wihrend H; : F' € Ay Alternativhypothese genannt wird.

e Die Nullhypothese Hy bzw. die Alternativhypothese H; heiflen einfach, falls die Teilmenge Ag bzw. A; nur
aus einem Element besteht. Ansonsten sagt man, dass Hg bzw. H; zusammengesetzte Hypothesen sind.

Um zwischen der Nullhypothese Hy und der Alternativhypothese H; abwigen zu kdnnen, wird ein Test, d.h. eine
Entscheidungsregel nach dem folgenden Prinzip konstruiert:

e Der Stichprobenraum R™ wird in zwei Borel-Mengen K und K¢ = R" \ K zerlegt.

e Dabei heiflt K C R™ der kritische Bereich (d.h. der Ablehnungsbereich der Nullhypothese Hy).

e Die Nullhypothese Hy wird verworfen (d.h. abgelehnt), falls (xy,...,z,) € K.

e Ansonsten, d.h., falls (z1,...,z,) ¢ K, wird Hp nicht verworfen.

Mit anderen Worten:
e Betrachten die Stichprobenfunktion ¢ : R* — {0,1} mit

1, falls (z1,...,z,) € K,
Po1,. s Tn) = b (1)
0, falls (z1,...,2,) € K.

e Die Nullhypothese Hy wird also verworfen, falls ¢(z1,...,z,) = 1.

e Ansonsten, d.h., falls p(z1,...,2,) =0, wird Hg nicht verworfen.

Dies fiihrt zu der folgenden
Definition Sei @ € (0,1) eine beliebige, jedoch vorgegebene Zahl. Man sagt, dass die in (1) eingefiihrte
Stichprobenfunktion ¢ : R* — {0,1} ein
e (nichtrandomisierter) Test zum Niveau « ist, falls
PF(QO(XI;"'JXTL):]-)SOU VFEAOa (2)

wobei Pr das kanonische Wahrscheinlichkeitsmaf, d.h. die (gemeinsame) Verteilung der Zufallsstich-
probe (Xi,...,X,) bezeichnet, die als Produkt-Maf aus der Verteilungsfunktion F' der (einzelnen)
Stichprobenvariablen X7, ..., X,, gebildet wird.

e Falls aufierdem noch
PF(QO(Xl,...,Xn):].)ZOé, VFeA, (3)

dann heifst ¢ : R* — {0, 1} ein unverfilschter Test zum Niveau a.

4.1.2 Fehlerwahrscheinlichkeiten

Beim Testen von Hypothesen kénnen zwei Arten von Fehlern auftreten:

e Die Nullhypothese kann abgelehnt werden, obwohl sie ,richtig” ist, und es ist moglich, dass

e die Nullhypothese nicht abgelehnt wird, obwohl sie ,falsch” ist.
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Dies fiihrt zu den folgenden Begriffsbildungen.

Definition

o Fiir jedes F' € A heifit
an(F) = Pr(p(Xy, ..., Xn) = 1) (: Pr((Xy1,...,Xn) € K))

die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler erster Art, und
e fiir jedes F' € A; heifst

Bu(F) = Pr(p(X1, ..., Xn) = 0) (= Pr((X1,...,X,) & K))

die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler zweiter Art.
Beachte

e Die Wahrscheinlichkeit o, (F) fiir Fehler erster Art, ist die Wahrscheinlichkeit, dass Daten z1,...,z,
beobachtet werden, die zur Ablehnung der Nullhypothese Hy : F' € Ay fithren, obwohl die Daten
x1,. .., %, gemih der Verteilungsfunktion F' € Aq (beispielsweise mittels Computer-Simulation) erzeugt
wurden.

e Analog hierzu ist §8,(F) die Wahrscheinlichkeit, dass Daten 1, ..., 2, beobachtet werden, die nicht
zur Ablehnung der Nullhypothese Hg : F' € A fithren, obwohl die Daten z1, ..., z, gemaf der Vertei-
lungsfunktion F' € A; generiert worden sind.

Von besonderem Interesse sind Tests, deren

e Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler erster Art eine vorgegebene ,Irrtumswahrscheinlichkeit” a nicht {iber-
schreiten und fiir die gleichzeitig

o die Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler zweiter Art moglichst klein sind.

4.1.3 Parametrische Tests

Falls die Familie A der insgesamt in Betracht gezogenen Verteilungen der Stichprobenvariablen X, ..., X, eine
parametrische Familie A = {Py, 8 € ©} von Verteilungen ist, dann zerlegen wir A auf die folgende Weise in zwei
Teilmengen Ay und Aj:

e Betrachten eine Zerlegung
0=00U0B, ONO; =0

des Parameterraumes © in zwei (nichtleere) disjunkte Teilmengen ©g, ©1, so dass
AOZ{PG,QE(")(]} bzw. Alz{Pg,OEG)l},
e wobei die Hypothesen Hy und H; dann wie folgt formuliert werden:

H0:0€®0 bzw. H1:0€®1.

Beispiel Sei A = {N(g,0?), p € R} die Familie der (eindimensionalen) Normalverteilungen mit einer vorge-
gebenen (bekannten) Varianz o?. Dann ist Hy : u = 0 eine einfache Hypothese, wihrend H; : pu # 0 eine
zusammengesetzte Hypothese ist.

Fiir parametrische Verteilungsfamilien konnen die Begriffe, die bisher in Abschnitt 4 eingefiihrt worden sind, wie
folgt spezifiziert bzw. durch weitere Begriffe erginzt werden.



4 TESTS STATISTISCHER HYPOTHESEN 111

Definition

Beachte

Im Fall einer parametrischen Familie A = {Py, # € ©} von Verteilungen heifit die in (1) eingefiihrte
Stichprobenfunktion ¢ : R® — {0, 1} ein Parametertest zum Niveau «, falls

Po(¢(X1,..., Xn) =1) <o, V€ Oy, (4)
Falls aufferdem noch

Py(p(X1,...,Xp)=1)>a, VOEO,, (5)
dann heifit ¢ : R* — {0, 1} ein unverfdlschter Test zum Niveau c.
Die Abbildung ay, : © — [0,1] mit ay () = Py(p(X1,...,Xy) = 1) heikt Gitefunktion des Tests .

Die Einschrénkung o, : ©; — [0, 1] dieser Abbildung auf die Teilmenge ©; des Parameterraumes heifst
die Macht (power) von . Fiir jedes 6 € ©1 heiflt a,,(6) die Macht von ¢ bei 6.

Der Test ¢ zum Niveau « heifst konsistent, falls lim a,(0) =1 fiir jedes 0 € O, gilt.
n oo

Seien ¢ : R* — {0,1} und ¢' : R — {0,1} zwei Parametertests zum Niveau «. Falls die Macht von ¢’
grofer ist als die Macht von ¢, d.h.

Po(p(X1,.. ., Xp) = 1) < Py(¢' (X1y..., Xp) = 1), VOe€O, 6)

dann sagt man, dass der Test ' besser als der Test ¢ ist.

. Bei der praktischen Konstruktion des kritischen Bereiches K eines Parametertests zum Niveau a kann

oft wie folgt vorgegangen werden:

e Bestimme eine Stichprobenfunktion T : R* — R (genannt Testgrife), so dass
die Zufallsvariable T'(X}, ..., X,,) fiir 8 € Oq eine bekannte (Priif-) Verteilung hat, und
bestimme einen Schwellenwert ¢ > 0, so dass P9(|T(X1, e Xn)| > c) < a fiir 6 € O gilt.

Dann ist mit K = {(21,...,25) : |T(21,...,2,)| > ¢} der kritische Bereich eines Parametertests
zum Niveau a gegeben.

. Um einen Test zum Niveau a mit einer mdglichst groflen Macht zu erhalten, ist es jedoch manchmal

zweckmiafiger,

o zwei Schwellenwerte ¢1, ¢y € RU {£00} mit ¢; < ¢2 zu betrachten, so dass fiir § € ©g
Py(er <T(Xy,...,Xn) <) >1-a.

e Dann ist mit K = R* \ {(z1,...,2,) : a1 < T(z1,...,2n) < c2} der kritische Bereich eines
(asymmetrischen) Parametertests zum Niveau a gegeben.

In den folgenden Abschnitten wird dieses Konstruktionsprinzip anhand einer Reihe von Beispielen ndher diskutiert.

4.2 Parametertests bei Normalverteilung

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dass die Stichprobenvariablen X3, ..., X,, normalverteilt sind, d.h., es gelte
A C {N(p,0?), p € R,6% > 0}. Wir betrachten also die Familie der (eindimensionalen) Normalverteilungen bzw.
Teilmengen hiervon.
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4.2.1 Test des Erwartungswertes

Wir konstruieren zunichst Tests fiir den Erwartungswert p. Dabei gibt es Ahnlichkeiten zur Konstruktion der
Konfidenzintervalle fiir u, die in Abschnitt 3.2.1 diskutiert worden sind.

Test des Erwartungswertes u (bei bekannter Varianz o?)

Wir nehmen an, dass X; ~ N(u,0?) fiir ein (unbekanntes) p € R und ein (bekanntes) o2 > 0.

Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert pg € R soll die Hypothese Hy : p = po (gegen
die Alternative Hy : p # po) getestet werden, d.h. © = {p: p € R} mit

©o ={mo} bzw.  O1={p: p€R p# po}
Wir betrachten die Testgrofie T : R* — R mit

T(wl,._.,wn):ﬁ@ (7)

und den Schwellenwert ¢ = z,_4 /2, d.h. das (1 — @/2)-Quantil der Standardnormalverteilung.
Weil T(X1,...,Xn) ~ N(0,1), gilt dann Py, (|T(X1,..., Xn)| > 21_q/2) = .
Die Hypothese Hy : pn = po wird abgelehnt, falls [T'(zy,...,T5)| > 21_q/2-

Fiir a = 0.05 und ¢ = 0.10 wollen wir nun priifen, ob

Beachte
1.

die Hypothese Hy : p = 42.0 mit der bereits in Abschnitt 3.2.1 betrachteten (konkreten) Stichprobe
(@1, ..,710) = (41.60, 41.48, 42.34, 41.95, 41.86, 42.18, 41.72, 42.26, 41.81, 42.04)

vereinbar ist.

In diesem Fall gilt T19 = 41.924, und aus (7) ergibt sich somit

T, m0)| = VIO EI%M

41.924 — 42.0
VI |

0.10
= 240> zp.975 = 1.96,

wobei das Quantil zg.975 = 1.96 aus Tabelle 1 entnommen wurde.

Die Hypothese Hy : p = 42.0 wird also verworfen.

Wir betrachten die Giitefunktion a, : R — [0, 1] dieses Tests.
o Fiir beliebige n € N und p € R gilt

an(p) = (|T(X1, X > 21 ap2)
= (‘\/_ SnH \/—No—,u‘>z1 a/2)
= 1—P( 21— a/2+\/—ﬂ0 <\/_ <Z1 a/2+\/—uoa—u)

= 1_¢(z1,a/2+—”¢ﬁ)+<1>(_z1,a/2+ BB )
ag g
= @(—Zl_a/z—uo_u \/’E)—}—@(—Zl_a/g—'—uo_p/\/ﬁ)
ag g
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e Hieraus ergibt sich, dass die Ableitung otV (p) fiir jedes p > po positiv ist und dass ey, (uo — z) =

an (o + z) fiir jedes z € R.
o Somit gilt a,(u) > «a fiir beliebige n € N und g € R, und lim, ;o @, () = 1 fiir jedes g # po.
e Der Test ist also unverfilscht und konsistent.

2. Falls die Hypothese Hy : 1 = po gegen die (einseitige) Alternative Hy : p > po getestet werden soll,
dh. @ ={u: peR p > po} mit

00 = {wo} bzw. Or={p: peRu>u},

dann koénnte man zwar so wie bisher vorgehen und fiir die in (7) definierte Testgrofie T'

e den kritischen Bereich K = {(z1,...,2n) : [T(21,...,%n)| > 21-q/2} betrachten.
e Ein besserer Test ergibt sich jedoch, wenn der folgende (einseitige) kritische Bereich

K' ={(z1,...,2n) : T(T1,.-.,2n) > 21—a}

betrachtet wird, denn es gilt

an(p) <ap(p),  Yp>po, (®)
wobei ay,(p) bzw. al, (1) die Macht des Tests mit dem kritischen Bereich K bzw. K’ bezeichnet,
d.h.
an(p) =1— cI)(21—04/2 + fo 1 \/ﬁ) + cI)(—Z1—o¢/2 + Fo 1 \/ﬁ)
o o
bzw.

o) =1- (210 + % V).

e Um die Giiltigkeit der Ungleichung (8) einzusehen, betrachten wir die Funktion g : [ug,0) = R
mit g(u) = az, (k) — an(p)-
— Offenbar gilt g(po) = 0 und lim,_, g(n) = 0.
— AuRerdem gilt g(") (o) > 0 sowie lim, 0 gV (1) = 0 gilt, wobei g(") die Ableitung von g
bezeichnet.
— Dariiber hinaus kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass ¢g‘") () = 0 fiir genau ein p > po.
— Hieraus folgt, dass g(u) > 0 fiir jedes pu > puo-

3. Falls die Hypothese Hy : u = po gegen die Alternative Hy : p < po getestet werden soll, dann wird der
kritische Bereich K" = {(z1,...,25) : T(21,...,Zn) < —21_q} betrachtet.

Test des Erwartungswertes p (bei unbekannter Varianz o?)
e Im Unterschied zu dem vorhergehenden Fall nehmen wir nun an, dass X; ~N(u,o?), wobei p € R und
o2 > 0 unbekannt seien.

e Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert po € R soll erneut die Hypothese Hp : u = pg
(gegen die zweiseitige Alternative Hy : u # po) getestet werden.

e Dies bedeutet, dass jetzt © = {(u,0?) : p € R 0% > 0} mit
@0:{(M’02) : /J’::u’(J;o'z >0} bzw. 61:{(M)02) : M#H0,02 >0}5

d.h., sowohl Hy als auch H; sind jetzt zusammengesetzte Hypothesen.

e Damit hiingt auch zusammen, dass die in (7) betrachtete Testgrofe T nun nicht mehr geeignet ist, weil
in (7) die unbekannte Grofle o vorkommt.

e Wir betrachten vielmehr die Testgrofe T : R” — R mit

T(z1,...,20) = /n S H0 9)

Sn



4 TESTS STATISTISCHER HYPOTHESEN 114

e und den Schwellenwert ¢ = t,,_;1_q/2, d-h. das (1 — @/2)-Quantil der t-Verteilung mit n — 1 Freiheits-
graden.

o Aus Theorem 1.13 ergibt sich dann, dass P, ,2) (|T(X1, e Xn)| > tn,l,l,a/z) = o fiir jedes 02 > 0
gilt.

e Die Hypothese Hy : p = pg wird abgelehnt, falls |T'(x1,...,25)| > th_1,1-a/2-

Fiir « = 0.05 wollen wir nun priifen, ob

e die Hypothese Hy : p = 42.0 mit der schon vorher betrachteten (konkreten) Stichprobe
(Z1,---,%10) = (41.60, 41.48, 42.34, 41.95, 41.86, 42.18, 41.72, 42.26, 41.81, 42.04)

vereinbar ist, wobei jetzt jedoch angenommen wird, dass die Varianz ¢ unbekannt ist.
o Es gilt 19 = 41.924 und sfo = 0.0807 bzw. s19 = 0.284.

e Aus (9) ergibt sich somit, dass

E —
T(@1,...,710)| = ‘\/IOIOTO”O‘

41.924 — 42.0
= [V e

= 0.846 < t970.975 = 2.262,

wobei das Quantil t9 9 975 = 2.262 aus Tabelle 3 entnommen wurde.
e Unter den jetzt gemachten Modellannahmen wird also die Hypothese Hy : p = 42.0 nicht verworfen.

e Der Hauptgrund hierfiir ist, dass die Stichprobenvarianz s%, = 0.0807 deutlich gréfer ist als der bei dem
vorhergehenden Beispiel betrachtete Wert o2 = 0.01 der (z.B. aufgrund von Vorinformationen) als bekannt
angenommenen Varianz o2.

e Mit anderen Worten: Wegen der relativ grofien Stichprobenvarianz s%, wird jetzt die Abweichung 0.076 =
|41.924 — 42.0| des Stichprobenmittels T19 = 41.924 von dem hypothetischen Erwartungswert po = 42.0
toleriert, wihrend sie bei dem vorhergehenden Beispiel (vor allem) wegen der kleineren Varianz o2 = 0.01
nicht toleriert wurde.

Beachte

1. Falls die Hypothese Hy : u = po gegen die Alternative Hy : u > po getestet werden soll, dann wird
(dhnlich wie in dem vorhergehenden Beispiel) fiir die in (9) definierte Testgrofe T' der kritische Bereich
K' betrachtet mit

K' ={(z1,...,2n) : T(x1,...,%n) > tn_1,1-a} -

2. Analog wird fiir den Test der Hypothese Hy : i = po gegen die Alternative Hy : u < po der kritische
Bereich K" betrachtet mit

K'={(z1,...,20) : T(®1,--,Z0n) < —tn-1,1-a}-
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4.2.2 Tests der Varianz

Wenn die Varianz o2 der normalverteilten Stichprobenvariablen X1, ..., X,, getestet werden soll, dann kann man
dhnlich wie in Abschnitt 4.2.1 vorgehen. Auflerdem gibt es Ahnlichkeiten zur Konstruktion der Konfidenzintervalle
fiir o2, die in Abschnitt 3.2.2 diskutiert worden sind.

Test der Varianz o2 (bei bekanntem Erwartungswert u)

e Wir nehmen an, dass X; ~ N(u,0?) fiir ein (bekanntes) x4 € R und ein (unbekanntes) o2 > 0.
e Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert o2 > 0 soll die Hypothese Hy : 02 = 03 (gegen

Beachte

1.

die Alternative H; : 02 # 02) getestet werden, d.h. © = {0? : 02 > 0} mit
Q¢ = {73} bzw. 0, ={0*: 0> #05}.

Wir betrachten die Testgrofe T : R™ — [0, 00) mit

32
nsy,

T(xl,...,xn) = (10)

2
]

und die Schwellenwerte ¢; = x2 /o baw. 2 = X2 /o~ Dabei ist 52 die bereits in Abschnitt 3.2.2
eingefiihrte Grofe

1
3‘%252(%—#)2-

Weil T'(X1,...,X,) ~ X2, gilt dann P, (X?z,a/2 <T(X1,...,X,) < thl_aﬂ) =1-a.

Die Hypothese Hy : 0> = o3 wird abgelehnt, falls T(z1,...,z,) < X?z,a/2 oder T(z1,...,1,) >

2
Xn,l—a/2‘

Die Giitefunktion ay, : © — [0, 1] dieses Tests mit

Ozn(Uz) = 1—P, (X?x,a/Q < T(X17 T X”) = Xi,l—a/2)
2 g2 2
og nsS, 99
= 1- P<72 (;X%,a/? < 0_—2n < ?Xi,l—a/2)

hat kein Minimum im Punkt ¢ = ¢,
- weil nS2 /o2 ~ X2 gilt, d.h., die Verteilung der Zufallsvariablen n.52 /o2 héngt nicht von o ab,
- und weil die Funktionswerte fn(x2 , /2) und fr(X2,_, /2) der in Theorem 1.6 gegebenen Dichte
fn der x2-Verteilung nicht {ibereinstimmen.

Der Test ist also nicht unverfalscht.

. Wenn jedoch beispielsweise die Hypothese Hy : 02 = 02 gegen die (einseitige) Alternative H; : 02 > 03

getestet werden soll, d.h. © = {02 : 0% > ¢} mit
0o = {03} bzw. 0, ={o?: o> >3},

dann wird der kritische Bereich

K' ={(z1,...,2n) s T(x1,.-.,2Tpn) > Xi,,l—a} (11)
betrachtet, und die Giitefunktion o, : © — [0, 1] mit
Oén(a2) = Po.z (T(Xl,,Xn) > X%,lfa)
nS2 _ o}
= Py (0_271 U—ngu—a)

ist monoton wachsend fiir 62 > o3. Der einseitige Test ist somit unverfilscht.
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Test der

Beachte
1.

. Wegen dieser Monotonieeigenschaft ist durch den in (11) betrachteten kritischen Bereich K' auch

ein (unverfilschter) Test zum Niveau o der Hypothese Hy : 0? < o¢ gegen die Alternativhypothese
H; : 0? > 0} gegeben.
Analog liefert der kritische Bereich

K" = {($1,...,.'L'n) : T(.CCl,...,.'L'n) < X%L,a}

einen (unverfiilschten) Test zum Niveau a der Hypothesen Hy : 02 = 03 bzw. Hy : 02 > 08 gegen die
Alternativhypothese H; : 0% < o2.

Varianz 0% (bei unbekanntem Erwartungswert i)

Wir nehmen nun an, dass X; ~ N(u,0?), wobei u € R und 62 > 0 unbekannt seien.

Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert o3 € R soll die Hypothese Hy : 02 = 03 (gegen
die Alternative Hy : 02 # 03) getestet werden, d.h. © = {(,02) : u € R,0? > 0} mit

00 = {(,0%) : pe R, 6% =03} bzw. 01 ={(n,0?) : peRo*> £33}
Wir betrachten die Testgrofe T : R* — [0, 00) mit

(n—1)s3

T(e1,om) = s
0

und die Schwellenwerte ¢; = X%—l,a/2 bzw. ¢ = Xi—l,l—a/z'

Aus Theorem 1.11 ergibt sich, dass T'(X1, ..., X,) ~ x2_;, und somit gilt
P(u,ag (Xi—l,a/z <T(Xy,...,Xp) < Xifl,lfa/2) =l-a

fiir jedes p € R.
Die Hypothese Hy : 0% = 03 wird abgelehnt, falls

T(x1,...,2n) < X?L—l,a/2 oder T(x1,...,Zn) > Xi—l,l—a/Z'

Die Giitefunktion a,, : © — [0, 1] dieses Tests mit
an(ua 02) =1- P(LL,O'Z) (Xifl,a/Q < T(Xla s aXn) < Xiflylfa/Q)

hiingt nicht von p ab. Sie hat jedoch (bei fixiertem p) kein Minimum im Punkt ¢? = 02, wobei
dies genauso wie im vorhergehenden Fall (u bekannt) begriindet werden kann. Der Test ist also nicht
unverfilscht.

. Wenn jedoch beispielsweise die Hypothese Hy : 02 = 03 gegen die (einseitige) Alternative H; : 02 > 03

getestet werden soll, d.h. © = {(u,0?) : p € R,6> > 02} mit
0 = {(1,0°): p€R0® =0p}  baw.  O1={(4,0%): peR o >0p},

dann wird der kritische Bereich

K' ={(®1,..., %) : T(z1,...,25) > Xi—l,l—a} (13)
betrachtet, und die Giitefunktion ey, : © — [0, 1] mit
Oén(p,,a'{‘)) = P(“,Uz) (T(Xl,,Xn) > X?L—l,l—a)
(n-1)5%2 o
= P(u,cﬂ)(Tn > ﬁXi—Ll—a)

héingt nicht von u ab und ist monoton wachsend fiir ¢ > 02. Der einseitige Test ist somit unverfilscht.
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3. Wegen dieser Monotonieeigenschaft ist durch den in (13) betrachteten kritischen Bereich K’ auch
ein (unverfilschter) Test zum Niveau o der Hypothese Hy : 0? < o¢ gegen die Alternativhypothese
H; : 0? > 0} gegeben.

4. Analog liefert der kritische Bereich

K" ={(z1,...,2n) : T(x1,-.,2n) < Xo 1.0}

einen (unverfiilschten) Test zum Niveau a der Hypothesen Hy : 02 = 03 bzw. Hy : 02 > of gegen die
Alternativhypothese H; : 0% < 0.

4.3 Zwei-Stichproben-Tests

So wie in Abschnitt 3.3 nehmen wir nun an, dass die Stichprobenvariablen X1, X»,. .. (zweidimensionale) normal-
verteilte Zufallsvektoren sind mit X; = (X1;, X»;). Die Realisierungen von X; bezeichnen wir mit z; = (214, %2;)
fiiri=1,2,....

Dabei setzen wir zunéchst voraus, dass die Komponenten X7; und X»; von X; unabhingige (jedoch im allgemeinen
nicht identisch verteilte) Zufallsvariablen sind.

Fiir zwei beliebige, jedoch vorgegebene Zahlen n1,n2 € N betrachten wir also zwei unabhéngige Zufallsstichproben
(Xn, . ;Xlnl) und (X21, e ,X2n2), wobei wir

e die beobachteten Daten (x11,...,Z1n,) und (Z21,...,2Zan,) als Realisierungen von (Xi1,...,X1,,) bzw.
(Xo21,...,Xan,) auffassen und

e zur Vereinfachung der Schreibweise n = max{ni,n2} setzen.

Wir diskutieren in diesem Abschnitt nur Beispiele von zweiseitigen Tests. Wie in Abschnitt 4.2 gezeigt wurde,
lassen sich dann leicht die entsprechenden einseitigen Tests konstruieren.

4.3.1 Tests der Gleichheit von Erwartungswerten

1. Bekannte Varianzen

e Wir nehmen an, dass X1; ~ N(u1,0%) und Xa; ~ N(u2,03) fiir (unbekannte) u1, u2 € R und (bekannte)
o?,03 > 0.

e Dabei soll die Hypothese Hy : u; = p2 (gegen die Alternative Hy : p1 # po) getestet werden, d.h.
O = {(p1, p2) * pa, p2 € R} mit

O = {(p1,p2) : 1 = p2}  bzw. O ={(p1,p2) 1 1 # po}

e Wir betrachten die Testgrofe T : R2® — R mit

T(a1,...,2,) = o222 (14)

und den Schwellenwert ¢ = 21_4 /2.
o Weil X1, ~ N(u1,02/n1) baw. Xa,, ~ N(ua, 02 /n2), gilt dann T'(X4, ..., X,) ~ N(0,1) und somit

P(ul,uz) (lT(Xla e aXn)l > zl—a/2) =«

fiir alle p1, g2 € R mit gy = po.
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Die Hypothese Hy : 11 = p2 wird abgelehnt, falls |T'(z1,...,25)| > 21_q/2-

2. Gleiche, jedoch unbekannte Varianzen

Wir nehmen an, dass X1; ~ N(u1,0?) und Xo; ~ N(uz,03) fiir (unbekannte) u;,pus € R und (unbe-

kannte) 02,05 > 0 mit 07 = 02 = o?.

Dabei soll erneut die Hypothese Hy : 1 = p2 (gegen die Alternative Hy : pui # u2) getestet werden,
dh. © = {(p1, p2,0?%) : p1,p2 € R,0? > 0} mit

Qo0 = {(p1,p2,0%) : pu = o} bzw.  O1 = {(p1,p2,0%) 1 # p2}
Wir betrachten die Testgrofe T : R?® — R mit

n1-N2 Tin, — T2n,
T(x1,...,2,) = 15
(@1100es0) = [ 2 T = o (15)

1 ni _ no B
Spiny = e —2 (Z(xu - T1p,) + Z(SL'% - w2n2)2) .

i=1 i=1

wobei

Man kann zeigen, dass dann T(X7q, ..., X,,) ~ tp,1n, o fUr gy = po.
Mit dem Schwellenwert ¢ = t,,, 1, _2,1—_q/2 ergibt sich also
P(Hl,u2,lf2) (lT(Xla ey Xp)| > tn1+n272,17a/2) =«

fiir alle pg, o € R mit gy = ps und fiir alle o2 > 0.
Die Hypothese Hy : pi1 = po wird somit abgelehnt, falls |T'(z1,...,%n)| > tp, 4no—2,1-a/2-

3. Verbundene Stichproben

Wir testen nun die Gleichheit von Erwartungswerten verbundener Stichproben, vgl. auch Abschnitt 3.3.3.

Dabei setzen wir voraus, dass ny = ny (= n). Die Zufallstichproben (Xi1,...,X1,) und (Xoa1,...,Xap)
miissen jedoch jetzt nicht unabhéngig sein.

Wir nehmen an, dass E X1; = 1 und E Xo; = po fiir (unbekannte) uy, 2 € R.

AuRerdem seien die Differenzen Yi,...,Y, mit ¥; = X;; — Xy; unabhingige und identisch (normal-)
verteilte Zufallsvariablen mit Y; ~ N(u; — p2,0?) fiir ein (unbekanntes) o2 > 0.

Es soll die Hypothese Hy : g1 = p2 (gegen die Alternative Hy : ui # p2) getestet werden, d.h.
0= {(/1’17”270'2) D, M2 € R702 > 0} mit

Qo0 = {(p1,p2,0%) : pu = pa}  bzw.  O1 = {(p1,p2,0%) 1 # po}
Wir betrachten die Testgrofe T : R?™ — R mit

T(z1,...,22) = Vi f—" , (16)
y,n

n n
wobei 7,, = % Zly, und sfl’n = ﬁ Zl(yz -7,)%
= =
Dann gilt T(X1,...,Xp) ~ tp—1 fir p1 = pa.
Mit dem Schwellenwert ¢ = ¢,,_; ;42 ergibt sich also
Plyus uz,0?) (lT(X17 s Xn)| > tn—l,l—a/Z) =a

fiir alle yy, o € R mit py = po und fiir alle o2 > 0.
Die Hypothese Hy : p11 = p2 wird somit abgelehnt, falls [T'(z1,...,%5n)| > tp_1,1-a/2-
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4.3.2 Test der Gleichheit von Varianzen
In diesem Abschnitt testen wir die Gleichheit zweier Varianzen bei unbekannten Erwartungswerten.

e Wir nehmen an, dass X;; ~ N(u1,0%) und Xo; ~ N(ug,03) fiir (unbekannte) g, us € R und (unbekannte)
2 2
01,05 > 0.

e Dabei soll die Hypothese Hy : 02 = o2 (gegen die Alternative H, : 07 # 02) getestet werden, d.h. © =
{(/1'1’/"/250%50%) D, p2 € R; a%aag > 0} mit

60 = {(u17u270-%70-g) : 0'% = Ug} bzw. @1 = {(Ml:/’l@ao’%:o-g) : 0'% 7é Ug}

e Wir betrachten die Testgrofe T : R — [0, 00) mit

s n
T(zr,... o) = 22 (17)
1n1
wobei
1 &
= 2
zzn, = n; —1 j_l(xw Tin;) i=1,2

e Fiir 0} = 03 gilt dann
T(X1,...,Xn) ~Fpy_1py—1-

e Mit den Schwellenwerten ¢; = Fi,, 1 n,—1,a/2 Und c2 = Fppy_1 5, —1,1—qa/2 &ilt also
P([L1,[J,2,0'%,G'g) (Fnz—l,nl—l,a/2 < T(Xla [ERE Xn) < an—l,nl—l,l—a/2) =l-a
fiir alle y1, u2 € R und fiir alle 67,02 > 0 mit 0% = o3.

e Die Hypothese Hy : 0 = 02 wird somit abgelehnt, falls

T(.’El,...,xn) < Fnz—l,TL1—1,a/2 oder T(.’L'l,...,l'n) > Fn2_1’n1_171_a/2 .

4.4 Asymptotische Parametertests
4.4.1 Ein-Stichproben-Probleme

Wir kehren zunéchst zur Betrachtung des Ein-Stichproben-Fulles zuriick. D.h., wir nehmen an, dass

e cin Datensatz (z1,...,Z,) beobachtet wird, den wir als Realisierung einer Zufallsstichprobe (X7, ..., X,)
auffassen.
e Dabei setzen wir jetzt nicht mehr voraus, dass die Stichprobenvariablen X;, X5, ... normalverteilt sind,

sondern lediglich, dass

o die Verteilung von X; zu einer (beliebigen) parametrischen Familie A = {Py, § € O} von Verteilungen
gehort.

So wie bisher in Abschnitt 4 betrachten wir

e cine Zerlegung © = O U ©; des Parameterraumes in zwei (nichtleere) disjunkte Teilmengen @y, ©; und

e die zugehdrigen Hypothesen Hy : 6 € O bzw. Hy : 6 € O;.
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e Auflerdem betrachten wir fiir jedes n = 1,2, ... eine Borel-Menge K,, C R" und

e eine Stichprobenfunktion ¢, : R* — {0, 1} mit

1, falls (z1,...,z,) € K,,
On(Z1y. .o xy) =
0, falls (z1,...,2,) & K-

Definition Sei a € (0,1) ein beliebige (vorgegebene) Zahl. Dann sagt man, dass durch die Folge von Stichpro-
benfunktionen {¢,} ein asymptotischer Parametertest zum Niveau a gegeben ist, falls

lim Py(pn(X1,...,X,) = 1) <a

n—oo

fiir jedes 8 € Qg gilt.

Ahnlich wie bei der Konstruktion asymptotischer Konfidenzintervalle in Abschnitt 3.4 vorgehend, konstruieren
wir nun asymptotische Tests bei Poisson- bzw. Bernoulli-Verteilung.

So wie in Abschnitt 4.3 diskutieren wir lediglich Beispiele von (symmetrischen) zweiseitigen asymptotischen
Tests. Auf die gleiche Weise lassen sich dann entsprechende asymmetrische bzw. einseitige asymptotische Tests
konstruieren.

1. Test des Erwartungswertes A bei Poisson-Verteilung

Wir nehmen an, dass X; ~ Poi()) fiir ein (unbekanntes) A > 0.

Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert Ag > 0 soll die Hypothese Hy : A = A¢ (gegen
die Alternative Hy : A # Ag) getestet werden, d.h. © = {A: A > 0} mit

O0={No} bzw. O1={\: X # Ao}

Wir betrachten die Testgrofie T;, : R® — R mit

Tn — Ao
vn 2= falls%, >0,
To(21,...,%0) = VTn " (18)
0, falls z,, = 0,

und den Schwellenwert ¢ = z1_ /2.
Dann gilt (vgl. Beispiel 1 des Abschnittes 3.4.1)

nh—>n;o PAo (lTn(Xla s aXn)l > 21*0/2) =a.

Durch die in (18) eingefiihrte Folge {T,,} von Testfunktionen ist also ein asymptotischer Test des
Erwartungswertes A zum Niveau a gegeben.

Dabei wird bei der praktischen Anwendung dieses Tests (bei groffem Stichprobenumfang n) die Hypo-
these Hg : A = g abgelehnt, falls [T}, (z1,...,25)| > 21_q/2-

2. Test der ,Erfolgswahrscheinlichkeit” p bei Bernoulli- Verteilung

Es gelte nun X; ~ Bin(1,p) fiir ein (unbekanntes) p € (0,1), wobei
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e fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert po € (0,1) die Hypothese Hy : p = po (gegen die
Alternative Hy : p # po) getestet werden soll, d.-h. © = {p: p € (0,1)} mit

©o = {po} bzw. ©1={p: p#po}

e Wir betrachten die Testgrofe T3, : R — R mit

Vn —mn P plls 0 <7, < 1,
Tn(z1,...,on) = Tn(l—7y) (19)

0, sonst

und den Schwellenwert ¢ = 21 _4 /2.
e Dann gilt (vgl. Beispiel 2 des Abschnittes 3.4.1)

B P (T2 Xl > 1) =ar

e Durch die in (19) eingefiihrte Folge {7, } von Testfunktionen ist also ein asymptotischer Test des
Parameters p zum Niveau a gegeben.

e Bei grofiem n wird die Hypothese Hy : p = po abgelehnt, falls |T,(x1,...,%5)| > 21_q/2-

4.4.2 Zwei-Stichproben-Probleme

Wir betrachten nun noch zwei Beispiele von asymptotischen Tests fiir den Zwei-Stichproben-Fall.

e Seien nq,n2 € N zwei (grofse) vorgegebene Zahlen.

e So wie in Abschnitt 3.4.2 fassen wir die (konkreten) Stichproben (z11,...,T1n,) und (®21,...,%2,,) als
Realisierungen von zwei unabhingigen (d.h. nicht verbundenen) Zufallsstichproben (Xii,...,X1n,) bzw.
(X21, e ,inz) auf.

e Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir n = max{ny,na} bzw. x; = (z1;,22;) firi =1,...,n.

1. Test der Gleichheit zweier Erwartungswerte (bei Poisson-Verteilung)
e Wir nehmen an, dass Xi; ~ Poi(\;) und Xs; ~ Poi()s) fiir (unbekannte) Ay, A2 > 0.
e Dabei soll die Hypothese Hy : A\ = A2 (gegen die Alternative Hy : A1 # \2) getestet werden, d.h.
0= {()\1,)\2) DAL, A2 > 0} mit
G)O = {()\1,)\2) : /\1 = )\2} bzw. @1 = {(/\1,)\2) : /\1 ?é /\2}
e Wir betrachten die TestgroRe T}, : R2" — R mit

T —T _ _
—im — Zne o fa)]s max{Tin,,Tany } > 0,
xlnl + $2n2

To(x1,-. - o) = n Ty (20)

0, sonst

und den Schwellenwert ¢ = z;_q /2.
e Dann gilt (vgl. Beispiel 1 des Abschnittes 3.4.2)

lim P()\l,AQ)(|Tn(X17 . ,Xn)| > Z1—a/2) BN

ni,n2—>0o0

fiir beliebige A1, A2 > 0 mit A\ = Ay
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2.

Durch die in (20) eingefiihrte Folge {T,,} von Testfunktionen ist also ein asymptotischer Test der
Hypothese Hp : A1 = A2 zum Niveau a gegeben.

Bei grofiem n wird die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls |T5, (21, - .., 2n)| > 21—q/2-

Test der Gleichheit zweier ,Erfolgswahrscheinlichkeiten” (bei Bernoulli- Verteilung)

Es gelte nun Xy; ~ Bin(1,p;) und Xa; ~ Bin(1, ps) fiir (unbekannte) p1,p2 € (0,1), wobei

die Hypothese Ho : p1 = p» (gegen die Alternative Hy : p1 # ps) getestet werden soll, d.h. © =
{(p1,p2) : p1,p2 € (0,1)} mit

B0 = {(P1,p2) : p1 =p2} bzw. 01 = {(p1,p2) : p1 # P2}
Wir betrachten die Testgrofe T;, : R2® — R mit

f1nl — Ean

= , falls 0 < T1p, <1 oder 0 < Tay, <1,
.732”2

Eln —
oo, an) = Jn—;u—mlmw

0, sonst

1__n
nz( T2 2)

und den Schwellenwert ¢ = 21 _ /2.

Dann ergibt sich (auf die gleiche Weise wie in dem vorhergehenden Beispiel), dass

lim Pl ) (ITa (X1, Xn)| > 21 ap2) = @

n1,N2—00

fiir beliebige p1,p2 € (0,1) mit p; = po.

Durch die in (21) eingefiihrte Folge {T},} von Testfunktionen ist also ein asymptotischer Test der
Hypothese Hy : p1 = p» zum Niveau a gegeben.

Bei grofiem n wird die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls [T (21,...,2n)| > 21_a/2-
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5 Einfache lineare Regression

e So wie bei den 2—Stichproben-Problemen, die wir in den Kapiteln 3 und 4 betrachtet haben, gehen wir bei
der einfachen Regression von zwei Datensédtzen (z1,...,z,) € R* und (y1,-..,y,) € R" aus, die stochastisch
modelliert werden sollen.

e Dabei fassen wir die Vektoren (z1,y1),---,(Zn,yn) als Realisierungen von n Zufallsvektoren (X1,Y7),...,
(Xn,Y,) auf, die typischerweise nicht identisch verteilt sind.

e Wir deuten die Zufallsvariablen Y3, ...,Y,, als Zielvariablen und nehmen an, dass sie auf die folgende Weise
von den Ausgangsvariablen X1, ..., X, abhangen:
Y;Z(;J(Xz')-l-ai, Vi=1,...,n, (1)
wobei

— ¢ : R — R eine beliebige (Borel-messbare) Funktion, die sogenannte Regressionsfunktion ist und

— €1,...,6p : @ = R Zufallsvariablen, sogenannte Stdrgrifien sind, durch die beispielsweise zufillige
Messfehler modelliert werden kénnen.
Beachte

e Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn die Regressionsfunktion ¢ : R — R eine lineare Funktion ist,
die sogenannte Regressionsgerade, d.h., wenn es reelle Zahlen o, € R gibt mit

p(r) =a+ pz, Vz eR, (2)

wobei a die Regressionskonstante und B der Regressionskoeffizient genannt wird.

e Die Grofen a, § € R sind unbekannte Modellparameter, die aus den beobachteten Daten (z1,...,%,) €
R” und (y1,---,Yn) € R® geschitzt werden sollen.

5.1 Schitzung der Modellparameter
5.1.1 Methode der kleinsten Quadrate

e Wir diskutieren zunédchst die folgende Methode der kleinsten Quadrate (MKQ) zur Bestimmung von Schitz-
werten @, (3 fiir die unbekannten Parameter «,(, bei der keine zusitzlichen Voraussetzungen iiber die
Storgrofen €1, ...,&, : @ — R bendtigt werden.

e Und zwar sollen a, B so bestimmt werden, dass der mittlere quadratische Fehler

n

1 2
e(a, B) = — > (yi — (a+ Bay)) 3)
i=1
fir (o, 8) = (@, B) minimal wird, wobei wir voraussetzen, dass n > 2 und dass nicht alle zy,...,z, gleich
sind.
Theorem 5.1 Der Vektor (62,3) mit
~ 82 —
B_sz_yJ azyn_ﬂmna (4)
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und die Stichprobenvarianzen s2,_, Szy bzw. die Stichprobenkovarianz siy gegeben sind durch

2 IR —\2 2 IR — _ 2 - _ N2
Sgx = Z(wz - m”) )y Spy = n—1 Z(xl - a"n)(yz - yn) y  Syy = Z(yz - yn) .
i=1

n—1
i=1 i=1

Beweis

e Die Minimierung kann wie folgt durchgefiihrt werden: Durch Differenzieren nach a erkennt man, dass
fiir jedes fest vorgegebene 8 € R die Zahl

1 n
a=— > (yi — Bzi) =7, — BTn
i=1
den Wert des Ausdruckes
Z(yz’ —(a+ ﬂmz’))z = Z((le - Bzi) — 04)2
i=1 i=1

minimiert.
e Mit anderen Worten: Fiir jedes fest vorgegebene 8 € R ist

n n

S (i = Bri) = @ = B70))" = S (i = 70) — Blai — 7))’

i=1 i=1
= (n=1)(s}, —2Bs2, + B’s2,)
der kleinste Wert des mittleren quadratischen Fehlers.
e Durch Differenzieren dieses Ausdruckes nach 3 ergibt sich nun, dass das globale Minimum an der Stelle

82

g ="z

2
Szx

angenommen wird. d

Beachte

e Der in (3) definierte mittlere quadratische Fehler e(a, 8) ist der mittlere quadratische vertikale Abstand
zwischen den Punkten (z;,y;) und den Werten (z;, ¢(x;)) der Regressionsgeraden ¢(x) = a + Sz an
den Stellen x4, ..., z,.

e Anstelle der vertikalen Abstdnde kann man beispielsweise auch die horizontalen Absténde betrachten.
Durch Vertauschen der Rollen von z und y ergibt sich dann der MKQ-Ansatz

2
Y Sz - — Sh—
Bi(zy)=3L,  o(z,y) =T, — B,
Syy
zur Schitzung der Parameter o/, 3’ € R der (inversen) Regressionsgeraden ¢'(y) = z = o' + fB'y.
e Wenn wir diese Geradengleichung nach y auflésen, dann ergibt sich die Gleichung
o 1

y:—F+ F$7

~ ~—1
wobei allerdings die Schitzer —a//B' und '  fiir Regressionskonstante bzw. Regressionskoeffizient
im allgemeinen verschieden von den Schitzern & bzw. § sind, die in (4) hergeleitet worden sind.
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Beispiel (vgl. Casella/Berger (2002) Statistical Inference, Duxbury, S. 540ff.)

125

e Im Weinanbau werden die jeweils im Herbst geernteten Ertriige in Tonnen je 100 m? (t/ar) gemessen.

e Es ist bekannt, dass der Jahresertrag bereits im Juli ziemlich gut prognostiziert werden kann, und zwar

durch die Bestimmung der mittleren Anzahl von Beeren, die je Traube gebildet worden sind.

e Mit Hilfe des folgenden Zahlenbeispiels soll illustriert werden, wie die einfache lineare Regression zur
Vorhersage des Jahresertrages dienen kann.

e Dabei fassen wir den Jahresertrag als Zielvariable (Y;) auf, und die mittlere Clusterzahl je Traube (X;)

als Ausgangsvariable.

Jahr

Ertrag (y;)

Clusterzahl (z;)

1971
1973
1974
1975
1976
1977
1978
1979
1980
1981
1982
1983

5.6
3.2
4.5
4.2
5.2
2.7
4.8
4.9
4.7
4.1
4.4
5.4

116.37
82.77
110.68
97.50
115.88
80.19
125.24
116.15
117.36
93.31
107.46
122.30

Die Daten des Jahres 1972 fehlen, weil in diesem Jahr das untersuchte Weinanbaugebiet von einem Wirbel-

sturm verwiistet worden war.

Ubungsaufgabe

e Zeichnen Sie ein Streuungsdiagramm (Punktwolke) fiir die beobachteten Daten.

e Bestimmen Sie fiir dieses Zahlenbeispiel die Schitzer @ und 3 sowie ' und B\’ und zeichnen Sie die
geschétzte Regressionsgerade in das Streuungsdiagramm ein.

e Prognostizieren Sie mit Hilfe der geschiitzten Regressionsgerade y = a + Bz den Jahresertrag, der einer

mittleren Clusterzahl von 100 Beeren je Traube entsprechen wiirde.

5.1.2 Beste lineare erwartungstreue Schétzer

e In Abschnitt 5.1.1 wurden keine spezifischen Modellannahmen {iber die Storgréfen €1, ... ,€, benotigt.

e Allerdings konnten deshalb in Abschnitt 5.1.1 auch keine Giiteeigenschaften der MKQ-Schitzer @, [? (auBer

der Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers e(a, §)) hergeleitet werden.

e Nun setzen wir zusitzlich voraus, dass die Zufallsvariablen &1, .. .,&, unkorreliert sind und dass

fiir jedes i = 1,...,n gilt, wobei 02 > 0 eine gewisse (im allgemeinen unbekannte) Konstante ist.

Eé‘i:(],

Vare; = o2
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e Die Ausgangsvariablen Xi,...,X, seien deterministisch, d.h., es gelte X; = z1,...,X, = z, fir fest
vorgegebene (d.h. bekannte) Zahlen x4, ..., z, € R, wobei wir stets voraussetzen, dass n > 2 und dass nicht
alle x1,...,z, gleich sind.

e Fiir die Zielvariablen Y7,...,Y,, gilt dann fiir jedesi =1,...,n
Vi=a+fz; +ei, (6)

und aus den allgemeinen Rechenregeln fiir Erwartungswert bzw. Varianz (vgl. die Abschnitte WR-4.1 bzw.
WR-4.2 der Vorlesung ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung”) ergibt sich fiir jedes i =1,...,n

EY;, = a+ Bz;, Vary; =o?. (7

e Die Regressionskonstante a und der Regressionskoeffizient 5 sollen nun mit einem linearen Schitzer aus den
beobachteten Realisierungen vy, ..., y, der Zielvariablen Y7, ... Y, geschitzt werden.

e Dabei verstehen wir unter einem linearen Schitzer eine Linearkombination d;Y; +. . .4+d,,Y,, der Zielvariablen,
wobei dy,...,d, € R fest vorgegebene (d.h. bekannte) Konstanten sind.

Theorem 5.2 Der lineare Schitzer E =diY1+...4+d,Y, ist genau dann ein erwartungstreuer Schdtzer fir 3,

wenn N .
i=1 =1
Beweis
e Der Schitzer E =di1Y1 + ...+ d,Y, ist erwartungstreu fiir 5, wenn
N n
Ef=E) dY;i=p
i=1
fiir beliebige Parameterwerte a, 8 € R gilt.
e Wegen (6) und (7) bedeutet dies, dass
B = EY dY;=)» dEY;
i=1 i=1
n
= Y di(a+Bz;)
i=1
n n
= Oz(z di) + ,3(2 diwi) .
i=1 i=1
e Es ist klar, dass diese Gleichung genau dann fiir alle o, 8 € R gilt, wenn die Bedingungen (8) erfiillt
sind. d
Beachte

e In Abschnitt 2.3.5 hatten wir einen erwartungstreuen Schitzer besten erwartungstreuen Schétzer ge-
nannt, wenn seine Varianz minimal ist.

e Analog hierzu wird ein linearer erwartungstreuer Schitzer bester linearer erwartungstreuer Schitzer
genannt, wenn es keinen linearen erwartungstreuen Schatzer gibt, dessen Varianz kleiner ist.

e In der englischsprachigen Literatur ist es {iblich, solche Schitzer BLUE zu nennen (BLUE = best linear
unbiased estimator).
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Theorem 5.3 Der lineare Schitzer B =di\Y1 +...+d,Y, ist genau dann ein BLUE-Schdtzer fir B, wenn die
Konstanten dy, . ..,d, € R gegeben sind durch

T; — Tp

d= o
(TL - l)sgz

Vi=1,...,n. 9)

Beweis

e Weil mit den Storgréfien €4, ...,€, auch die Zielvariablen Y7, ...,Y,, unkorreliert sind, ergibt sich aus
der allgemeinen Formel fiir die Varianz der Summe von unkorrelierten Zufallsvariablen (vgl. Theo-
rem WR-4.13), dass

Var idzy; = iVar(sz;)
=1 =1

= 2": d?Vary;

i=1

n
o? E d?
i=1

fiir beliebige Konstanten dy,...,d, € R.
e Der Schitzer 3 =diY1+...4+d,Y, ist also genau dann ein BLUE-Schitzer fiir 8, wenn die Konstanten

dy,...,d, € R so gewihlt sind, dass die Bedingung (8) erfiillt ist und dass die Summe " | d? minimal
ist.
e Wegen (8) gilt > d;z; = 1 und somit
i=1
n 2
ekl (10)
> d > d

e Die Summe ), d? ist also genau dann minimal, wenn die linke Seite von (10) maximal ist.
e Weil dariiber hinaus d,, = n™' Yo, di =0, gilt auRerdem

@1 d,.g;i)2 (5 (i~ dn) (o - zn))2

i=1

d2

n
1 i=1

, (d: — 0n)’

n
i=

I
S
INgE
—~
&
s ||
8
3

e Der quadrierte Ausdruck kann nun als Korrelationskoeffizient aufgefasst werden bei (diskreter) Gleich-
verteilung der natiirlichen Zahlen 1,...,n und zwar
— fiir den Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) mit Q = {1,...,n}, F = P(R2) und P({i}) = 1/n, sowie
— fiir die Zufallsvariablen D, X : @ — R mit D(i) = d; und X (i) = z;.
e Gemifs Theorem WR-4.12 ist also dieser quadrierte Ausdruck genau dann maximal, wenn es Konstanten
a,b € R gibt, so dass
di=azx; +0b, Vi=1,...,n. (11)
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e Wegen (8) miissen die Konstanten a,b € R den folgenden beiden Gleichungen geniigen:

n n
Z(axi +b) =0, Z(awi +b)x; =
=1 =1
e Hieraus folgt, dass
1
b= —az,, a=—
2 (@i —Tp)?
=1
e Wird dies in (11) eingesetzt, so ergibt sich die Behauptung (9). O

Beachte
e Der in Theorem 5.3 hergeleitete BLUE-Schéitzer

,3 i T;— Tp i _wn Yz ?n) (: P /32) (12)
P (n—1)s2, Yi P (n—1)s2 oY [ Pze

fiir B stimmt mit dem in Theorem 5.1 hergeleiteten MKQ-Schitzansatz tiberein.

e Aus dem Beweis von Theorem 5.3 ist ersichtlich, dass die Varianz des BLUE-Schitzers /3 in (12) gegeben
ist durch:
2 2

Var B = o2 de = g = 7 . (13)

i—1 (TL - I)S%w - -

Ubungsaufgabe
e Auf dhnliche Weise wie in den Theoremen 5.2 und 5.3 lésst sich ein BLUE-Schétzer & = ¢1Yi+...+¢, Y,
fiir die Regressionskonstante a bestimmen.
e Und zwar lasst sich wie im Beweis von Theorem 5.2 zeigen, dass

i ;=1 und i ciz; =0 (14)
i=1 i=1

gelten muss, damit @ ein erwartungstreuer Schitzer fiir « ist.

e Auferdem l&sst sich wie im Beweis von Theorem 5.3 zeigen, dass die Varianz von @ = ¢1Y1 +...+ ¢, Yn
minimal ist, wenn

- o Tl Vi=1,...,n. (15)

1
¢ =— ,
‘T n (n—1)s2

5.1.3 Normalverteilte Stérgrofien
e Zusitzlich zu den in Abschnitt 5.1.2 gemachten Modellannahmen setzen wir von nun an voraus, dass die
Storgrofen €1, . . ., &, unabhingig und normalverteilt sind.
e Wegen (5) gilt dann g; ~ N(0,02) bzw. Y; ~ N(a + Bz;,0?) fiir jedes i = 1,...,n.

e AuBerdem ergibt sich aus dem Satz {iber die Unabhéngigkeit zusammengesetzter Abbildungen (vgl. Theo-
rem WR-3.18), dass die Zielvariablen Y3, ...,Y,, unabhingig sind.

e Fiir jeden Vektor (z1,...,z,) € R betrachten wir die Loglikelihood-Funktion der unabhingigen (jedoch im
allgemeinen nicht identisch verteilten) Stichprobenvariablen Y1, ..., Y,:
n

> (yi —a— Ba;)”

i=1
202

n n
logL(yl,...,yn;a,ﬂ,a2) = 5 10g(271’) - 5 10g02 -
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e Fiir jedes 02 > 0 und fiir jeden Vektor (yi,...,y,) € R nimmt die Loglikelihood-Funktion als Funktion von
(@, B) ihr Maximum fiir denjenigen Vektor (&, 8) an, der den Ausdruck Y 1 ,(y; — @ — Bz;)? minimiert.

e Dieses Minimierungsproblem wurde bereits in Theorem 5.1 betrachtet: Die Lésung lautet
ﬂ:ﬂ7 a:yn_ﬁfna (16)

e Mit anderen Worten: Bei normalverteilten Storgrofien stimmt der MKQ-Schétzer mit dem ML-Schéitzer fiir
(a, B) liberein.

Beachte

o Weil (&, f) die Loglikelihood-Funktion fiir jedes 02 > 0 maximiert, ergibt sich der ML-Schéitzer 52 fiir
0? als Maximum von

> (i — & — Ba;)?
i=1
202
e Ahnlich wie im Fall von unabhingigen und identisch normalverteilten Stichprobenvariablen (vgl. Bei-

spiel 5 in Abschnitt 2.2.2) ergibt sich die Losung dieses Maximierungsproblems durch zweimaliges
Differenzieren nach o?:

JEPN n n
logL(yla'-'ayn;aa/Baa2) = - 5 10g(27|') - 5 10g0’2 -

(W1, --oyn) = — Y (yi — @ — Bi)”. (17)

i=1
e Der in (17) gegebene ML-Schitzer 52 fiir o2 ist nicht erwartungstreu.
e Um dies zu zeigen, betrachten wir zunéchst die folgenden (Abweichungs-) Residuen

Ei:Yi—a—E:ci, Vi=1,...,n. (18)
o Offenbar gilt
o1 ¢
57 =- > ¢&. (19)
n i=1
e Um den Erwartungswert E 62 zu bestimmen, geniigt es also, die zweiten Momente E (£2) der Residuen
g; fiir jedes i = 1,...,n zu bestimmen.

e Hierfiir ist der folgende Hilfssatz niitzlich.

Lemma 5.1 Seien Y,...,Y, : Q@ — R beliebige unkorrelierte Zufallsvariablen mit E (Y;?) < oo und Var; = o?
fir jedes i = 1,...,n. Fir beliebige Konstanten cy,...,¢, € R und dq,...,d, € R gilt dann

Cov (zn: C,'Y;', id]}/}) :U2icidz’- (20)
i=1 j=1 i=1

Beweis Es gilt

Cov (i Y, idej) ic,Cov (Y,-, idﬁ’})
i=1 j=1 i=1 j=1

n n

= D> cd;iCov (V;,Y))

i=1 j=1

= Y cdiCov (¥;,Y))

i=1

0’2 Zczdz . O
i=1
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Theorem 5.4 Fir den Erwartungswert E; und die Varianz Var€; der Residuen €; gilt fir jedesi=1,...,n
E& =0 (21)
und
~ ~ n—2 _ _
Varai:IE(sf)=<12< — + (n—l ( Zx + 2 — 2z —wn)2—2x,~mn)). (22)
Beweis

e Weil E¢; =0, d.h. EY; = a + Bz;, und weil a bzw. E erwartungstreue Schitzer fiir a bzw. § sind, gilt
E& = E(Yi-a-fBx)
= EY;,-Ea-x;EB
= a+fr;—a—z;8=0.

e Auferdem ergibt sich aus den allgemeinen Rechenregeln fiir die Varianz von Summen beliebiger (nicht
notwendig unabhéngiger) Zufallsvariablen (vgl. Theorem WR-4.13), dass

-~

Var&; = VarY; + Vara + :U?Varg —2Cov (Y;,a) — 2z;Cov (Y;,E) + 2z;Cov (@, f) .

Fiir die Kovarianzen ergibt sich nun aus (9) und (15) mit Hilfe von Lemma 5.1, dass

1 (i —Tp)T -~ T; — T
C V. &) = 2 (_ . [ n n) C 7 — 2 n
OV( l7a) g n ('I’L—].)S%x ’ OV( 17/3) g (n—1)82
und 20—
~ o%T
C a =—_—7T_ 23
ov (@, B) TR (23)
e Auf dhnliche Weise ergibt sich aus (15), dass
o? =
Vara = ———— 2, 24
ara nn—1)s2, izzlxz (24)
e Aus diesen Formeln und aus (13) ergibt sich nun die Behauptung. O
Korollar 5.1 Fiir den Erwartungswert des in (17) gegebenen ML-Schitzers 62 gilt
-2
E52=""242, (25)
n

Beweis

e Aus (19) und aus Theorem 5.4 ergibt sich, dass
n
> EE
i=1

n

Z( n_182 ( Zx + 22 — 2 -—En)2—2xﬁn))

= UQ(H;Z + n(n_ll)S%w (Zm?-{-Zm?—Q(n—l)siz_Q% (ZII:,)2)) .

Es?2 =

S|
S

3|9

~.
[y
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o Weil
2 —_ 2
1‘,’) = (TL - 1)Szz ’

n
i 1

1
IR

n
= 1=

ergibt sich hieraus die Behauptung. O

Beachte

e Wegen (25) ist es iiblich, anstelle des ML-Schitzers 52 den folgenden (erwartungstreuen) Schitzer S?
fiir 02 zu verwenden:

1
§P= "5 = Yo, (26)

wobei vorausgesetzt wird, dass n > 2.

e Um Hypothesen iiber die Modellparameter a, 8 bzw. o? testen zu konnen, die auf den Schitzern
@, B bzw. S? beruhen, miissen wir die Verteilungen dieser Zufallsvariablen bzw. die (stochastischen)
Zusammenhinge, die gegebenenfalls zwischen ihnen bestehen, kennen.

e In diesem Zusammenhang sind die folgenden Eigenschaften der x2-Verteilung bzw. der Normalvertei-
lung niitzlich.

Lemma 5.2

o Die Zufallsvariablen UV : Q = R seien unabhdngig.

o Falls auferdem
V~xt und U+V~x2, (27)

wobei n,m € N beliebige natiirliche Zahlen sind mit m < n, dann gilt U ~ x%_,..

Beweis

e Aus der Unabhéngigkeit von U und V folgt, dass

putv(t) = pu(t) pv(t), Vt € R,

wobei oy (t), v (t) und pyyv(t) die charakteristischen Funktionen von U, V bzw. U + V sind (vgl.
Theorem WR-5.18).

e Falls auflerdem (27) gilt, dann ergibt sich hieraus und aus Theorem 1.5, dass fiir jedes ¢t € R

outv(t)

oy (t)
1

1 -2it)(n-m)/z

pu(t) =

e Die erneute Anwendung von Theorem 1.5 und des Eindeutigkeitssatzes fiir charakteristische Funktionen
(vgl. Korollar WR-5.5) ergibt nun, dass U ~ x2_, . O

Beachte

e Bei der Herleitung des folgenden Lemmas 5.3 ben6tigen wir eine vektorielle Version des Eindeutigkeits-
satzes flir charakteristische Funktionen (vgl. Korollar WR-5.5), die wir hier ohne Beweis angeben.
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e Seien X,Y : Q2 — R” beliebige Zufallsvektoren; X = (X4,...,X,), Y = (Y3,...,Y,,). Dann gilt

xiy genau dann, wenn px(t) = pv(t) Vte R", (28)
wobei
n n
ox(t) =E exp(i thXj) . oy(t)=E exp(i thyj)
Jj=1 j=1
die charakteristischen Funktionen von X bzw. Y sind; t = (t1,...,ts).

Lemma 5.3

e Die Zufallsvariablen Y1, ...,Y, seien unabhingig und normalverteilt mit Y; ~ N(u;,0?) firi=1,...,n.

o Fiir beliebige Konstanten a;j,b;y € R mit j =1,...,l und k=1,...,m seien die Zufallsvariablen Uy, ...,U;
und Vi, ...,V gegeben durch

n
UjZZaini, ijl,...,l
i=1

und .
Vi=) baYi, Vk=1,...,m.

i=1
e Dann gilt:

1. Die Zufallsvariablen U; und V}, sind normalverteilt mit

n n
Uj ~ N(Z Qij i, Za?jaiz)
i=1 i=1

und

n n
Vi ~ NO bikpi, Y b307),
i=1 i=1

wobei Cov (U, Vi) = 31, a;jbiro?.
2. Die Zufallsvariablen U; und Vi sind genau dann unabhingig, wenn Cov (U;, Vi) = 0.

3. Die Zufallsvektoren (Uy,...,U;) und (V1,...,Vy) sind genau dann unabhdngig, wenn die Komponenten
U; und Vj, fir beliebige j =1,...,1 und k =1,...,m unabhdngig sind.

Beweis
e Die Normalverteilheit der Zufallsvariablen ergibt sich unmittelbar aus der Faltungsstabilitit der Nor-
malverteilung, vgl. Korollar WR-3.2.
e Die Formel fiir die Kovarianz von U; und V}, ergibt sich aus Lemma 5.1.

e Die Notwendigkeit der Bedingung in Teilaussage 2 ergibt sich aus der Multiplikationsformel fiir den
Erwartungswert des Produktes von unabhéngigen Zufallsvariablen, vgl. Korollar WR-4.5.

e Um die Hinlanglichkeit der Bedingung in Teilaussage 2 zu beweisen, kénnen (und werden) wir o.b.d.A.
voraussetzen, dass Y; ~ N(0,1) fiir jedesi =1,...,n.
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e Fiir die charakteristische Funktion ¢y, v, (t, s) des Zufallsvektors (Uj, Vi) gilt dann fiir beliebige ¢, s € R

ou; v (t,8) = ]Eexp(i(tia”Y +st,kY))

= H]E exp (i (tas; + sbix) )
=1
_ - (tai]’ + sbix)
- He p( 2 )
=1
> (taij)? + 3 (sbir)®
_ _ =1 i=1
= exp 5
(taij )? > (sbir,)
=1 =1
= exp|— T) exp|— 5

= Yu; (t) PV (3) )

wobei sich die drittletzte Gleichheit aus der Annahme ergibt, dass Zufallsvariablen U; und V}, unkor-
reliert sind und dass deshalb

COV UJ,Vk Za” k—O

e Die Hinldnglichkeit der Bedingung in Teilaussage 2 ergibt sich nun aus dem Eindeutigkeitssatz fiir
charakteristische Funktionen von Zufallsvektoren, vgl. (28), weil das Produkt der charakteristischen
Funktionen von unabhingigen Zufallsvektoren Z und Z' gleich der (gemeinsamen) charakteristischen
Funktion des Zufallsvektors (Z, Z') ist.

e Die Notwendigkeit der Bedingung in Teilaussage 3 ergibt sich unmittelbar aus der Definition der
Unabhéangigkeit von Zufallsvektoren.

e Die Hinldnglichkeit der Bedingung in Teilaussage 3 lasst sich auf auf dhnliche Weise wie die Hinlang-
lichkeit der Bedingung in Teilaussage 2 zeigen. a

Theorem 5.5

1. Fiir das einfache lineare Regressionsmodell mit normalverteilten Storgrofien e1,...,ey, gilt
o2 ", o2
a~ Nla, ————— ; N —_— 29
“ (a, n(n —1)s2, izzlx’)’ B~ (ﬂ’ (n—1)s2, )’ (29)
wobes .
~ D\ _ 0"Tn
Cov(a,pB) = n—1)s, (30)
2. Die Zufallsvariablen (&,B) und S? sind unabhingig, und es gilt
n —2)S?
e=D5 e (31)

g
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Beweis

e Weil die Stichprobenvariablen Y1, ...,Y; unabhéngig und normalverteilt sind und weil die Schéitzer &
und 3 jeweils Linearkombinationen der Stichprobenvariablen Y1, . .., Y, sind, ergibt sich aus Teilaussage
1 von Lemma 5.3, dass die Schitzer @ und 8 ebenfalls normalverteilt sind.

e Die Erwartungstreue von @ und B wurde bereits in Abschnitt 5.1.2 diskutiert.

e Die Varianzen von & und 3 bzw. die Kovarianz Cov (a, E) wurden in (13), (23) bzw. (24) bestimmt.
e Die Unabhingigkeit der Zufallsvariablen (&, 3) und S? ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen.
e Aus der Definitionsgleichung (18) der Residuen &; folgt, dass

n

&= (0 — (¢ + djz))Y; (32)

j=1

wobei die Konstanten c¢;,d; in (9) bzw. (15) gegeben sind und

1, fallsi=yj,
5,~j =
0, fallsi#j.
e Aus Lemma 5.1 ergibt sich nun, dass fiir jedes i =1,...,n
Cov (gi, 62) = Cov ( ((S” — (Cj + d].fliz)))/}, Z CkYk)
j=1 k=1

(615 — (¢ + djzi)) ¢

[
ql\J

1

J

= 02(Ci -

J

n n

2 § :
C]- — I; dej)
j=1

1
= 0.

e Dabei ergibt sich die letzte Gleichheit aus den Darstellungsformeln (9) und (15) fiir ¢; und d;, d.h.

1 En(x, — fn) Tr; — fn .
== - ——, dizi7 VZ:].,..., 5
“Th T oD, (n—1)s2, b
denn aus diesen beiden Formeln folgt, dass
n _2 n —
1 T T
2 n n
i — —n___ == —
2G50 T o 2 et == iy

Jj=1

e Auf die gleiche Weise ergibt sich aus Lemma 5.1, dass Cov (¢;, B) =0 fiir jedesi =1,...,n.

e Aus den Teilaussagen 2 und 3 von Lemma 5.3 folgt nun, dass die Zufallsvektoren (@, 8) und (€1,...,&,)
unabhingig sind.

e Aus dem Transformationssatz fiir unabhéngige Zufallsvektoren (vgl. Theorem 1.8) ergibt sich somit,
dass auch die Zufallsvariablen (@, 3) und S? unabhingig sind.
e Um den Beweis zu beenden, bleibt also noch die Giiltigkeit der Verteilungseigenschaft (31) zu zeigen.

e Aus (16) und (17) ergibt sich, dass sich die Summe der Abweichungsquadrate ) | €7 bei der Skalen-
verschiebung
T, =x; — Tp, Vi=1,...,n

nicht &ndert. Wir kénnen (und werden) deshalb 0.B.d.A. voraussetzen, dass T, = 0.



5 EINFACHE LINEARE REGRESSION 135

e Die Konstanten ¢;,d; in (32) haben dann die Form

1 T;
cl_ﬁ’ dz: nz (33)
3 a2
j=1

e Hieraus und aus (26) bzw. (32) ergibt sich nun, dass

(n-2)8> = ig,?:i(yi—a—ﬂxi)?
i=1 i=1

= Y (Wi-a-Brit(a-a)+ (P’

i=1
= Z(Y; — —ﬂxi)Z —n(&—a)2 - Zw?(ﬁ—ﬂ)Q,
=1 j=1

wobei sich die letzte Gleichheit durch Ausmultiplizieren der Klammern bzw. durch Einsetzen von (33)
in die Definitionsgleichungen & = ;Y1 + ... + ¢, Y, und 8 = d1Y1 + ... + d,Y,, von & bzw. 3 ergibt,
wenn dabei beriicksichtigt wird, dass n@, =21+ ...+ x, =0.

e Mit anderen Worten: Es gilt

n

(n—2)52+Z2=Z(Y,~—a—ﬂ$i)2, (34)

i=1

wobei

und die Zufallsvariablen Y] = Y; — a — Bz; fiir jedes @ = 1,...,n unabhiingig und identisch N(0, 0?)-
verteilt sind.

e Aus (34) und aus der Definition der y2-Verteilung ergibt sich somit, dass

(n—2)8? 4+ 22 5

2 ~ Xn- (35)

e Weil bereits gezeigt wurde, dass die Zufallsvariablen (@, B) und S? unabhingig sind, sind somit auch
die Zufallsvariablen (n — 2)S? und Z2? unabhingig.

e Auferdem gilt Z2 = Z? + Z2, wobei sich aus (29) und (30) bzw. aus Lemma 5.3 ergibt, dass die
Zufallsvariablen

le\/ﬁ(a_a)a

unabhiingig und identisch N(0, 02)-verteilt sind.
e Aus der Definition der x?-Verteilung ergibt sich nun, dass Z?/o? eine x3-verteilte Zufallsvariable ist.
e Die Giiltigkeit von (31) folgt somit aus Lemma 5.2. O

5.2 Tests und Konfidenzbereiche

5.2.1 t-Tests fiir Regressionskonstante und Regressionskoeffizient

e Fiir das einfache lineare Regressionsmodell mit normalverteilten Storgréfien kann man nun t-Tests zur
Verifizierung von Hypothesen iiber die Regressionskonstante bzw. den Regressionskoeffizienten mit Hilfe
von Theorem 5.5 herleiten.
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e Die Schiitzer @, B und S? seien so wie bisher durch (16) bzw. (26) gegeben, d.h.

1 o .~ N2
_2Z(Yi—a—ﬂxi) .
i=1

I~ S ~  xF S
B = zY’ a=Y,—-pt,, 52 =

e Aus den Verteilungs- und Unabhéngigkeitseigenschaften, die in Theorem 5.5 hergeleitet worden sind, ergibt
sich nun unmittelbar, dass

G-a ~ tn_s (36)
/() /=)
und ~
il O (37)

S/V(n-1)s3,

e Beim Test der Hypothese Hy : @ = ag zum Niveau 1 — v € (0,1) (gegen die Alternative H; : a # ag) wird
die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls

> th21-(1-9)/2> (38)

wobei t,_91_(1-)/2 das (1 — (1 —7)/2)-Quantil der t-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden bezeichnet.

e Analog wird beim Test der Hypothese Hg : 8 = B9 zum Niveau 1 — v € (0,1) (gegen die Alternative
H, : 8 # Bo) die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls

_|B-8B]

> tna1_(1-y)/2- 39
N 2,1-(1-7)/2 (39)

Beachte

e Von besonderem Interesse ist der Test der Hypothese Hy : § = 0 (gegen die Alternative Hy : 8 # 0).

e Hierbei wird die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls
1Bl

N CE > th—2,1-(1-7)/2 - (40)

Beispiel (vgl. L.J. Kazmier (1999) Wirtschaftsstatistik. McGraw-Hill, S. 256fT.)

e FEine Speditionsfirma will anhand von 10 zufillig ausgewihlten Lkw-Lieferungen untersuchen, ob ein
bzw. welcher Zusammenhang zwischen der Lange des Transportweges (in km) und der Lieferzeit (in
Tagen) von der Abholbereitstellung bis zum Eintreffen der Lieferung beim Empfinger besteht.

e Es wurden die folgenden Daten erhoben:

Nummer der Lieferung | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Weglange (in km) 825 | 215 | 1070 | 550 | 480 | 920 | 1350 | 325 | 670 | 1215
Lieferzeit (in Tagen) | 3.5 | 1.0 | 40 | 2.0 | 1.0 | 3.0 | 45 | 1.5 | 3.0 | 5.0

e Dabei werden die Wegléngen als Ausgangsvariablen (X) und die Lieferzeiten als Zielvariablen (Y)
aufgefasst.
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e Aus diesen Daten ergeben sich gemif (16) die folgenden Schitzwerte fiir den Regressionskoeffizienten
B bzw. Regressionskonstante a:

2
o Sz ~ — S
'B=82_y =0.0036 , a =70 — BT10 = 0.11.
rr
e Die geschitzte Regressionsgerade hat somit die Gestalt: 5 = 0.11 + 0.0036zx.

e Hieraus ergeben sich die geschitzten Lieferzeiten y; bzw. die Residuen &; fiir die beobachteten Weg-
langen z;:

Nummer der Lieferung 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
beobachtete Lieferzeit | 3.5 | 1.0 | 4.0 2.0 1.0 3.0 4.5 15 | 3.0 | 5.0
geschitzte Lieferzeit 3.08 1088|396 | 2.09 | 1.84 | 3.42 | 4.97 | 1.28 | 2.52 | 4.48
Residuum 0.42 | 0.12 | 0.04 | -0.09 | -0.84 | -0.42 | -0.47 | 0.22 | 0.48 | 0.52

e Als Schiitzwert der Varianz o2 der Storgrofen g1, . ..,&1¢ ergibt sich somit gemif (26)
L Jo
S? ==Y & ~0.48”.

e Um zu priifen, ob tiberhaupt ein (signifikanter) Zusammenhang zwischen der Lénge des Transportweges
und der Lieferzeit besteht, soll nun die Hypothese Hy : 8 = 0 (gegen die Alternative H; : 8 # 0) zum
Niveau 1 — v = 0.05 getestet werden.

e Aus den beobachteten Daten ergibt sich, dass

10 10
Tio =762, » 7 =T7104300, | a?-107%, =1139.24
=1 =1
und somit R
18] _ 0.0036 _ 0.0036 _

9.00.

A —»  0.48/1139.24  0.0004
S/\/Zgl z? — 10x%0 /

o Andererseits gilt tg,0.975 = 2.306.

e Gemil (40) wird also die Hypothese Hy : 8 = 0 abgelehnt, d.h., es besteht ein signifikanter Zusam-
menhang zwischen der Linge des Transportweges und der Lieferzeit.

5.2.2 Konfidenzintervalle; Prognose von Zielwerten

e Aus (38) und (39) ergeben sich ohne weiteres die folgenden Konfindenzintervalle zum Niveau v € (0, 1) fiir
die Modellparameter o und .

e Und zwar gilt jeweils mit Wahrscheinlichkeit v

n

a—tn_Q’l_(l_.Y)/QS (z mf)/(n(n — 1)S%z) <oa< a+tn_271_(1_7)/2s (Z .’L'?)/(’I’L(’I’L — ].)ng) (41)

i=1 i=1

und
,B - tn_g,l_(l_fy)/QS/ (TL - ].)Siw < B < 6 + tn_271_(1_7)/25/ (TL - l)S%z . (42)
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Beachte

e Auf dhnliche Weise kann man auch ein Konfidenzintervall zum Niveau v € (0,1) fiir den erwarteten
Zielwert o 4+ Bz herleiten, der einem vorgegebenen Wert zo € R der Ausgangsvariable X entspricht.

e Von besonderem Interesse ist dabei natiirlich der Fall, dass zg & {1, ...,2,}, d-h., wenn an der Stelle
xzo keine Daten erhoben werden.

Theorem 5.6 Sei zy € R eine beliebige reelle Zahl.

1. Durch den Ansatz a + Exo ist ein erwartungstrever Schitzer fir o + fxg gegeben mit

a+on~N(a+ﬂx0,02(%+%)). (43)

2. Mit Wahrscheinlichkeit v gilt

~ 5 1 (o —Tn)? ~ % 1 (zo—Tn)?
a+ fxg — tn2,1(17)/25\/5 + m <a+ pry<a+ Bxg+ tnfz,lf(lf'v)/zs E + m
(44)

Beweis

e Weil @ und 3 erwartungstreue Schéitzer fiir a bzw. 3 sind, ergibt sich aus der Linearitét des Erwar-
tungswertes, dass E (@ + Bzo) = Ea + 2oE 8 = a + Szo.

e Auferdem ergibt sich aus (29)—(30) und aus den allgemeinen Rechenregeln der Varianz, dass

Var (@ + Bzo) = Vara+ :zsgVarfJ’\ + 220Cov (@, B)
_ Z 2 g .’13'(2) _ 202.7}'05”
n(n — 1 n(n—1)s2, P (n—1)s2, (n—1)s2,

o? 1 &
= T (- Y el -7+ 7 - 2m0Tn + 5)

_1)s2
(n—1)s3, \n &
o 1 Q2 o2 = \2
BEAC AL tp

2

_ 02(1 + (To — Tn) )

n  (n—-1)sZ,
e Weil a + ﬂwo eine Linearkombination der unabhéngigen und normalverteilten Zielvariablen Y1,...,Y,
ist, folgt aus Korollar WR-3.2, dass & + ﬂxo ebenfalls normalverteilt ist.
e Damit ist die Giiltigkeit von Teilaussage 1 bewiesen.
e In Theorem 5.5 hatten wir gezeigt, dass die Zufallsvariablen (&, E) und S? unabhiingig sind.
e Folglich sind auch die Zufallsvariablen a + on und S? unabhiingig, vgl. Theorem WR-3.18.

e Aus Teilaussage 1, aus (31) und aus der Definition der t-Verteilung ergibt sich nun, dass

a + Bxo — (a + Bxo)

~ th2.
1 xo — a:n)2
n (n—1)s

e Hieraus ergibt sich die Giiltigkeit von (44). O
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Beachte

e Bei gegebenen (Ausgangs- und Ziel-) Daten (z1,41),- .., (Zn,yn) ist die Linge des in (44) hergeleiteten
Konfidenzintervalls fiir a + Sz eine monoton nichtfallende Funktion des Abstandes |xg — T |, die ihr
Minimum im Punkt z¢ = Z,, annimmt.

e Die in (44) hergeleitete Intervallschitzung fiir a + Sxq ist also dann am genauesten, wenn der Wert x
im ,Zentrum” der (Ausgangs-) Werte z1, ..., z, liegt.
o Mit anderen Worten: In (44) wurde ein zufilliges Intervall hergeleitet, in dem

— der (unbekannte) Erwartungswert EYy = a + Sxz¢ der Zufallsvariable Yy = a + Sxg + €0 mit der
(vorgegebenen) Wahrscheinlichkeit «y liegt, wobei
— die Storgrofe g9 normalverteilt und unabhiingig von den Stérgrofen g1, ..., &, ist; g9 ~ N(0,0?).

Wir bestimmen nun ein zufilliges Intervall, in dem nicht der Erwartungswert E Yy, sondern die Zielgrofie Yy selbst
mit der Wahrscheinlichkeit v liegt.
Definition

e Seien L,U : Q@ — R zwei Zufallsvariablen, so dass P(L <U) =1und P(L <Yy < U) > 7.

e Dann sagt man, dass das zufillige Intervall (L,U) ein Prognoseintervall fiir die Zielvariable Yy zum
Niveau v ist.

Theorem 5.7 Mit Wahrscheinlichkeit v gilt

(To — Tn)?
(n - I)S%w

(To —Tn)?

(n - 1)S%z . (45)

~ 1 ~ 1
a+ﬂz’0—tn2,1(17)/25\/1 + E + < YE) < Oé+,8-'13(] +tn2,1(17)/25\/1 + E +

Beweis
o Offenbar gilt
E (Yo — (@+ Bxo)) = EYy—E(@+ Bxo)
a+ Brg — (a+ Prg) =0.

Aus _der Unabhéngigkeit der Storgréfen eo,e1,...,e, folgt, dass auch die Zufallsvariablen Y, und
(@, 8,5?) unabhingig sind.

e Somit gilt
Var (Yo — (@ + Bz0)) = VarYy + Var (@ + Bao)
_ 2 2 (1 (w0 — Fn)?
- ot (n+(n—1)sgm)'

Weil auRerdem Yy ~ N(a + Bzg,0?), ergibt sich hieraus und aus (43), dass

Yo — (@ + Bxo) ~ N(O,a2(1+ % + %))

e Aus (31) und aus der Definition der t-Verteilung ergibt sich nun, dass
Yo— (@+ 3330)

1 I RY

s \/1 w1y o m

(’I’L - l)sg'z

~ tph—2.

Damit ist die Behauptung bewiesen. O
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5.2.3 Simultane Konfidenzbereiche; Konfidenzbénder

e Auf dhnliche Weise wie in Theorem 5.6 kann man sogenannte simultane Konfidenzbereiche zum Niveau

v € (0,1) gleichzeitig fiir meherere erwartete Zielwerte a + Bxo;, ¢ = 1,...,m herleiten, die vorgegebenen
(Ausgangs-) Werten o1, . .., Zom € R entsprechen.

e Dabei ist erneut der Fall zqg1,...,zom & {%1,...,2Zn} von besonderem Interesse, d.h., wenn an den Stellen
Zo1,- - -, Tom keine Daten erhoben werden.

Hierfiir ist die folgende Bonferroni-Ungleichung niitzlich.

Lemma 5.4  Fir jede natirliche Zahl m = 1,2, ... und fir beliebige Ereignisse Ay,..., A,, € F gilt

P(é A,-) > Zml]p(Ai) —(m—1). (46)
Beweis Aus der Subadditivitdt von Wahrscheinlichkeitsmafien (vgl. Theorem WR-2.2) ergibt sich, dass
Mﬁ&)zl_ﬂgg)
> 1) p(4
=
_ ip(A,.) . i(]?(Ai) £ B(42))
= g]P’(Ai)-i-l—m. -

Theorem 5.8 Die Wahrscheinlichkeit, dass

~ 5 1 (@i —Tn)? ~ 3 L (woi —Tn)?
a+ fBxo; tn2,1(1'y)/(2m)s\/n + (n—1)s, <a+fro < a+Pfroittn 21 (1-~)/2m)S ot (n—1)s2,
(47)
gleichzeitig fiir jedes i = 1,...,m gilt, ist mindestens gleich ~.
Beweis
e Gemaf Teilaussage 2 von Theorem 5.6 ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes der m Ereignisse A1,..., A
in (47) gegeben durch
v =1-— 1__7
—

e Aus Lemma 5.4 ergibt sich nun fiir die Wahrscheinlichkeit des Durchschnittes 4; N...N A,,, dass

P(ﬁAi) > imi)—(m—n
(1-=2) -1
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Beachte

e Das kartesische Produkt der m Intervalle in (47) heifit simultaner Konfidenzbereich fiir den Vektor
(o + Bxo1y-- -+ BTom)-
e Wir kénnen noch einen Schritt weiter gehen als in Theorem 5.8 und fragen, ob es eine Zahl a, > 0
gibt, so dass die Wahrscheinlichkeit mindestens gleich + ist, dass
~ . 7 1 (z—7n)? SN 1 (z—Tp)?
a+pr—a,S E+m<a+ﬂx<a+ﬂx+a75’ E+m (48)
gleichzeitig fiir jedes x € R gilt.
e Die Menge B, C R? mit

(x —Tp)?

_ 1 I 1, (@=)
B, =4 (z,y) e R : &+ Pfxr—a,S -t <y<a+pr+a,S -t (49

(n —1)sz, (n —1)sz,

heifst dann Konfidenzband zum Niveau + fiir die Regressionsgerade y = a + fSx.

Bei der Losung dieser Fragestellung ist die Klasse der F-Verteilungen in Verbindung mit dem folgenden Hilfssatz
niitzlich.

Lemma 5.5 Seien a,b,c,d € R beliebige reelle Zahlen mit a # 0, ¢ > 0 und d > 0. Dann gilt
(a+ bx)? v
—_— 7

zeR ¢ + dx? c

Beweis

e Die Behauptung gilt genau dann, wenn fiir alle z € R
2d 2 b2
(a+bz)* <a®+ T4+ %
c
und wenn es ein z € R gibt, so dass beide Seiten dieser Ungleichung {ibereinstimmen.
e Die Ungleichung gilt genau dann, wenn
a’dz®  cb?

+ i bzw. 2abcdz < (adx)? + (cb)?.

o Die letzte Ungleichung ergibt sich unmittelbar aus der binomischen Formel, und fiir z = ¢b/(ad) gilt
die Gleichheit. |

2abxr <

Theorem 5.9 Sei ay, = \/2F, ,_» . Dann ist durch die in (49) definierte Menge B, C R? ein Konfidenzband
zum Niveau v fiir die Regressionsgerade y = a + Sz gegeben.

Beweis
e Die Behauptung ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass
IF,(((@ + Bz) = (a + Bz))*

(L4 M)

n (n - l)s%w

< a,zy fiir jedes z € R) =7

bzw.

H,,(max (@ + o) — o+ Br))”
z€R 52(1 N (m—fn)z)

n  (n—1)sZ,

< ai) =7. (51)



5 EINFACHE LINEARE REGRESSION 142

e Aus (16) ergibt sich, dass a+ Br=Yn+pB (z —Tp). Weil @ und B erwartungstreue Schétzer fiir o bzw.

B sind, gilt auBerdem, dass o+ Bz =EY,, + B(z — T,).

e Wir fiihren deshalb die gleiche Skalenverschiebung durch, die wir bereits im Beweis von Theorem 5.5

Beachte

betrachtet haben:

! = .
T; =Ti — T, Vi=1,...,n,

d.h. wir nehmen (0.B.d.A.) an, dass T, = 0.

Mit anderen Worten: Anstelle (51) zeigen wir, dass

— = = 2
P( (Vo —EYV2) + (B - B)z) 2>_
max 5 ay | =~.
TER 1 x
s+ o)
n (TL - l)sww
Weil S? nicht von z abhiingt, ergibt sich aus Lemma 5.5, dass

2

o (Vo —EY,) + (B - B)a) n(¥n-EY,) + (n—1)s2, (8- p)’
zER 52 (1 N 1172 ) S2
n (’I’L - l)siz

(Vu -EY,)" (B-8)°

(=R

Weil Z,, = 0 und weil demzufolge Y, = a gilt, ergibt sich aus Theorem 5.5, dass die Zufallsvaria-
blen Y,, und normalverteilt und unkorreliert (und somit gemif Teilaussage 2 von Lemma 5.3 auch
unabhingig) sind, vgl. auch Ubungsaufgabe 2.3.

Der Zahler des letzten Quotienten ist also die Summe der Quadrate von zwei unabhingigen N(0, 1)-
verteilten Zufallsvariablen, d.h., der Zéhler ist x3-verteilt.

Auflerdem ergibt sich aus Theorem 5.5, dass Zahler und Nenner unabhingig sind und dass
(n=2)8%/0® ~ x5, 5.

Hieraus und aus der Definition der F-Verteilung folgt, dass (51) gilt, falls

1\9|ng

=Fopn_o~-
2,n—2,y O

Es gilt t,_21-(1—+)/(2m) > \/2F2,n—2,4 fiir jedes hinreichend grofe m.

Hieraus folgt, dass der simultane Konfidenzbereich, der in Theorem 5.8 mit Hilfe der Bonferroni-
Ungleichung (46) hergeleitet worden ist, fiir groke m gréfer ist als der simultane Konfidenzbereich, der
sich aus dem in Theorem 5.9 konstruierten Konfidenzband ergibt.

Auf den ersten Blick scheint dies ein Widerspruch zu sein, weil in Theorem 5.9 die Uberdeckungseigen-
schaft fiir alle x € R gefordert wird, wiahrend diese Eigenschaft in Theorem 5.8 nur fiir endlich viele
Ausgangswerte xo1, . . . , Lo, betrachtet wird.

Der Grund, dass Theorem 5.9 fiir grofe m zu kleineren (d.h. besseren) simultanen Konfidenzbereichen
fiihrt, besteht darin, dass die Bonferroni-Ungleichung (46) fiir grofie m nur eine sehr ungenaue untere

Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit P(ﬂ;ll A,-) liefert.
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6 Tabellen fiir Verteilungsfunktionen und Quantile

Tabelle 1 Verteilungsfunktion ®(z) der Standardnormalverteilung
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x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 | 0,500000 0,503989 0,507978 0,511967 0,515953 0,519939  0,523922  0,527903 0,531881  0,535856
0,1 | 0,539828 0,543795 0,547758 0,551717 0,555670 0,559618  0,563559  0,567495 0,571424  0,575345
0,2 | 0,579260 0,583166 0,587064 0,590954 0,594835 0,598706  0,602568 0,606420 0,610261  0,614092
0,3 | 0617911 0,621719 0,625516 0,629300 0,633072 0,636831  0,640576  0,644309  0,648027  0,651732
0,4 | 0,655422 0,659097 0,662757 0,666402 0,670031 0,673645 0,677242  0,680822  0,684386  0,687933
0,5 | 0,691462 0,694974 0,698468 0,701944  0,705402 0,708840  0,712260 0,715661  0,719043  0,722405
0,6 | 0,725747 0,729069 0,732371 0,735653  0,738914  0,742154 0,745373  0,748571 0,751748  0,754903
0,7 | 0,758036 0,761148 0,764238 0,767305 0,770350 0,773373  0,776373  0,779350  0,782305  0,785236
0,8 | 0,788145 0,791030 0,793892 0,796731 0,799546 0,802338  0,805106 0,807850  0,810570  0,813267
0,9 | 0,815940 0,818589 0,821214 0,823814 0,826391 0,828944 0,831472 0,833977  0,836457  0,838913
1,0 | 0,841345 0,843752 0,846136  0,848495 0,850830 0,853141 0,855428 0,857690 0,859929  0,862143
1,1 | 0,864334  0,866500 0,868643 0,870762 0,872857 0,874928 0,876976 0,878999  0,881000 0,882977
1,2 | 0,884930 0,886860 0,888767 0,890651 0,892512  0,894350 0,896165 0,897958  0,899727  0,901475
1,3 | 0,903199  0,904902 0,906582 0,908241  0,909877 0,911492 0,913085 0,914656 0,916207 0,917736
1,4 | 0,919243  0,920730  0,922196 0,923641  0,925066  0,926471 0,927855 0,929219  0,930563  0,931888
1,5 | 0,933193  0,934478 0,935744  0,936992  0,938220  0,939429  0,940620 0,941792  0,942947  0,944083
1,6 | 0,945201  0,946301  0,947384  0,948449  0,949497  0,950529 0,951543  0,952540 0,953521  0,954486
1,7 | 0,955435  0,956367 0,957284  0,958185  0,959071  0,959941  0,960796 0,961636  0,962462  0,963273
1,8 | 0,964070 0,964852  0,965621 0,966375 0,967116 0,967843  0,968557 0,969258  0,969946  0,970621
1,9 | 0,971284 0,971933  0,972571  0,973197 0,973810 0,974412 0,975002 0,975581 0,976148  0,976705
2,0 | 0,977250 0,977784 0,978308 0,978822 0,979325 0,979818  0,980301  0,980774  0,981237  0,981691
2,1 | 0,982136 0,982571 0,982997 0,983414 0,983823 0,984222 0,984614  0,984997  0,985371  0,985738
2,2 | 0,986097 0,986447 0,986791 0,987126 0,987455 0,987776  0,988089  0,988396  0,988696  0,988989
2,3 | 0,989276 0,989556 0,989830 0,990097  0,990358  0,990613  0,990863 0,991106 0,991344  0,991576
2,4 | 0,991802 0,992024 0,992240 0,992451  0,992656  0,992857  0,993053  0,993244  0,993431  0,993613
2,5 | 0,993790 0,993963  0,994132  0,994297  0,994457  0,994614  0,994766  0,994915  0,995060  0,995201
2,6 | 0,995339 0,995473  0,995603 0,995731  0,995855 0,995975  0,996093  0,996207  0,996319  0,996427
2,7 | 0,996533 0,996636  0,996736  0,996833  0,996928  0,997020  0,997110  0,997197  0,997282  0,997365
2,8 | 0,997445 0,997523  0,997599  0,997673  0,997744  0,997814  0,097882  0,997948  0,998012  0,998074
2,9 | 0,998134 0,998193 0,998250 0,998305 0,998359 0,998411  0,998462  0,998511  0,998559  0,998605
3,0 | 0,998650 0,998694 0,998736 0,998777 0,998817  0,998856  0,998893  0,998930  0,998965  0,998999
3,5 | 0,999767 0,999776  0,999784  0,999792  0,999800  0,999807  0,999815  0,999821  0,999828  0,999835
4,0 | 0,999968 0,999970  0,999971  0,999972  0,999973  0,999974  0,999975  0,999976  0,999977  0,999978
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Tabelle 2 ~-Quantil x7 , der x*>-Verteilung mit 7 Freiheitsgraden

r\a .005 .01 .025 .05 .10 .90 .95 975 .99 .995
1 .00004 | .00016 | .00098 | .0039 .0158 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88
2 .0100 .0201 .0506 .1026 .2107 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60
3 .0717 115 216 .352 .584 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84
4 .207 .297 .484 711 1.064 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86
5 412 .554 .831 1.15 1.61 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75
6 676 .872 1.24 1.64 2.20 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55
7 .989 1.24 1.69 2.17 2.83 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28
8 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 13.36 15.51 17.53 20.09 21.96
9 1.73 2.09 2.70 3.33 4.17 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59
10 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19
11 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 17.28 19.68 21.92 24.73 26.76
12 3.07 3.57 4.40 5.23 6.30 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30
13 3.57 4.11 5.01 5.89 7.04 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32
15 4.6 5.23 6.26 7.26 8.55 22.31 25 27.49 30.58 32.80
16 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27
18 6.26 7.01 8.23 9.39 10.86 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16
20 7.43 8.26 9.59 10.85 12.44 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00
24 9.89 10.86 12.40 13.85 15.66 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56
30 13.79 14.95 16.79 18.49 20.60 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67
40 20.71 22.16 24.43 26.51 29.05 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77
60 35.53 37.48 40.48 43.19 46.46 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95
120 83.85 86.92 91.58 95.70 | 100.62 | 140.23 | 146.57 | 152.21 | 158.95 | 163.64

144



6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 3 v-Quantil ¢, , der t-Verteilung mit r Freiheitsgraden

r\a| 065 | 07 | 075 | 08 | 0,85 | 09 | 095 | 0975 | 099 | 0,995
1 0,510 | 0,727 | 1,000 | 1,376 | 1,963 | 3,078 | 6,314 | 12,706 | 31,821 | 63,656
2 | 0,445 | 0,617 | 0,816 | 1,061 | 1,386 | 1,886 | 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9,925
3 | 0,424 | 0,584 | 0,765 | 0,978 | 1,250 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841
4 | 0,414 | 0,569 | 0,741 | 0,941 | 1,190 | 1,533 | 2,132 | 2,776 | 3,747 | 4,604
5 | 0,408 | 0,559 | 0,727 | 0,920 | 1,156 | 1,476 | 2,015 | 2,571 | 3,365 | 4,032
6 | 0,404 | 0,553 | 0,718 | 0,906 | 1,134 | 1,440 | 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707
7 | 0,02 | 0,549 | 0,711 | 0,896 | 1,119 | 1,415 | 1,895 | 2,365 | 2,998 | 3,499
8 | 0,399 | 0,546 | 0,706 | 0,889 | 1,108 | 1,397 | 1,860 | 2,306 | 2,896 | 3,355
9 | 0,398 | 0,543 | 0,703 | 0,883 | 1,100 | 1,383 | 1,833 | 2,262 | 2,821 | 3,250
10 | 0,397 | 0,542 | 0,700 | 0,879 | 1,093 | 1,372 | 1,812 | 2,228 | 2,764 | 3,169
11 | 0,396 | 0,540 | 0,697 | 0,876 | 1,088 | 1,363 | 1,796 | 2,201 | 2,718 | 3,106
12 | 0,395 | 0,539 | 0,695 | 0,873 | 1,083 | 1,356 | 1,782 | 2,179 | 2,681 | 3,055
13 | 0,394 | 0,538 | 0,694 | 0,870 | 1,079 | 1,350 | 1,771 | 2,160 | 2,650 | 3,012
14 | 0,393 | 0,537 | 0,692 | 0,868 | 1,076 | 1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,624 | 2,977
15 | 0,393 | 0,536 | 0,691 | 0,866 | 1,074 | 1,341 | 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2,947
16 | 0,392 | 0,535 | 0,690 | 0,865 | 1,071 | 1,337 | 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2,921
17 | 0,392 | 0,534 | 0,689 | 0,863 | 1,069 | 1,333 | 1,740 | 2,110 | 2,567 | 2,898
18 | 0,392 | 0,534 | 0,688 | 0,862 | 1,067 | 1,330 | 1,734 | 2,101 | 2,552 | 2,878
19 | 0,391 | 0,533 | 0,688 | 0,861 | 1,066 | 1,328 | 1,729 | 2,093 | 2,539 | 2,861

20 | 0,391 | 0,533 | 0,687 | 0,860 | 1,064 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845
21 | 0,391 | 0,532 | 0,686 | 0,859 | 1,063 | 1,323 | 1,721 | 2,080 | 2,518 | 2,831
22 | 0,390 | 0,532 | 0,686 | 0,858 | 1,061 | 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2,508 | 2,819
23 | 0,390 | 0,532 | 0,685 | 0,858 | 1,060 | 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807
24 | 0,390 | 0,531 | 0,685 | 0,857 | 1,059 | 1,318 | 1,711 | 2,064 | 2,492 | 2,797
25 | 0,390 | 0,531 | 0,684 | 0,856 | 1,058 | 1,316 | 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787
30 | 0,389 | 0,530 | 0,683 | 0,854 | 1,055 | 1,310 | 1,697 | 2,042 | 2,457 | 2,750
40 | 0,388 | 0,529 | 0,681 | 0,851 | 1,050 | 1,303 | 1,684 | 2,021 | 2,423 | 2,704
50 | 0,388 | 0,528 | 0,679 | 0,849 | 1,047 | 1,299 | 1,676 | 2,009 | 2,403 | 2,678
60 | 0,387 | 0,527 | 0,679 | 0,848 | 1,045 | 1,296 | 1,671 | 2,000 | 2,390 | 2,660
70 | 0,387 | 0,527 | 0,678 | 0,847 | 1,044 | 1,294 | 1,667 | 1,994 | 2,381 | 2,648
80 | 0,387 | 0,526 | 0,678 | 0,846 | 1,043 | 1,292 | 1,664 | 1,990 | 2,374 | 2,639
90 | 0,387 | 0,526 | 0,677 | 0,846 | 1,042 | 1,201 | 1,662 | 1,987 | 2,368 | 2,632
100 | 0,386 | 0,526 | 0,677 | 0,845 | 1,042 | 1,290 | 1,660 | 1,984 | 2,364 | 2,626
150 | 0,386 | 0,526 | 0,676 | 0,844 | 1,040 | 1,287 | 1,655 | 1,976 | 2,351 | 2,609
200 | 0,386 | 0,525 | 0,676 | 0,843 | 1,039 | 1,286 | 1,653 | 1,972 | 2,345 | 2,601
500 | 0,386 | 0,525 | 0,675 | 0,842 | 1,038 | 1,283 | 1,648 | 1,965 | 2,334 | 2,586
1000 | 0,385 | 0,525 | 0,675 | 0,842 | 1,037 | 1,282 | 1,646 | 1,962 | 2,330 | 2,581
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6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 146
Tabelle 4a +-Quantil F, ; , der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden
s\r| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 a
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 243 244 0,95
4052 | 4999 | 5403 | 5625 | 5764 | 5859 | 5928 | 5981 | 6022 | 6056 | 6082 | 6106 || 0,99
2 18,51 | 19,00 | 19,16 | 19,25 | 19,30 | 19,33 | 19,36 | 19,37 | 19,38 | 19,39 | 19,40 | 19,41 || 0,95
98,49 | 99,00 | 99,17 | 99.25 | 99,30 | 99,33 | 99,34 | 99,36 | 99,38 | 99,40 | 99.41 | 99,42 || 0,99
3 110,13 ] 9,55 | 9,28 | 9,12 | 901 | 894 | 888 | 884 | 881 | 878 | 876 | 874 | 0,95
30,82 | 29,46 | 28,71 | 28,24 | 27,91 | 27,67 | 27,49 | 27,34 | 27,23 | 27,13 | 27,05 | 26,92 || 0,99
4 7,71 6,94 | 6,59 | 6,39 | 6,26 6,16 | 6,09 | 6,04 | 6,00 5,96 | 5,93 5,91 0,95
21,20 | 18,00 | 16,69 | 15,98 | 15,52 | 15,21 | 14,98 | 14,80 | 14,66 | 14,54 | 14,45 | 14,37 || 0,99
5 661 | 579 | 541 | 519 | 505 | 495 | 488 | 482 | 4,78 | 4,74 | 4,70 | 4,68 || 0,95
16,26 | 13,27 | 12,06 | 11,39 | 10,97 | 10,67 | 10,45 | 10,27 | 10,15 | 10,05 | 9,96 | 9,89 || 0,99
6 599 | 5,14 | 476 | 453 | 4,39 | 428 | 421 | 415 | 410 | 4,06 | 403 | 4,00 || 0,95
13,74 | 10,92 | 9,78 | 9,15 | 8,75 | 847 | 826 | 810 | 7,98 | 7,87 | 7,79 | 7,72 || 0,99
7 5,09 | 4,74 | 4,35 4,12 3,97 | 3,87 | 3,79 | 3,73 | 3,68 | 3,63 3,60 | 3,57 | 0,95
12,25 | 955 | 845 | 7,85 | 7.46 | 7,19 | 7,00 | 6,84 | 6,71 | 6,62 | 6,554 | 6,47 || 0,99
8 532 | 4,46 | 4,07 | 3,84 | 3,60 | 3,58 | 3,50 | 3,44 | 3,39 | 3,34 | 3,31 | 3,28 || 0,95
11,26 | 865 | 7,59 | 7,01 | 6,63 | 6,37 | 6,19 | 6,03 | 591 | 582 | 574 | 567 | 0,99
9 512 | 426 | 3,86 | 3,63 | 348 | 3,37 | 3,29 | 323 | 318 | 3,13 | 3,10 | 3,07 || 0,95
10,56 | 8,02 | 6,99 | 6,42 | 6,06 | 580 | 562 | 547 | 535 | 526 | 5,18 | 5,11 || 0,99
10 || 496 | 410 | 3,71 | 348 | 333 | 322 | 3,14 | 3,07 | 3,02 | 297 | 2,94 | 291 || 095
10,04 | 7,56 | 6,55 | 5,99 | 564 | 539 | 521 | 506 | 495 | 485 | 478 | 4,71 || 0,99
11 || 484 | 398 | 359 | 3,36 | 320 | 3,09 | 3,01 | 295 | 2,90 | 2,8 | 2,82 | 2,79 || 0,95
965 | 7,20 | 622 | 567 | 532 | 507 | 4,88 | 474 | 4,63 | 4,54 | 4,46 | 440 || 0,99
12 || 475 | 3,88 | 349 | 326 | 311 | 3,00 | 2,92 | 285 | 2,80 | 2,76 | 2,72 | 2,69 || 0,95
933 | 6,93 | 595 | 541 | 506 | 482 | 465 | 450 | 4,39 | 430 | 422 | 4,16 || 0,99




6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 147
Tabelle 4b ~-Quantil F} ; , der F-Verteilung mit (r,s) Freiheitsgraden
s\r 14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 00 a
1 245 246 248 249 250 251 252 253 253 254 254 254 0,95
6142 | 6169 | 6208 | 6234 | 6258 | 6286 | 6302 | 6323 | 6334 | 6352 | 6361 | 6366 || 0,99
2 || 19,42 | 19,43 | 19,44 | 1945 | 19,46 | 19,47 | 19,47 | 19,48 | 19,49 | 19,49 | 19,50 | 19,50 || 0,95
99,43 | 99,44 | 99.45 | 99.46 | 99,47 | 99,48 | 99.48 | 99.49 | 99,49 | 99.49 | 99.50 | 99,50 || 0,99
3 8,71 | 8,69 | 8,66 | 864 | 862 | 860 | 858 | 857 | 856 | 854 | 854 | 853 | 0,95
26,83 | 26,69 | 26,60 | 26,50 | 26,41 | 26,35 | 26,27 | 26,23 | 26,18 | 26,14 | 26,12 | 34,12 || 0,99
4 || 587 | 5,84 | 580 | 577 | 5,74 | 5,71 | 570 | 568 | 566 | 565 | 564 | 563 | 095
14,24 | 14,15 | 14,02 | 13,93 | 13,83 | 13,74 | 13,69 | 13,61 | 13,57 | 13,52 | 13,48 | 13,46 || 0,99
5 464 | 460 | 456 | 453 | 450 | 446 | 444 | 442 | 440 | 438 | 437 | 4,36 || 0,95
977 | 9,68 | 9,55 | 947 | 9,38 | 929 | 924 | 917 | 9,13 | 9,07 | 9,04 | 9,02 || 0,99
6 396 | 3,92 | 3,87 | 3,84 | 381 | 3,77 | 3,75 | 3,72 | 3,71 | 3,60 | 3,68 | 3,67 || 0,95
760 | 752 | 739 | 7,31 | 7,23 | 7,14 | 7,09 | 7,02 | 6,99 | 6,94 | 690 | 688 | 0,99
7 || 352 | 3,49 | 344 | 341 | 338 | 3,34 | 332 | 329 | 328 | 325 | 324 | 323 | 095
6,35 | 6,27 | 6,15 | 6,07 | 598 | 590 | 585 | 578 | 575 | 5,70 | 567 | 565 | 0,99
8 3,23 | 3,20 | 3,15 | 3,12 | 3,08 | 3,05 | 3,03 | 3,00 | 2,98 | 2,96 | 2,94 | 2,93 || 0,95
556 | 548 | 536 | 528 | 520 | 511 | 506 | 500 | 4,96 | 491 | 488 | 486 || 0,99
9 302 | 2,98 | 293 | 290 | 2,8 | 2,82 | 2,80 | 2,77 | 2,76 | 2,73 | 2,72 | 2,71 || 0,95
500 | 4,92 | 4,80 | 4,73 | 464 | 4,56 | 4,51 | 445 | 441 | 436 | 4,33 | 4,31 | 0,99
10 || 2,86 | 2,82 | 2,77 | 274 | 2,70 | 2,67 | 2,64 | 2,61 | 2,59 | 2,56 | 2,55 | 2,54 || 0,95
460 | 452 | 441 | 433 | 425 | 417 | 412 | 405 | 4,01 | 3,9 | 3,93 | 3,91 || 0,99
11 || 2,74 | 2,70 | 265 | 2,61 | 2,57 | 2,53 | 2,50 | 247 | 245 | 242 | 241 | 2,40 || 0,95
4,29 | 421 | 4,10 | 4,02 | 3,94 | 3,86 | 3,80 | 3,74 | 3,70 | 3,66 | 3,62 | 3,60 || 0,99
12 || 2,64 | 2,60 | 2,54 | 2,50 | 2,46 | 2,42 | 240 | 236 | 2,35 | 2,32 | 2,31 | 2,30 || 0,95
405 | 3,98 | 3,86 | 3,78 | 3,70 | 3,61 | 3,56 | 349 | 3,46 | 3,41 | 338 | 3,36 | 0,99




6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4c y-Quantil F,. ; o der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden

s\r| 1 2 3 4 5 6 7 | 8 9 |10 | 11| 12 | a
13 || 4,67 | 3,80 | 3,41 | 3,18 | 3,02 | 2,92 | 2,84 | 2,77 | 2,72 | 2,67 | 2,63 | 2,60 || 0,95
9,07 | 6,70 | 5,74 | 5,20 | 4,86 | 4,62 | 4,44 | 430 | 4,19 | 4,10 | 4,02 | 3,96 || 0,99
14 || 4,60 | 3,74 | 3,34 | 3,11 | 2,96 | 2,85 | 2,77 | 2,70 | 2,65 | 2,60 | 2,56 | 2,53 || 0,95
8,86 | 6,51 | 5,56 | 5,03 | 4,69 | 4,46 | 4,28 | 4,14 | 4,03 | 3,94 | 3,86 | 3,80 || 0,99
15 || 4,54 | 3,68 | 3,29 | 3,06 | 2,90 | 2,79 | 2,70 | 2,64 | 2,59 | 2,55 | 2,51 | 2,48 || 0,95
8,68 | 6,36 | 5,42 | 4,80 | 4,56 | 4,32 | 4,14 | 4,00 | 3,89 | 3,80 | 3,73 | 3,67 || 0,99
16 || 4,49 | 3,63 | 3,24 | 3,01 | 2,85 | 2,74 | 2,66 | 2,59 | 2,54 | 2,49 | 2,45 | 2,42 || 0,95
8,53 | 6,23 | 5,29 | 4,77 | 4,44 | 4,20 | 4,03 | 3,89 | 3,78 | 3,69 | 3,61 | 3,55 || 0,99
17 || 4,45 | 3,59 | 3,20 | 2,96 | 2,81 | 2,70 | 2,62 | 2,55 | 2,50 | 2,45 | 2,41 | 2,38 || 0,95
8,40 | 6,11 | 5,18 | 4,67 | 4,34 | 4,10 | 3,93 | 3,79 | 3,68 | 3,59 | 3,52 | 3,45 || 0,99
18 || 4,41 | 3,55 | 3,16 | 2,93 | 2,77 | 2,66 | 2,58 | 2,51 | 2,46 | 2,41 | 2,37 | 2,34 || 0,95
8,28 | 6,01 | 5,09 | 4,58 | 4,25 | 4,01 | 3,85 | 3,71 | 3,60 | 3,51 | 3,44 | 3,37 || 0,99
19 || 4,38 | 3,51 | 3,13 | 2,90 | 2,74 | 2,63 | 2,55 | 2,48 | 2,43 | 2,38 | 2,34 | 2,31 || 0,95
8,18 | 5,93 | 5,01 | 4,50 | 4,17 | 3,94 | 3,77 | 3,63 | 3,52 | 3,43 | 3,36 | 3,30 || 0,99
20 || 4,35 | 3,49 | 3,10 | 2,87 | 2,71 | 2,60 | 2,52 | 2,45 | 2,40 | 2,35 | 2,31 | 2,28 || 0,95
8,10 | 5,85 | 4,94 | 4,43 | 4,10 | 3,87 | 3,71 | 3,56 | 3,45 | 3,37 | 3,30 | 3,23 || 0,99
21 || 4,32 | 3,47 | 3,07 | 2,84 | 2,68 | 2,57 | 2,49 | 2,42 | 2,37 | 2,32 | 2,28 | 2,25 || 0,95
8,02 | 5,78 | 4,87 | 4,37 | 4,04 | 3,81 | 3,65 | 3,51 | 340 | 3,31 | 3,24 | 3,17 || 0,99
22 | 4,30 | 3,44 | 3,05 | 2,82 | 2,66 | 2,55 | 2,47 | 2,40 | 2,35 | 2,30 | 2,26 | 2,23 || 0,95
7,94 | 5,72 | 4,82 | 4,31 | 3,99 | 3,76 | 3,59 | 3,45 | 3,35 | 3,26 | 3,18 | 3,12 || 0,99
23 || 4,28 | 3,42 | 3,03 | 2,80 | 2,64 | 2,53 | 2,45 | 2,38 | 2,32 | 2,28 | 2,24 | 2,20 || 0,95
7,88 | 5,66 | 4,76 | 4,26 | 3,94 | 3,71 | 3,54 | 3,41 | 3,30 | 3,21 | 3,14 | 3,07 || 0,99
24 || 4,26 | 3,40 | 3,01 | 2,78 | 2,62 | 2,51 | 2,43 | 2,36 | 2,30 | 2,26 | 2,22 | 2,18 || 0,95
782 | 5,61 | 4,72 | 4,22 | 3,90 | 3,67 | 3,50 | 3,36 | 3,25 | 3,17 | 3,09 | 3,03 | 0,99
25 || 4,24 | 3,38 | 2,99 | 2,76 | 2,60 | 2,49 | 2,41 | 2,34 | 2,28 | 224 | 2,20 | 2,16 || 0,95
7,77 | 5,57 | 4,68 | 4,18 | 3,86 | 3,63 | 3,46 | 3,32 | 3,21 | 3,13 | 3,05 | 2,99 || 0,99
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6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4d v-Quantil F} ; , der F-Verteilung mit (r,s) Freiheitsgraden

s\r| 14 | 16 | 20 | 24 | 30 | 40 | 50 | 75 | 100 | 200 | 500 | oo a
13 || 2,55 | 2,51 | 2,46 | 2,42 | 2,38 | 2,34 | 2,32 | 2,28 | 2,26 | 2,24 | 2,22 | 2,21 || 0,95
385 | 3,78 | 3,67 | 3,59 | 3,51 | 342 | 337 | 3,30 | 3,27 | 3,21 | 3,18 | 3,16 || 0,99
14 || 248 | 2,44 | 2,39 | 2,35 | 2,31 | 2,27 | 2,24 | 2,21 | 2,19 | 2,16 | 2,14 | 2,13 || 0,95
3,70 | 3,62 | 3,51 | 3,43 | 3,34 | 3,26 | 3,21 | 3,14 | 3,11 | 3,06 | 3,02 | 3,00 || 0,99
15 || 243 | 2,39 | 2,33 [ 2,29 | 2,25 | 2,21 | 2,18 | 2,15 | 2,12 | 2,10 | 2,08 | 2,07 || 0,95
3,56 | 3,48 | 3,36 | 3,20 | 3,20 | 3,12 | 3,07 | 3,00 | 2,97 | 2,92 | 2,89 | 2,87 || 0,99
16 || 2,37 | 2,33 | 2,28 | 2,24 | 2,20 | 2,16 | 2,13 | 2,09 | 2,07 | 2,04 | 2,02 | 2,01 || 0,95
345 | 3,37 | 3,25 | 3,18 | 3,10 | 3,01 | 2,96 | 2,89 | 2,86 | 2,80 | 2,77 | 2,75 || 0,99
17 || 2,33 12,20 | 2,23 | 2,19 | 2,15 | 2,11 | 2,08 | 2,04 | 2,02 | 1,99 | 1,97 | 1,96 || 0,95
3,35 | 3,27 | 3,16 | 3,08 | 3,00 | 2,92 | 2,86 | 2,79 | 2,76 | 2,70 | 2,67 | 2,65 || 0,99
18 || 2,29 | 2,25 | 2,19 | 2,15 | 2,11 | 2,07 | 2,04 | 2,00 | 1,98 | 1,95 | 1,93 | 1,92 || 0,95
3,27 | 3,19 | 3,07 | 3,00 | 2,91 | 2,83 | 2,78 | 2,71 | 2,68 | 2,62 | 2,59 | 2,57 || 0,99
19 || 2,26 | 2,21 | 2,15 | 2,11 | 2,07 | 2,02 | 2,00 | 1,96 | 1,94 | 1,91 | 1,90 | 1,88 || 0,95
3,19 | 3,12 | 3,00 | 2,92 | 2,84 | 2,76 | 2,70 | 2,63 | 2,60 | 2,54 | 2,51 | 2,49 || 0,99
20 || 2,23 218|2712|208|204]|1,9 | 1,9 | 1,92 | 1,90 | 1,87 | 1,85 | 1,84 || 0,95
3,13 | 3,05 | 2,94 | 2,86 | 2,77 | 2,69 | 2,63 | 2,56 | 2,53 | 2,47 | 2,44 | 2,42 | 0,99
21 || 2,20 | 2,15 | 2,09 | 2,05 | 2,00 | 1,96 | 1,93 | 1,89 | 1,87 | 1,84 | 1,82 | 1,81 || 0,95
3,07 | 2,99 | 2,88 | 2,80 | 2,72 | 2,63 | 2,58 | 2,51 | 2,47 | 2,42 | 2,38 | 2,36 || 0,99
22 || 2,18 | 2,13 | 2,07 | 2,03 | 1,98 | 1,93 | 1,91 | 1,87 | 1,84 | 1,81 | 1,80 | 1,78 || 0,95
3,02 | 2,94 | 2,83 | 2,75 | 2,67 | 2,58 | 2,53 | 2,46 | 2,42 | 2,37 | 2,33 | 2,31 || 0,99
23 || 2,04 | 2,10 | 2,05 | 2,00 | 1,96 | 1,91 | 1,88 | 1,84 | 1,82 | 1,79 | 1,77 | 1,76 || 0,95
2,97 | 2,89 | 2,78 | 2,70 | 2,62 | 2,53 | 2,48 | 2,41 | 2,37 | 2,32 | 2,28 | 2,26 || 0,99
24 || 2,13 (209|202 |19 (194|180 | 1,86 | 182|180 1,76 | 1,74 | 1,73 || 0,95
2,93 | 2,85 | 2,74 | 2,66 | 2,58 | 2,49 | 2,44 | 2,36 | 2,33 | 2,27 | 2,23 | 2,21 || 0,99
25 || 2,11 | 2,06 | 2,00 | 1,96 | 1,92 | 1,87 | 1,84 | 1,80 | 1,77 | 1,74 | 1,72 | 1,71 || 0,95
2,89 | 2,81 | 2,70 | 2,62 | 2,54 | 2,45 | 2,40 | 2,32 | 2,29 | 2,23 | 2,19 | 2,17 || 0,99
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6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4e y-Quantil F, ; , der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden

s\r || 1 2 3 4 5 6 7 | 8 9 |10 | 11| 12 | a
2 | 4,22 | 3,37 | 2,98 | 2,74 | 2,59 | 247 | 2,39 | 2,32 | 2,27 | 2,22 | 2,18 | 2,15 || 0,95
772 | 5,53 | 4,64 | 4,14 | 3,82 | 3,59 | 342 | 329 | 3,17 | 3,09 | 3,02 | 2,96 || 0,99
27 || 4,21 | 3,35 | 2,96 | 2,73 | 2,57 | 2,46 | 2,37 | 2,30 | 2,25 | 2,20 | 2,16 | 2,13 || 0,95
7,68 | 5,49 | 4,60 | 4,11 | 3,79 | 3,56 | 3,39 | 3,26 | 3,14 | 3,06 | 2,98 | 2,93 || 0,99
28 || 4,20 | 3,34 | 2,95 | 2,71 | 2,56 | 2,44 | 2,36 | 2,29 | 2,24 | 2,19 | 2,15 | 2,12 || 0,95
7,64 | 545 | 4,57 | 4,07 | 3,76 | 3,53 | 3,36 | 3,23 | 3,11 | 3,03 | 2,95 | 2,90 || 0,99
29 | 4,18 | 3,33 [ 2,93 | 2,70 | 2,54 | 243 | 2,35 | 2,28 | 2,22 | 2,18 | 2,14 | 2,10 || 0,95
7,60 | 5,42 | 4,54 | 4,04 | 3,73 | 3,50 | 3,33 | 3,20 | 3,08 | 3,00 | 2,92 | 2,87 || 0,99
30 || 4,17 | 3,32 | 2,92 | 2,69 | 2,53 | 2,42 | 2,34 | 2,27 | 2,21 | 2,16 | 2,12 | 2,09 || 0,95
7,56 | 5,39 | 4,51 | 4,02 | 3,70 | 3,47 | 3,30 | 3,17 | 3,06 | 2,98 | 2,90 | 2,84 || 0,99
40 || 4,08 | 3,23 | 2,84 | 2,61 | 2,45 | 2,34 | 2,25 | 2,18 | 2,12 | 2,07 | 2,04 | 2,00 || 0,95
7,31 | 518 | 4,31 | 3,83 | 3,51 | 3,29 | 3,12 | 2,99 | 2,88 | 2,80 | 2,73 | 2,66 || 0,99
50 || 4,03 | 3,18 | 2,79 | 2,56 | 2,40 | 2,29 | 2,20 | 2,13 | 2,07 | 2,02 | 1,98 | 1,95 || 0,95
717 | 5,06 | 4,20 | 3,72 | 3,41 | 3,18 | 3,02 | 2,88 | 2,78 | 2,70 | 2,62 | 2,56 || 0,99
60 | 4,00 | 3,15 | 2,76 | 2,52 | 2,37 | 2,25 | 2,17 | 2,10 | 2,04 | 1,99 | 1,95 | 1,92 || 0,95
7,08 | 4,98 | 4,13 | 3,65 | 3,34 | 3,12 | 2,95 | 2,82 | 2,72 | 2,63 | 2,56 | 2,50 || 0,99
70 || 3,98 | 3,13 | 2,74 | 2,50 | 2,35 | 2,23 | 2,14 | 2,07 | 2,01 | 1,97 | 1,93 | 1,89 || 0,95
7,01 | 4,92 | 4,08 | 3,60 | 3,29 | 3,07 | 2,91 | 2,77 | 2,67 | 2,59 | 2,51 | 2,45 || 0,99
80 | 3,96 | 3,11 | 2,72 | 2,48 | 2,33 | 2,21 | 2,12 | 2,05 | 1,99 | 1,95 | 1,91 | 1,88 || 0,95
6,96 | 4,88 | 4,04 | 3,56 | 3,25 | 3,04 | 2,87 | 2,74 | 2,64 | 2,55 | 2,48 | 2,41 || 0,99
100 || 3,94 | 3,09 | 2,70 | 2,46 | 2,30 | 2,19 | 2,10 | 2,03 | 1,97 | 1,92 | 1,88 | 1,85 || 0,95
6,90 | 4,82 | 3,98 | 3,51 | 3,20 | 2,99 | 2,82 | 2,69 | 2,59 | 2,51 | 2,43 | 2,36 || 0,99
200 || 3,89 | 3,04 | 2,65 | 2,41 | 2,26 | 2,14 | 2,05 | 1,98 | 1,92 | 1,87 | 1,83 | 1,80 || 0,95
6,76 | 4,71 | 3,88 | 3,41 | 3,11 | 2,90 | 2,73 | 2,60 | 2,50 | 2,41 | 2,34 | 2,28 || 0,99
1000 || 3,85 | 3,00 | 2,61 | 2,38 | 2,22 | 2,10 | 2,02 | 1,95 | 1,89 | 1,84 | 1,80 | 1,76 || 0,95
6,66 | 4,62 | 3,80 | 3,34 | 3,04 | 2,82 | 2,66 | 2,53 | 2,43 | 2,34 | 2,26 | 2,20 || 0,99
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6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4f y-Quantil F, ;o der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden

s\r| 14 | 16 | 20 | 24 | 30 | 40 | 50 | 75 | 100 | 200 | 500 | oo a
26 || 2,00 | 2,05|1,99 | 1,95 | 1,90 | 1,85 | 1,82 | 1,78 | 1,76 | 1,72 | 1,70 | 1,69 || 0,95
2,86 | 2,77 | 2,66 | 2,58 | 2,50 | 2,41 | 2,36 | 2,28 | 2,25 | 2,19 | 2,15 | 2,13 || 0,99
27 || 2,08 | 2,03 | 1,97 | 1,93 | 1,88 | 1,84 | 1,80 | 1,76 | 1,74 | 1,71 | 1,68 | 1,67 || 0,95
2,83 | 2,74 | 2,63 | 2,55 | 2,47 | 2,38 | 2,33 | 2,25 | 2,21 | 2,16 | 2,12 | 2,10 || 0,99
28 || 2,06 2,02 1,96 | 1,91 |1,87 |18 |1,78|1,75| 1,72 | 1,69 | 1,67 | 1,65 || 0,95
2,80 | 2,71 | 2,60 | 2,52 | 2,44 | 2,35 | 2,30 | 2,22 | 2,18 | 2,13 | 2,09 | 2,06 || 0,99
29 || 2,05 (200 1,94| 1,90 | 1,85 | 1,80 | 1,77 | 1,73 | 1,71 | 1,68 | 1,65 | 1,64 || 0,95
2,77 | 2,68 | 2,57 | 2,49 | 241 | 2,32 | 2,27 | 2,19 | 2,15 | 2,10 | 2,06 | 2,03 || 0,99
30 || 2,04]1,99|1,93|1,89 | 1,84 1,79 | 1,76 | 1,72 | 1,69 | 1,66 | 1,64 | 1,62 || 0,95
2,74 | 2,66 | 2,55 | 2,47 | 2,38 | 2,20 | 2,24 | 2,16 | 2,13 | 2,07 | 2,03 | 2,01 || 0,99
40 || 1,95 | 1,90 | 1,84 | 1,79 | 1,74 | 1,69 | 1,66 | 1,61 | 1,59 | 1,55 | 1,53 | 1,51 || 0,95
2,56 | 249 | 2,37 | 2,29 | 2,20 | 2,11 | 2,05 | 1,97 | 1,94 | 1,88 | 1,84 | 1,81 || 0,99
50 || 1,90 | 1,85 | 1,78 | 1,74 | 1,69 | 1,63 | 1,60 | 1,55 | 1,52 | 1,48 | 1,46 | 1,44 || 0,95
246 | 2,39 | 2,26 | 2,18 | 2,10 | 2,00 | 1,94 | 1,86 | 1,82 | 1,76 | 1,71 | 1,68 || 0,99
60 || 1,86 | 1,81 | 1,75 | 1,70 | 1,65 | 1,59 | 1,56 | 1,50 | 1,48 | 1,44 | 1,41 | 1,39 || 0,95
240 | 2,32 | 2,20 | 2,12 | 2,03 | 1,93 | 1,87 | 1,79 | 1,74 | 1,68 | 1,63 | 1,60 || 0,99
70 || 1,84 | 1,79 | 1,72 | 1,67 | 1,62 | 1,56 | 1,53 | 1,47 | 1,45 | 140 | 1,37 | 1,35 || 0,95
2,35 | 2,28 | 2,15 | 2,07 | 1,98 | 1,88 | 1,82 | 1,74 | 1,69 | 1,62 | 1,56 | 1,53 || 0,99
80 || 1,82 | 1,77 | 1,70 | 1,65 | 1,60 | 1,54 | 1,51 | 145 | 1,42 | 1,38 | 1,35 | 1,32 || 0,95
2,32 [ 2,24 | 2,11 | 2,03 | 1,94 | 1,84 | 1,78 | 1,70 | 1,65 | 1,57 | 1,52 | 1,49 || 0,99
100 || 1,79 | 1,75 | 1,68 | 1,63 | 1,57 | 1,51 | 1,48 | 1,42 | 1,39 | 1,34 | 1,30 | 1,28 || 0,95
2,26 | 2,19 | 2,06 | 1,98 | 1,89 | 1,79 | 1,73 | 1,64 | 1,59 | 1,51 | 1,46 | 1,43 || 0,99
200 || 1,74 | 1,69 | 1,62 | 1,57 | 1,52 | 1,45 | 1,42 | 1,35 | 1,32 | 1,26 | 1,22 | 1,19 || 0,95
2,17 | 2,09 | 1,97 | 1,88 | 1,79 | 1,69 | 1,62 | 1,53 | 1,48 | 1,39 | 1,33 | 1,28 || 0,99
1000 || 1,70 | 1,65 | 1,58 | 1,53 | 1,47 | 1,41 | 1,36 | 1,30 | 1,26 | 1,19 | 1,13 | 1,08 || 0,95
2,09 | 2,01 | 1,89 | 1,81 | 1,71 | 1,61 | 1,54 | 1,44 | 1,38 | 1,28 | 1,19 | 1,11 || 0,99
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