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Bayessche Ansatze in der Geostatistik

1  Einleitung
1.1 Ubersicht

Die Geostatistik hat gerade in den vergangenen Jahren stark an Bedeutung gewonnen und in
unterschiedlichsten Bereichen Anwendung gefunden.

Ihr zentraler Aspekt ist die Analyse zeitlich-rAumlicher Daten. Ziel dabei ist es, aus
Punktmessungen Aussagen Uber Flachen oder gar Volumina machen zu kénnen.
Verschiedene Schétz- und Prognosemethoden sind hierbei hilfreiche Werkzeuge zur
Problemldsung. Im Bayesschen Ansatz wird formal nicht zwischen Prognose- und
Schétzproblemen unterschieden.

1.2 Vorgehensweise

In Kapitel 2 wird zunéchst eine kurze Einfiihrung in den Begriff ,,Geostatistik* geben. Dazu
ist es zweckmaRig, das geostatistische Modell grob zu umreiRen und anschlieend mit zwei
einfihrenden Beispielen Probleme in diesem Bereich naher zu bringen.

Um eine theoretische Grundlage fur weitere Analysen zu schaffen werden in Kapitel 3
Anwendungen der Bayesschen Paradigmas bei rdumlichen Daten vorgestelit.

Kapitel 4 befasst sich daraufhin mit konkreten Methoden der modell-basierten Geostatistik.
Hierbei wird das Gaul3-Modell als Basis fir Prognose- und Schatzmethoden fungieren.

Den letzten Abschnitt (Kapitel 5) bildet die Fallstudie ,,.Schweizer Regenfalldaten. Hiermit
soll ein umfassendes Beispiel fir ein geostatistisches Problem gegeben und die zuvor
betrachteten Methoden bezlglich ihrer praktischen Anwendung diskutiert werden.

2 Einfihrung und Motivation

2.1 Einfuhrung in das geostatistische Modell

Die Geostatistik umfasst den Bereich der raumlichen Statistik, der sich mit stetiger,
raumlicher Variation beschéftigt. Im Mittelpunkt steht dabei ein rdumliches Phanomen s(x),

welches in einem stetigen raumlichen Bereich Ac R? existiert. Dieses kann als eine
Realisierung eines stochastischen Prozesses S(¢) ={S(x): x € A} gesehen werden. Dieser ist
generell nicht direkt beobachtbar. Die Daten setzen sich aus Messungen Y,,...,Y, an Orten
X;,.., X, Zusammen, wobei Y, als ,,verrauschte* Version von S(x;) gesehen werden kann.
Weiterhin wird vorausgesetzt, dass das sog. ,,sampling design* fur x,,...,x, determi-nistisch
oder stochastisch ist, jedoch unabhangig vom Prozess S(+) .}

2.2 Zwei einflhrende Beispiele

Schweizer Regenfalldaten

Lvgl. Méller, J., (2003), S.43



Dieser Datensatz wurde haufig fur empirische Vergleiche von verschiedenen Methoden der
raumliche Interpolation verwendet. Als Ziel dieser Untersuchung stand die Konstruktion einer
raumlichen Karte von Niederschlagswerten in der Schweiz. Die Daten bestehen aus
Messungen des Regens am 8.Mai 1986 an 467 Orten in der Schweiz. 100 Datenpunkte
wurden dazu bendtzt, ein Modell fiir Prognosen zu erstellen. Die restlichen 367 Punkte
dienten dazu, die prognostizierten Werte empirisch zu iiberpriifen.?
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Abbildung 2.1. Schweizer Regenfalldaten an den Orten X,,..., X, . Die Grauskalierung von weif3 (kleine

Werte) bis schwarz (hohe Werte) gibt die Menge des gefallenen Regens, Y, ..., Yoo, Wieder.

Residuale Kontamination auf der Rongelap Insel

Diese Daten beruhen auf Messungen der residualen Kontamination auf der Rongelap Insel im
Pazifik, in dessen Gebiet die USA in 50er Jahren Atomtests durchftihrten. Ziel war es hierbei,
eine Entscheidung beziglich einer Wiederbesiedelung der Insel treffen zu kdnnen. Dazu
wurden verrauschte Messungen Y; der Casiumkonzentration uber einem Netz von

Messorten x, in 200 m Abstanden gemacht. Spater wurde in Quadraten in 40 m Abstanden

gemessen. Abbildung 2.2 zeigt eine Karte des ,,sampling design*.
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(Quelle: Méller, J., (2003), S.46)

2vgl. Méller, J., (2003), S.44
$vgl. Méller, J., (2003), S.44/45



Abbildung 2.2. Messpunkte fiir den Uberblick der residualen Kontamination der Rongelap Insel

3  Anwendungen des Bayesschen Paradigmas bei
raumlichen Daten

3.1 Modelle stationarer, raumlicher Prozesse

3.1.1 Grundlegendes Modell

Das Modell, mit welchem in diesem Abschnitt gearbeitet wird, ist
Y (%) = (X) + %) +&(X),

wobei die t(X) = X' (X)B Struktur des Mittelwertes ist. Die Residuen setzen sich aus zwei

Teilen zusammen, einem raumlichen und einem nicht-raumlichen. Die raumliche
Komponente wird durch @(x) dargestellt, der Realisierung eines null-zentrierten stationaren

Gaulprozesses. Daneben wird £(x) als unkorrelierter, reiner Fehlerterm gesehen, der den
nicht-raumlichen Teil ausmacht. Wahrend o(x) die Parameter o (Varianz des
Gaulprozesses, sog. ,,Schwelle*) und ¢ (Reichweite der Messungen) einfuihrt, kommt durch
£(x) dessen Varianz z? als neuer Modellparameter hinzu.*

3.1.2 Isotropes Modell

Zunachst sei bemerkt, dass die Spezifizierung der Korrelationsfunktion als Funktion einer
Separation zwischen zwei Seiten ein stationdres Modell ergibt. Geht man einen Schritt weiter
und spezifiziert die Korrelationsfunktion nur durch den Abstand || x, —x; ||, so erhalt man

Isotropie. Verschiedene Arten der Korrelationsfunktion werden in spéteren Abschnitten
besprochen.”
Betrachtet werden nun die Daten Y;(x),i =1,...,.n,und sei Y = (Y (x),...,Y(X,)).

Y sei multivariat-normalverteilt, d.h. Y ~N(X 3, ), wobei > =c’H(¢)+ 7’1 die
Kovarianzmatrix sei. Das zentrale Problem bei einer Bayesschen Analyse hierbei ist, eine
geeignete Definition fur z zu finden.

Sammelt man alle Modellparameter in einem Vektor 8 = (5,0%,7°,¢), so bendtigt eine

Bayessche Losung eine passende a priori Verteilung p(6) .
Parameterschéatzungen kdnnen dann aus der a posteriori Verteilung

p(@) < f(ylo)p(o),
wobei

*Vgl. Carlin,B.P., Banerjee, S., (2004), S.129
®>Vgl. Carlin,B.P., Banerjee, S., (2004), S.130



Y |0 ~N(XB,c°H(g)+7%),

bestimmt werden. Fur die verschiedenen Parameter werden im Allgemeinen unabhéngige a
priori Verteilungen gewahlt:

p(@)=p(B)p(c?)p(?)p(4)

Als nutzlich haben sich die multivariate Normalverteilung fur £ sowie die inverse
Gammaverteilung fir o° und r° erwiesen. Fiir ¢ wird oft eine Gammaverteilung

verwendet.®
Hé&ufig sind Aussagen uber den einzelnen Parameter von Interesse. Ein Punktschatzer oder
ein denkbares Intervall fir £ z.B. ergibt sich aus

p(B1Y)=|[[ p(B.c? 7% 41 y)do?dr?dg

< p(B)[[[ F(y16)p(c?)p(z?) p(p)do?drdg
Um nun eine Prognoseaussage flr Y an einem neuen Punkt X, zu erhalten, betrachten wir als
nachsten Schritt das sog. Bayessche ,,Kriging“. Mit den Notationen Y, =Y (x,)und

X, = X(X,) ergibt sich eine Ldsung fur den unbekannten Wert Y (x,) dadurch, die
Prognoseverteilung

P(Yo 1Y, X, %) = [ P(¥0, 01y, X, %,)dO
~ [ (Yo 1Y.6.%,)p(0 1y, X)d0

zu finden, wobei p(y, |y, X, X,) eine Normalverteilung hat, welche sich aus der
gemeinsamen Verteilung von Y, und den Daten Y ergibt.®

®\Vgl. Carlin,B.P., Banerjee, S., (2004), S.131
"vgl. Carlin,B.P., Banerjee, S., (2004), S.131
8 vgl. Carlin,B.P., Banerjee, S., (2004), S.132



4  Modellbasierte Geostatistik

4.1 Allgemeines geostatistisches Modell

Zunachst sollen die folgenden Notationen fur das Modell festgelegt werden:

o (X.Y): Daten, mit X,,..., X, als Messungsorte und v, ..., y,
als Messungen, y, Realisierungen von Y, = Y(X,)

o {X:i=1..n}: ,,sampling design* (x € A ,wobei A die
Studienregion sei)

e Y()={Y(X):xeA}: Messungsprozess

e S()={S(X):x e A}: Signalprozess (unbeobachtbar)

o T=T(S(-)): Ziel der Prognose

In der Praxis sind Y,,..., Y, ,verrauschte* Versionen von S(x,),...,S(X,) . S

Ein geostatistisches Modell ist eine Spezifizierung einer gemeinsamen Verteilung des
Messungsprozesses und des Signalprozesses in der Form

[SC), Y (I =LY () [S(IS()].

wobei [-] ,.die Verteilung von* meint. Ein Prédiktor (Prognosewert) fur T ist jede Funktion
T= ‘T’(Y) , wobei Y =(Y,,...,Y,)". Der Pradiktor bzgl. des minimalen quadratischen Fehlers

im Mittelwert minimiert MSE(T) = E[(T — T)?]. Folgende Aussage kann gemacht werden.*°

Proposition 1
Vorausgesetzt sei, dass Var[T] <o, dann ist der MSE-Pradiktor von T T=E,[T|Y], mit

dem zugehorigen quadratischen Prognosefehler im Mittelwert E[(T—'T')Z] =E, Var,[T|Y] H

Fur Punktprognosen verwendet man oft E[T |y], den MSE-Pradiktor ausgewertet an den

beobachteten y. Als Schétzer fur den erhaltenen Fehler wird die sog. Prognosevarianz
Var[T|y] verwendet. Die komplette Losung flr ein Prognoseproblem sollte jedoch in einer

Wahrscheinlichkeitsverteilung [T | y] ausgedriickt werden, der sog. Prognoseverteilung.

Diese fallt unter Annahme des Bayesschen Paradigmas mit der a posteriori Verteilung von T
zusammen. 2

°vgl. Méller, J., (2003), S.45/46
9vgl. Méller, J., (2003), S.46
1 vgl. Méller, J., (2003), S.46
2vgl. Méller, J., (2003), S.47
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(Quelle: Méller, J., (2003), S.70)
Abbildung 4.1 Simulation eines GauBschen Modells; Daten Y;,..., Y, (Punkte), das Signal S(+) (durch-
gehende Kurve) und der Mittelwert p (horizontale Linie)

4.2 Das GaulRsche Modell

In seiner grundlegenden Form ist das gauRsche Modell dadurch charakterisiert, dass S() ein

stationarer GauRprozess ist mit E[S(x)]=p, Var[S(x)] = o> und Korrelationsfunktion

p(u) = Corr[S(x),S(x")], wobei u =|| x—x"|| der euklidischen Abstand zwischen x und x’ sei.

Die Verteilung von Y, ist eine Normalverteilung mit Mittelwert S(x,) und Varianz 13

Eine &quivalente Formulierung hierfur wére, dass
Y, =S(x;)+Z:i=1..,n,

wobei die Z,,...,Z, unabhingig und identische verteilt seien mit Z, ~ N(0,t*) . Die
Verteilung von Y sei eine multivariate GauRverteilung,

Y ~ N(ul, o°R +1°l),

wobei 1 einen Vektor mit n Einsen darstellt, | die nxn Einheitsmatrix und R die Eintrége
R; =p(uj;) hat, wobei u; =[] x; —x; || ist.

Die Spezifizierung der Korrelationsfunktion legt die Gléatte des entstehenden Prozesses
S() fest. Mathematisch ist die Glatte eines Prozesses sein Grad an Differenzierbarkeit. Ein
Prozess wird als stetig bzgl. des quadratischen Mittelwerts bezeichnet, falls fiir alle x
E[{S(x) -S(x)}]— 0, wenn || x —x'|[~> 0. Analog wird ein Prozess als differenzierbar bzgl.
des quadratische Mittelwerts bezeichnet, falls E[{%

X —X

|| x—=x"||— 0. Ein Zusammenhang zwischen Prozess und Korrelationsfunktion offenbart sich
in folgender Aussage.

—S'(X)¥]— 0 wenn

Proposition 2

Bvgl. Méller, J., (2003), S.47



Sei S() ein stationarerer Gauf3scher Prozess mit Korrelationsfunktion p(u):u e R . Dann gilt:

e S(e) ist stetig bzgl. des quadratischen Mittelwertes <> p(u) ist steig in u=0
e S(e) ist k-mal differenzierbar bzgl. des quadratische Mittelwertes
< p(u) ist mindestens 2k-mal differenzierbar in u=0 **

In diesem Zusammenhang sollen nun einige Familien von Korrelationsfunktionen
vorgestellt werden. Als eine attraktive Variante gilt die Matérn Familie. lhre algebraische
Form ist gegeben durch

p(u) ={2"T ()} (%) K (%),

wobei k>0 und ¢ >0 Parameter sind und K, () eine Besselfunktion der
Ordnung K ist. Die Attraktivitat dieser Familie ergibt sich aus der Eigenschaft, dass der
Prozess S() [k —1-mal differenzierbar ist, wobei [k die grofte natiirliche Zahl kleiner oder

gleich k seien soll.*®
Eine andere Familie beinhaltet die Exponentialfamilie,

p(u) =exp{~(%)"}.
definiert fur ¢ >0 und 0 <k <1. Der zugehdrige Prozess S(s) ist zwar stetig fur k<2,
allerdings nicht differenzierbar.®

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(Quelle: Méller, J., (2003), S.51)
Abbildung 4.2 Simulationen eines GauRschen Prozesses mit Matérn Korrelationsfunktion; ¢ = 0.2 und k=0.5
(durchgehende Linie), k=1 (gestrichelte Linie) und k=2 (gepunktete Linie).

In der Geostatistik haufig verwendet ist die Sphérische Familie. Sie zeichnet sich durch die
Form
3 1
1-=(%)+=(%)%:0<u<
-h) = 2 2
p(U ' d)) {O u>d
aus, wobei hier ¢ >0 einziger Parameter ist. Mit nur einem Parameter fehlt ihr die Flexibilitat
der Matérn Klasse.*’

“vgl. Méller, J., (2003), S.48
> vgl. Méller, J., (2003), S.48
8 vgl. Méller, J., (2003), S.49



4.2.1 Prognosen mit Hilfe des Gaulischen Modells

Das Ziel der Prognose ist wie bisher T =S(x,), der Wert des Signalprozesses am Punkt X, ,
wobei X, nicht unbedingt im ,,sampling design enthalten sein muss. Im GauRschen Modell
ist [T, Y] multivariat-gauBverteilt, die Prognosevarianz Var[T | Y] und die
Prognoseverteilung [T | Y] kénnen mit Hilfe folgender Aussage bestimmt werden, wobei

T=E[T]|Y].

Proposition 3
Sei X = (X, X,) multivariat-gauRverteilt mit Mittelwertvektor p = (u,,u,) und

Kovarianzmatrix
le 212

S

Dann ist die bedingte Verteilung von X, bei gegebenem X, = x, ebenfalls eine multivariate
GauBverteilung mit X, | X, =X, ~ N(i, ,, D

L2 ), wobei

-1
ul |2 = }’ll +Z]_2222 (X2 _“‘2)

Zuz :Zn _212 Z; 221 '18

Im geostatistischen Modell ist [T, Y] multivariat-gauliverteilt mit Mittelwertvektor ul und
Kovarianzmatrix

und

GZ G2rT
o’r tl+o°R|’
wobei r ein Vektor mit Eintragen r, = p(|| X, — X, |[) :1 =1,..., nist. Wendet man nun Proposition

3fir X, =T,X, =Y hier an, so ergibt sich ein MSE-Pradiktor fiir T in Form von

A

T=p+or (t’1+c°R) ™ (y—pl) 4.1)
mit einer Prognosevarianz
Var[T|y]=0c"-c’r" (’l +°R) "o°r.

Die Konstruktion der Flache S(+) , wobei hier fur jeden Punkt x, T =S5(x,) durch (4.1)

gegeben ist, nennt man ,,simple kriging®“. Folgende Eigenschaften von é(-) sollten dabei
beachtet werden:

7vgl. Méller, J., (2003), S.50
18 v/gl. Méller, J., (2003), S.50/51



0] é(-) interpoliert (d.h.é(xi) =y, ) die Daten genau dann, wenn t* =0. Denn in diesem
Fall ist Y(x;) =S(x;) fari=1,...,n.

(i) é(-) ubernimmt die analytische Glatte der Korrelationsfunktion, z.B. ergibt k <0.5 in
der Matérnfamilie eine nichtdifferenzierbare Flache é(-) , wahrend fir k > 0.5
§(-) eine glatte, differenzierbare Oberflache ist.

(iii) Bei Modellen, in denen p(u) — 0 , falls u — oo, ist é(xo) ~ u flr Punkte x,, die weit
genug entfernt von den restlichen Punkten x; liegen. Befindet sich x, nahe bei einem

oder mehreren x; ,so wird é(xo) starker durch die y,'s der angrenzenden Punkte
beeinflusst.*

4.3 Parameter-Schétzung der Kovarianzstruktur

4.3.1 Variogramm-Analyse

Einen Uberblick (iber die Struktur der zweiten Momente eines raumlichen stochastischen
Prozesses Y(-) gibt das VVariogramm. Dabei handelt es sich um eine Funktion der Form

V(x,X) = %Var{Y(x) SV (X},

Im linearen GaulRschen Modell mit u =[| x—x"|| ist

V() =t*+c’fl-p(u)}.?°
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(Quelle: Méller, J., (2003), S.57)
Abbildung 4.3 Die Variogrammwolke (links) und das empirische Variogarmm (rechts) fiir die Schweizer
Regenfalldaten

Einen optischen Uberblick Gber die raumliche Korrelation von Daten bietet die

Variogrammwolke. Sie ist ein Scatterplot der Punkte (u;, v;), welche aus den GréRen

9vgl. Méller, J., (2003), S.55/56
2v/gl. Méller, J., (2003), S.56



Uy =l % =X, ||

v, = —y,-)%

bestimmt werden. Hat der zugrunde liegende Prozess einen raumlich variierenden Mittelwert
u(x), so bietet die Variogrammwolke keinen sinnvollen Uberblick.

Eine stabilere Variante der Variogrammwolke ist das empirische Variogramm V(s) . Man
bestimmt V(s) aus dem Durchschnitt iiber solche v;'s, fur die [u—uj[<";, wobei u eine

Separationsdistanz darstellt und h eine beziglich der Darstellung gewéhlte Weite ist.

Eine Art, um Kovarianzparameter zu schétzen, ist das Einfligen einer parametrischen
Kovarianzfunktion in das empirische Variogramm. In der Praxis wird dies oft ohne formale
Kriterien, sozusagen per Auge, ausgefiihrt. Alternativ werden aber auch gewoéhnliche
Methoden oder Methoden der kleinsten Quadrate verwendet. Diese schétzen die
Kovarianzparameter 6 durch Minimieren von

S0) =, o [V(u)-V(u;er .

wobei o, =1 fur die gewohnlichen kleinsten Quadrate ist, wahrend fur gewichtete Quadrate
o, die Anzahl der Paare von Messungen ist, welche in V(u,) mit einwirken.

4.3.2 Maximum-Likelihood Schétzung

Im GauRschen Modell ist
Y ~ N(FB,c°R +1°1)

wobei F die nxp Matrix der Kovarianzen ist und  der Vektor der Parameter. Die log-
likelihood Funktion ist dann

I(B, 7, 0,d,K) c —0.5{log | (c°R +1°1) | +(y = FB)" (c’R +t°1) (Y - FB)}.

Durch Maximieren erhélt man hieraus die ML-Schétzer fur die Modellparameter.
2

Zur Berechnung reparametrisiert man zunachst v° = T—Z und bezeichnet V = (R +v°l). So
(@)

ergibt sich eine Maximierung der log-LH Funktion fur

B(V)=(F'VIF)FVvly
und
&*(V)=n"(y-FB)"V(y—FB).”
Substituiert man nun ([AS(V),&2 (V)) in die log-Likelihood Funktion, so erhélt man die
reduzierte log-Likelihood

2L vgl. Méller, J., (2003), S.57/58
22y/gl. Méller, J., (2003), S.59



I(v2, ¢, k) oc —0.5{n log | 62 (V) | +log | V/ [}.

Diese muss dann numerisch optimiert werden um daraufhin durch Riicksubstitution 6* und f%
zu erhalten.?

4.4 Prognose durch Einsetzen

In diesem Abschnitt wird der Ansatz vorgestellt, Prognosen zu erhalten, in dem Schétzer fiir
unbekannt Parameter in das Modell einsetzt, so als waren sie die wahren Werte. Dabei muss
beachtet werden, dass die Varianz zwischen den wahren und den geschétzten Werten
vernachldssigt wird und dieser Ansatz somit recht optimistisch ist.

4.4.1 Gaulisches Modell

Fir das GauBsche Modell haben wir bereits gesehen, dass der MSE-Praditkor fur T =S(x,)

~

T=p+o’r (I +c’R) ™ (y—ud)
ist mit einer Prognosevarianz
Var[T|y]=co”-c’r (1’1 +6°R) "o°r.

Eine Prognose durch Einsatzen besteht darin, in den obigen Gleichungen die Parameter
durch ihre Schatzer zu ersetzen.

4.4.2 Das transformierte Gaul’sche Modell

Zusatzliche Flexibilitat in ein GauRsches Modell bringt die Einfiihrung eines Parameters A,
welcher eine Box-Cox Transformation definiert. Das daraus resultierende Modell nimmt an,
dass die Daten y = (y,,...,y,) durch

2
o % % falls % % 0

logy; falls A=0

transformiert werden kénnen.?*
Fir dieses Modell nehmen wir an, dass Y (X, ) das Ziel der Prognose ist und bezeichnen

T, =h, (Y(x,)) . Der MSE-Pradiktor fx und die zugehorige Prognosevarianz Var[T, | y]

kénnen wieder durch Einsetzen von Schatzern fir die Mittelwert- und Kovarianzparameter
bestimmt werden. Fir A =0 erhalten wir

T= exp('i’o +0.5Var[T, | y])

2 vgl. Méller, J., (2003), S.59
2 vgl. Méller, J., (2003), S.56/57



mit Prognosevarianz
Var[T | y] = exp(2T, + Var[T, | y])(exp(Var[T, | y]) -1).

Fir A >0 kann man T und Var[T |y] durch eine Summe von Momenten der Normal-
verteilung approximieren. Fir A = 0.5 erhélt man z.B.

T~ (05T, +1)2+0.25Var[T,. | y]
mit Varianz

Var[T|y]~ (05T, +1)* +1.5(0.5T, +1)>Var[T,. | y]+3(Var[T, | y])?/16.

4.5 Bayessche Folgerungen fiir das lineare Gaul3-Modell

Der Bayessche Ansatz behandelt die Modellparameter als Zufallsvariablen, und somit wird
kein formaler Unterschied mehr gemacht zwischen einer Parameterschatzung und einem
Prognoseproblem.

4.5.1 Feste Korrelationsparameter

In diesem Ansatz nun nehmen wir zunéchst an, dass alle Parameter der Korrelationsfunktion
bekannt sind, > =0 und eine Unsicherheit nur in den Parametern B und o vorhanden sei.
In diesem Fall kann die Prognoseverteilung analytisch bestimmt werden.

Fir festes ¢ ist die a priori Familie fur (B,c?) die GauR-Skalierte Inverse x*-Verteilung.

So ergeben sich fiir B und o die a priori Verteilungen
[Blo® ¢]~ N(m,,c*V,) und [6*|$]~ x&. (N, S2)
wobei xZ,(n_,S?) eine Verteilung mit einer Dicht der Form
n(z) oc ">V exp(-n_S% /2z),z > 0 ist.
Als Kurzform schreiben wir dies als

[B.6" 9]~ Nyzsa (My, V4.1, S7) (4.2)

Unter Verwendung des Bayesschen Theorems ist die a posteriori Verteilung der Parameter
[BvGZ |y1¢]~ ngcl(B’Vﬁ1nc+n!82) ) (43)

wobei V; = (V" +F'R7F)™, B=V,(V,'m, +F'Ry) und
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(4.4)
n,+n

4.5.2 Unsicherheiten in allen Korrelationsparametern

Nun soll in allen Modellparametern Unsicherheit sein. Wir betrachten ein Modell ohne
Messungsfehler, d.h. > =0 und einem einzigen Korrelationsparameter ¢ . Wir nehmen als a

priori Verteilung n(B,o”,9) = n(B,c° | §)(d) an, ein Produkt von (4.2) und einer passenden
Dichte von ¢.%

Die a posteriori Verteilung fir die Parameter ist dann gegeben durch

p(B,c*,01y) =p(B.c” |y, 0)p(d]Y),

wobei [B,o” |y, ¢] durch (4.3) gegeben ist und

1 1 n,+n
P@ly) = n(d)|V; IR 2 (S?) 2, (4.5)
wo V; und S* durch (4.3) und (4.4) gegeben sind.
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(Quelle: Méller, J., (2003), S.66) Soaan
Abbildung 5.1 links: Verhalten der log-LH fiir den Transformationsparameter A

Rechts: geschatzte Variogramme (Kreise) fiir die transformierten Daten (A = 0.5) verglichen mit den
theoretischen Matérn Modell mit gleichen Parametern wie die MLH Schatzer. Matérn mit k=0.5 (gestrichelte
Linie), k=1 (dicke Linie) und k=2 (diinne Linie)

5 Fallstudie: Schweizer Regenfalldaten

In dieser Studie verwenden wir 100 Daten-Orte der Schweizer Regenfalldaten fiir die
Modellsimulation. Es wird ein transformiertes GaufRsches Modell verwendet mit Matérn
Korrelationsfunktion.

% vgl. Méller, J., (2003), S.63
% v/gl. Méller, J., (2003), S.64



Abbildung 5.1 zeigt im linken Bild, dass weder die log-Transformation A =0 noch ein
nicht-transformiertes Gaul3-.Modell (A =1) fur die Daten haltbar ist. Das rechte Bild zeigt das
empirische Variogramm mit eingefugter Korrelationfunktion

In Abbildung 5.2 sieht man die Punktprognosen der Regenfallwerte und zugehdrigen
Prognosevarianzen, welche mit Hilfe einer Prognose durch Einsetzen unter Verwendung des
transformierten Gaufischen Modells mit A = 0.5 und k=1 erzeugt wurden. Die Werte der
Prognosevarianz sind positiv korreliert mit den Prognosewerten, was eine Konsequenz der
Transformation ist.?’

Als né&chstes fuhren wir eine kurze Bayessche Analyse durch. Dazu nehmen wir an, dass die
a priori n(B,o” | §) c1/c” ist und eine diskrete a priori Verteilung fiir ¢ vorliegt mit 101

Punkten, welche sich gleichmaRig im Intervall [0;100] verteilen. Die a posteriori Verteilung
fir ¢ ergibt sich aus der Berechnung von (4.5) fur jeden diskreten Wert. Das linke Bild in

Abbildung 5.3 zeigt die angenommene a priori und die berechnete a posteriori, wahrend das
rechte Bild VVariogramme zeigt, die auf verschiedenen Zusammenfassungen der a posteriori

Verteilung [o%, ¢ |y] und den ML-Schatzern (&2,4) basieren.?®
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(Quelle: Méller, J., (2003), S.68)
Abbildung 5.2 Die Prognosen (links) und die Prognosevarianzen (rechts) der Schweizer Regenfalldaten.
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(Quelle:. Méller, J., (2003), S.69)
Abbildung 5.3 links: Angenommene a priori Verteilung und zugehdrige a posteriori Verteilung.
Rechts: Variogramme basierend auf Zusammenfassungen der a posteriori und dem ML-Schétzer.

Die starke Konzentration von Punkten entlang der Diagonalen im linken Bild von Abbildung
5.4 zeigt, dass die Bayesschen Punktprognosen sich nicht von den Prognosen unterscheiden,
die durch Einsetzen bestimmt wurden. Das rechte Bild zeigt, dass die Varianz beim Einsetzen

27vgl. Méller, J., (2003), S.67
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die Varianz der Prognoseverteilung leicht unterschatzt.”®
Die Daten in diesem Beispiel zeichnen sich durch ihr auRergewohnlich gutes Verhalten aus.
In der Praxis findet man meist starker verrauschte Daten mit groReren Unsicherheiten.
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(Quelle: Méller, J., (2003), S.70)
Abbildung 5.4 Vergleich der Prognose durch Einsetzten mit den Bayesschen Prognosewerten (links) und den
zugehorigen Standardfehlern (rechts)
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