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Einleitung

«  Wir betrachten Bilder als zufdllige Markov Felder.
«  Die Aquivalenz von zufilligen Markov Feldern und Gibbs Markov Feldern liefert:

w(x) =, epCI V()

X = (Xi )ieS ein zufilliges Markov Feld, oder ein Bild

S: Indexmenge (z.B alle Pixel eines Bildes),
L:Tetlmenge in R (Phasenraum), x, L

N: Nachbarschaftssystem auf S.

C:Element in N (alle Nachbarn einer Stelle).

V. Potentialfunktion

C

Z=>exp(-)_V.(x))

ceN
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Beispiele

» Ising-Modell :

fur Bilder mit nur zwei Farben

L={0,1}
1
m(x)= Z(5) exp(BZ:j I[XI:XJ)

B ein positiver Parameter.

 Potts -Modell:

fur Bilder mit mehreren Farben

Die A-Priori-Verteilung von x hat die gleiche Form wie beim Ising-Modell
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Auto-binomiales Modell

dient dazu, die Textur zu beschreiben

L={0,1,.......M}
Inf Mo falls C=i)
Ve(¥) =7 i’jxlixj falls C=1]

die bedingte Verteilung von x. ist binomial mit Parametern M und ¢, d.h

(s 1x)=(2) o (™
wobel:

exp(o. +ZB1,J'XJ' )

jeN.

1+exp(a. +Z B, .x,)

jeN.

q:
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Verrauschte Bilder

* Im Allgemeinen wird das Bild x nicht genau aufgenommen

» Es werden Daten y anstatt x beobachtet.

* Bayes-Ansatz hilft bei der Konstruktion der A-Posteriori-Verteilung n(x|y).

* y=0(x), wobei ¢ eine Funktion ist. Sie liefert Informationen liber das Rauschen

e Annahme:

T(y [ X) = n(y, | X)T(Y, [ X)) eeeneee. Ty, | x,)

wobel X =(X,,X,,.cee, X)) UNA Y=(Y,,¥ 5 5eeeeeesY )
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Beispiele

 Gaullsches additives Rauschen

Yy =X+tg
wobei &~ N(0,6°]) , x und € sind unabhingig
1

m(y,; | x;) o exp(- 2 (y; — Xi)z)
2G

daraus folgt
- 1

m(y | x) o« exp(—z > (Yi_Xi)z)
i1 20

Nach dem Satz von Bayes folgt,
n(y,x) _ m(y|x)m(x)

n(x|y)=
n(y) n(y)
wir betrachten bindre Bilder. Die A-Posteriori-Verteilung ist
. 1
m(x | y) e exp(B sy + 2, =55 (v, = %))
i~ il
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 Binares Rauschen (Flip noise)

Tritt ein, wenn die falsche Farbe an der Stelle 1 mit einer Bernoulli Wahrscheinlichkeit
auftritt.

_ J1-p fallsy.=x;
n(y; [x) = {p falls y, #x.

Sei k = Z I[Xi:Yi]
i=1
n(y|x)=(1-p)p""

= exp(k 1n(1'—p)+n In(p))
p

n 1 —
d.h T[(y | X) oC CXP(Z I[X1=Y1] ln( pp))
=1

wir haben m(x) o exp(B)’ L)
i
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Nach dem Satz von Bayes folgt

n(y | X)m(X)
T(y)

R(x Iy expBY Ly + 2 My ()

n(x|y)=

1-p
p

wobei: h (x,y)=1__  In( )

Es ist zu beachten, dass die A-Posteriori-Verteilung in dem Gaul3schen Rauschen-
Modell die Form (*) hat, wobei

1 )
hi(Xi aYi) :'?(Yi _Xi)
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das Ausgangsbild x

Die beobachtete Bilder y

Gaullsches Rauschen bindres Rauschen
(a) 0> =0.1 (b) p=0.1
(c)o>=0.4 (d) p=0.2
(e) 0°=0.5 (f) p=0.25
; (g) 6>=0.6 (h) p=0.3
| (1) 0>=0.8 G) p=0.4
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Simulationen fiir das Ising-Modell

Tc(Xi | X—i) o eXp(BZI[Xi:XJ)
i~
sei n’ = ZI[X:I}) die Anzahl der schwarzen Nachbarn von 1.
~J J

n' = ZI[X: 0 die Anzahl der weillen Nachbarn von 1.
.Nj J

exp(Bn;)
exp(Bn;’) +exp(Bn;*)

7t(xi =1|X_i)=
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* Algorithmus 1: Gibbs-sampler

Wihle x =0 oder 1,
for t=1 to N do
for j=1 ton do
1=Next(j)
U ~ Uniform(0,1)

exp(Bn;)

b
exp(Bn;’) +exp(Bn;”)
if U<p then x;=1
else xj=0

p:

end if
end for
End for

Next(j) gibt an, welches Pixel aktualisiert wird, z.B
* Next(j)=j
» Next(j) wird zufillig gewahlt
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» Algorithmus 2: Metropolis-sampler
Wihle x=0 oder 1,
for t=1 to N do
for j=1 ton do
1=Next(j)
X =1-x,

d= exp(BZ I[XFXJ)
d =exp(B), L))

. d
=min(l,—
p 1L,7)
U ~ Uniform(0, 1)
if U<p then x =x

1 1

end if
end for

end for
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Simulation fiir das Ising-Modell mit verschiedenen
Betas

(a) B=0.3 (b) p=0.4 (c) p=0.5 (d) B=0.6 (¢) B=0.7
(f) B=0.8 (g)B=0.9 (h)p=1.0 (i) p=1.1 (§) B=1.3
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* Algorithmus 3: Metropolis sampler fiir das verrauschte Ising-Modell
Initialisiere x,

Gebe y und die Rauschparameter ein

for t=1 to N do

for j=1 ton do

1=Next(j)
X, =1-x,

d :B;I[Xizx ] +h;(x;,y;)

d = BZ I[X;:XJ +h.(x:,y,)
i~j

p = exp(min(0,d —d))
U ~ Uniform(0,1)
if U<p then x, =x,
end 1f
end for
end for

 Algorithmus 3 ist numerisch stabiler, da er log-Dichten benutzt.
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Schatzung der Bilder

. x das zugrundeliegende Bild

. y die beobachtete Daten

. z ein Schétzer von x

. Um den optimalen Schétzer z von x zu finden, konstruieren wir eine so genannte

Verlustfunktion , die die Differenz von z zu x angibt.

1. Eine Metrik 1.(x.,z)

ein Schitzer z”” ist besser als z” falls L(x,z"")<L(x,z")

falls x bekannt ist, wird nach der Minimalstelle von L gesucht.

falls x unbekannt ist, wird der A-Posteriori erwartete Abstand zwischen dem
Schétzer z und x betrachtet, d.h:

E,  L(X,2)= Z (x| yJLx,2) (*)

der optimale Bayes Schétzer ist die Minimalstelle von (*)
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Wir betrachten den Vektor e, wobei

e =I[
i x]
2. MPM- Schitzer (marginal posterior mode)

* Die entsprechende Verlustfunktion ist

L ypm (€)= Z €
=1

* Sie zahlt die Pixel der falschen Farbe
*  Der MPM Schitzer entspricht dem Bild mit minimaler Anzahl an Pixel falscher Farbe.

* Zur Berechnung der MPM Schitzer berechnen wir zuerst den Erwartungswert des
Verlusts.
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E,, (L yien (e))zz Exi|yei :Z P(x; #2;|y)
i1 o1

=const —z P(x, =z |y)
=1

der MPM-Schatzer

Xmpm = alg Zmin{‘z P(x; =z |y)}
o1

Xympm = Zarg max(P(x; =z; |y)
=1 z,

1

Zur Berechnung von X, ziehen wir N Stichproben aus der A-Posteriori-Verteilung

B {1 falls #{x, =1}>N/2
AMPMi TR0 falls #{x, =1}<N/2

22 .Mai 2006 Said Bakadir - Universitat Ulm - 18



3. MAP-Schiatzer (Maximum A Posteriori)

 Die Verlustfunktion n

Lyiap (€)=1 'H (1-e;)

« Unabhéngig von der Anzahl der falschen Klassifikationen nimmt diese Funktion den
Wert 1 an, wenn mindestens eine falsche Farbe notiert wird, ansonsten den Wert 0.

*  Der entsprechende MAP-Schitzer:

Xyap = arg max(7(z|y))

 Der MAP-Schitzer wird berechnet durch
das Ziehen von Stichproben aus der A-Posteriori-Verteilung, oder

es wird der ,,simulated annealing* Algorithmus verwendet

22 .Mai 2006 Said Bakadir - Universitat Ulm - 19



Simulated annealing

* Stochastischer Algorithmus fiir kombinatorische Optimierung.

*  Wird in der Physik verwendet. Durch langsames Abkiihlen einer Substanz wird nach der
niedrigsten Energiekonfiguration gesucht.

* Es basiert auf den stochastischen Methoden, z.B Metropolis Algorithmus
» Diese Methoden erzeugen jedes Mal eine Konfiguration des MRF.

* Es wird eine Funktion (Temperaturfunktion) eingefiihrt, die diese Erzeugungen
kontrolliert.
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Ziel: x*:=argmaxm(x|y)
X
7

e wir betrachten 7 (x) oc (1(x | y))

Also x* = arg max 1t (X)
X

e wenn T gegen 0 konvergiert, tritt x* mit der grofiten Wahrscheilichkeit ein.

o fiir T=0 wird durch einen MCMC-Algorithmus eine lokale Losung gefunden.
e Um die globale Losung zu finden, wird T=T{(t) betrachtet (t>0),
und man lasst t gegen oo konvergieren.
Die Funktion T hat fogende Eigenschaften:
T 1st monoton fallend
T — 0, wennt — oo.
hier wihlen wir T(‘[)=T0nt_1

zB Ty =4 undn=0.999
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Algorithmus 4: ,,simulated annealing* fiir das verrauschte Ising-Modell

Initialisiere x, T=To,
Gebe y und die Rauschparameter ein
for t=1 to N do
for j=1 ton do
1=Next(j)

X, =1-x,

d= B; I[Xi:XJ +h;(x;,y;)

d= BZI[X;:X ] +h,(x;,y,)

p = exp(min(0, d - d)/T)
U ~ Uniform(0,1)

if U<p then x, =x,
end 1f

end for
T=T(t)
end for

Return x
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Gaul3sches Rauschen bindres Rauschen
MAP MPM MAP MPM

PRTOLIA
rprised by the

mit Gaullschem Rauschen das zugrundliegende mit bindren Rauschen
erzeugtes Bild (*=0.5) Bild erzeugtes Bild (p=0.25)
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Schitzung der Parameter

Wir betrachten binire Bilder mit Gau3schen Rauschen.

2)—11/2 1

(o

n(x | y) oz exp(BL,
i~

26

»  Es gibt vier Parameter zu schitzen:

B

62

L, Farbenwert fiir den Hintergrund
L, Farbenwert fuir den Vordergrund
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« Falls das Bild x bekannt ist, konnen wir durch die Maximum Likelithood Methode die
Parameter

o2, uj, 1=0,1 schatzen

(G auoaul) = argmax(n(y|x;c a“oaul))
B = arg max(m(x;P))

* Nach der Ableitung der Likelihoodfunktion erhalten wir :

| = 0,1
i, = #{1x—J}1;,Y1 j

R | .
& =—, (i=fy)
i=1
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Da die Normalisierungskonstante Z von 3 abhéangt, wird der Maximum Pseudo
Likelihood fiir die Schéatzung von B verwendet.

(X |B)=71(X, | Xssee0s X, P)TUX, | X35eees X5 B)-onn (X

T(X, | X—iaB) = (X | Xaiaﬁ)
PSL(B) = n(x, 5.9

Tc(Xi | XaiDB) —

1
1+ eXP(—BZ I[Xi=xj] B I[Xiixj])
i~]

Die Maximumstelle von PSL(P) ist der Schatzer fur p.

Sie wird numerisch berechnet.
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Graustufenbilder

*  Vorher war der Phasenraum eine endliche Menge.
» Jetzt ist der Phasenraum ein Intervall.

« Das Bild ist stiickweise glatt.

* Es besteht aus Bereichen getrennt durch Kanten.

* Das Bild ist eine Realisation eines MRF

n(x) oc exp(=U(x))

mit U(x)= Z V.(x) die Energiefunktion

CeN
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« Ziel: von den beobachteten Daten y werden die Kanten bestimmt.

*  Wir nehmen an, dass y durch das Gau3sche Rauschen erzeugt sind.
*  Wir betrachten das 4-Nachbarschaftssystem

* Die Potentialfunktion hat die Form

Vc(x) = g(Xi _Xj)
wobei C={i,j} und g eine Funktion ist, die die Verletzung der Glattheit bestraft
Fiir stiickweise glatte Bilder nimmt man g(x; —x;) =min{(x; —X; Y, ol

* Die Kantenbestimmung héngt eng zusammen mit der Wiederherstellung der Bilder.

» Die Kanten sind die Bereiche im Bild, in denen die Glattung verletzt ist.
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* Geradenprozess zur Entdeckung der Kanten

e y=x+&  wobei&~N(0,6°1)

. n(YlX)oceXp(Z (YI )
(v, —X-) o .
U(yjx=) ———  die Likelihood E
(¥1x) ; 5o ie Likelihood Energie

+ U-Yetx,—x)

oUx|y)= Z(y1 x.)" + ng(X —X;)  die A-Posteriori-Energie
1~]

Es wird die Funktion g modifiziert:
a(x,,%;,Ly) = (%, =X, (1- L) +aL,

- _ falls es zwischen den Nachbarn 1 und j eine Kante gibt
wober L. = O sonst
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U= -x) + KX gx,x,L,)

i=1 1~]

Blake und Zisserman, 1987, haben gezeigt:
x*= arg min {Z(Yi —Xi)2 + ng(Xi —X;)}
X i=1 1~]

wobei g(x; —x,)=min{(x, —x;)’, 0t} ohne Beriicksichtigung der L,

jj
Nachdem x* berechnet wird, bestimmt man die Kanten durch

{1 falls (x.—x.)?>0L
X*.. = 1 J
ij 0 sonst
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Zusammenfassung

e Zufallige Markov Felder bieten eine Modellierung der Bilder
* Aus Markov-Gibbs Aquivalenz werden verschiedene
Bildmodelle entwickelt
* diese Modelle haben viele Anwendungen in der Wiederherstellung der
Bilder, Entdeckung ihrer Komponenten usw.

* Andere Anwendungen sind in den niachsten Vortrage zu erfahren
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