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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Wieso sind zufallige Markov-Felder wichtig in der Bildanalyse?
@ Problem: Gemeinsame Verteilung eines Bildes bestimmen
@ Ansatz zur Bestimmung meist unklar
@ Ausweg: Annadherung der Bildausgabe durch bedingte Verteilungen
°

Dadurch l&sst sich der Aufwand zur Bearbeitung eines Bildbereiches
reduzieren

Konzentration auf die Nachbarn des zu untersuchenden Datenpunktes
(Pixel)
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Beispiele fiir ein zu untersuchendes Bild

Abbildung: Zeitungsausschnitt in invertierter Darstellung
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Beispiele fiir ein zu untersuchendes Bild

Abbildung: Graustufenbild, offenporiger Schaumstoff, Bild des Gehirns mit CT
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Was ist ein Zufallsfeld?

@ Sei S eine endliche Menge mit Elementen s, die als Stellen oder Pixel
bezeichnet werden

@ Sei A eine endliche Menge, die als Phasenraum bezeichnet wird

e Eine Folge X = {X(s) : s € S} von Zufallsvariablen mit Werten im
Phasenraum A heiBt dann ein Zufallsfeld
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Was ist ein Nachbarschaftssystem?

e Ein Nachbarschaftssystem auf S ist eine Familie N = {Ns : s € S}
von Teilmengen von S, so dass fiir alle s € S gilt
Qs §é Ns
QteNs=selN;

@ Sind die Pixel s und t Nachbarn, so schreiben wir s ~ t
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Was ist ein Nachbarschaftssystem?
@ Eine Teilmenge Ns von S heit Nachbarschaft des Pixels s
e Das Tupel (S,N) heiBt Topologie

@ In der Interpretation dieses Tupels ist S die Menge der zu
untersuchenden Pixel und N die vereinigte Menge der
Nachbarschaftssysteme aller Pixel s € §
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Markovsche Eigenschaft

@ Sei Xp, Xi,... : Q — E eine Folge von Zufallsvariablen, die demselben
Wahrscheinlichkeitsraum (€, X, P) angehdren und ihre Werte in E =
{1,2,...,1} annehmen

@ Dann heiBt die Folge {X,} von Zufallsvariablen eine Markovkette,
wenn gilt

P(Xn = in|Xn-1 = in—-1, ..., Xo = ip) = P(Xn = in|Xn—1 = in—1)
fiir beliebige n = 0,1,2,... und iy, i, .0, in € E
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Markovsche Eigenschaft

@ Die bedingte Verteilung des (zufilligen) Zustandes X, der
Markovkette {X,} zum ,, Zeitpunkt” n wird vollstandig durch den
Zustand X,,_1 = i,—1 zum vorhergehenden Zeitpunkt n-1 bestimmt

@ Eine Verallgemeinerung der Markovschen Kette ins zweidimensionale
wird als Markovsches Feld bezeichnet

@ Die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Pixels oder Datenpunkts in
einem Gitter, beispielsweise ein Bild, wird also nur durch die Zusténde
der unmittelbaren Nachbarn bestimmt
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Zufaelliges Markov — Feld (MRF)

o Ein Zufallsfeld X heiBt zufaelliges Markov — Feld bezueglich eines
Nachbarschaftssystems N, wenn fiir alle Pixel s € S die
Zufallsvariablen X(s) und X(S \Ns U {s}) zu gegebenem X(N;)
unabhangig sind
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Zufilliges Markov-Feld
@ Ein Zufallsfeld X ist ein Markov-Feld, wenn
P(xsl{xe. t # sH)=P(ssl{xe, t € Vo)
@ Mit anderen Worten: Die Wahrscheinlichkeit, dass der Pixel s einen

bestimmten Wert annimmt hangt ausschlieBlich von den Werten der
Nachbarn t ab mit t € Ns

* * *
L] L] #
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Beispiele fiir Markov'sche Felder

wy
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Lokale Charakteristik von P
e Das WahrscheinlichkeitsmaB P sei strikt positiv, d.h. P(x) > 0, x € X
@ Bedingte Wahrscheinlichkeiten der Form
P(Xa = xalXs\a = xs\4), A C S,
heiBen lokale Charakteristiken von P

e gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass xa = (xs)sca eine Struktur in A
ist unter der Bedingung, dass xs\4 = (xs)ses\4 fiir den Rest der
Umgebung gilt
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Zusammenhang Lokale Charakteristik und Markov'sche Eigenschaft

o der Zustand des Pixels s ist abhdngig von den Zustdnden seiner
unmittelbaren Nachbarn t € N
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— Local Specifications (lokale Bestimmtheiten)

@ Die lokale Charakteristik auf einem MRF an der Stelle s ist gegeben
durch die Funktion

7 (x) = P(X(s) = x(s)| X(Ns) = x(Ns))
@ Die Familie {m®}scs heiBt local specification oder die lokale
Bestimmtheit des MRF
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Gibbs-Feld
@ Eine spezielle Klasse von Zufallsfeldern sind die Gibbs — Felder

@ Das Gibbs-Feld ist charakterisiert durch die analytische Darstellung
der Wahrscheinlichkeitsverteilung
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Potential
e Ein Potential ist eine Familie {Ua :ACS} von Funktionen in X
e Fiir die Familie {U4 :ACS} gilt
Q Up=0
Q Ua(x) = Ua(y), wenn x; = ys Vs € A
Die Energie von U ist gegeben durch
Hu(x) = > acs Ua(x)
@ Hierbei sei x der Gitterpunkt eines Bildes, der den Zustand s
beschreibt, A C S sei eine Teilmenge aller Pixel in S
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Gibbs — Verteilung

e Ein Zufallsfeld X ist ein Gibbs-Feld der Energie Hy(x) =
> acs Ua(x), wenn X von der sogenannten Gibbs — Verteilung

M(x) = P(X = x) = 3 * expl(—Hy(x))

beherrscht wird
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Gibbs-Verteilung
@ Z ist hierbei eine Normierungskonstante, die aus P ein
WahrscheinlichkeitsmaB macht
@ Z lasst sich oftmals weder analytisch noch numerisch bestimmen
aufgrund der groBen Anzahl moglicher Strukturen

o Jede Verteilung eines Zufallsfeldes kann in der Form IM(x) dargestellt
werden
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Die spezielle Rolle der Gibbs-Felder

@ Sei y eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem
Zufallsfeld X

@ Die Information, die wir durch die Beobachtung x € X erhalten, wird
gemessen durch die Zahl —/npu(x)

@ Man betrachtet den mittleren Informationsgehalt einer Beobachtung
x € X, die sogenannte Entropie, durch ®(p) = — >, p(x)Inp(x) und
die mittlere Energie E(H; p) = >, H(x)u(x) von p
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Die spezielle Rolle der Gibbs-Felder
e Esgilt E(H;p) — ®(un) > InZ
@ Diese Ungleichung ist in der statistischen Physik bekannt als das
Gibbs variational principle
@ Z ist hierbei die Normierungskonstante der Gibbs-Verteilung

@ Das Gibbs variational principle bedeutet, dass das Gibbs-Feld I1 die
groBte Entropie ® (1) hat unter allen Verteilungen
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Clique

@ Eine Teilmenge C C S heiBt fiir c € C, ¢ > 2, eine Clique der
Topologie (S,N) genau dann, wenn zwei beliebige verschiedene
Elemente c1, c» € C gegenseitige Nachbarn sind, d.h. wenn gilt
c € Ng, und o € N,

o Beispiel fiir Cliquen einer Vierer-Nachbarschaft
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Nachbarschaftspotential
@ U heiBt Nachbarschaftspotential bezueglich eines
Nachbarschaftssystems N, wenn Ua = 0 fiir alle Teilmengen A von S,
die keine Clique bilden
@ Wenn U kein Nachbarschaftspotential ist, so besitzt das zugehdorige
Gibbs'sche Zufallsfeld keine Markov'sche Eigenschaft
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Beispiele fiir Energien und Potentiale

@ Grundlage sei das diskrete Energiemodell

H(g|x) = aHi(g) + Ha(x|g) =
) (2g(ts) — g(ts—1) — g(ts+1))2 + > s(xs — g(tS))2
x sei hierbei das Orginalbild

ts sind die benachbarten Stellen des Pixels s

Das Bild ist hierbei eindimensional, sonst waren ...ts_1, ts, tsy1-..
nicht definiert

g ist eine Anndherung von X, man sagt g ist ein Spline

H; misst die lokale Abweichung der diskretisierten Oberflache g
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Kriimmungsenergie
@ Wir betrachten den Term H; und schreiben ihn etwas um in

Hl(g) = Zs(2g(ts+1) - g(ts) - g(ts+2))2
Es gilt hier x =g mit S = {t1,....,tp} und t € R

o Man erhilt Hi(g) = 3-,(68(ts)* — 4g(ts)g(tsr1) + g(ts)g(ts12))
@ Hj ist ein Nachbarschaftspotential und beschreibt die Glattheit der
Annaherung

@ « ist ein Kontrollparameter fiir den Einfluss der Glattheit auf das
Modell

@ g kann als Realisierung eines Markov-Feldes X aufgefasst werden mit
der Gibbs-Verteilung

P(X =g)= % x exp(—aHi(g))
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Bernoulli Energie

o X sei ein binires Markov-Feld mit S C Z2 und Werten in A = {0, 1}
Das Nachbarschaftssystem von s sei das der vier nichsten Nachbarn
ts ist genau dann ein Nachbar von's, wenn ||s — || =1
Die Cliquen sind die Pixel s und die Paare s ~ t, so dass ||s — t|] =1
X heiBt ein Bernoulli Feld mit der folgenden Gibbs-Verteilung

P(X = x) = % + exp(—H(x))

und es gilt
Hx)=a1) . xs+ o Z<s’t> Xs Xt
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— GauB Energie
@ Das Nachbarschaftssystem von s sei wiederum das der vier nichsten
Nachbarn

@ Wir benutzen A, um ein diskretes symmetrisches Intervall anzugeben

@ Ein Markov-Feld mit diesem Nachbarschaftssystem heiBt ein
zentriertes GauB-Feld und ist gegeben durch die folgende
Gibbs-Verteilung

P(X = x) = % ¥ exp(—H(x))

mit
H(X) =1 Zs XS2 +az Z<s,t> XsXt
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Ising Modell
e Modell fiir bindre Bilder (schwarz - weiB)
o Testmodell fiir grundlegende Fragen iiber Markov-Felder

@ Beschreibt verschiedene fundamentale und typische Phinomene, die
in vielen komplexen Systemen vorkommen (z. B. Ferromagnetismus,
Metalllegierungen)
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Ising Modell
e S =172 A= {+1,-1} im endlichen Modell
@ Das Nachbarschaftssystem N ist das der vier nachsten Nachbarn

('/—t—(‘ : i

@ Die vollstéandig bedingte Dichte ist gegeben durch

exp(3n?)
exp(3nk) + exp(Bn¥)

P(xs = 1|x(Ns)) =
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Ising Modell
@ [ ist ein positiver Parameter
o nb = D tes 1[x.=1): Anzahl der schwarzen Nachbarn von s
o n{ =) s lix=—1: Anzahl der weiBen Nachbarn von s
o Die Energiefunktion ist hier im einfachsten Fall gegeben durch

H(X) = _/8 stt Xs Xt
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Potts Modell

Verallgemeinerung des Ising Modells auf mehr als zwei Farben
xs € {0,1,2,...,nc — 1}, Anzahl der Farben n. > 2

Die Farben sind nicht geordnet

Die Energiefunktion ist gegeben durch
H(x) = -7 2 st Oxexe
mit
dab =1, wenn a = b und J,, = 0 sonst

@ Das Ising Modell ist also ein Spezialfall des Potts Modells fiir
zweifarbige Bilder
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— Ising Modell und Potts Modell

Abbildung: oben links: kleines 3, unten links: groBes 3
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— Bindre auto-logistik Modelle
o Jeder Term im Ising Modell kann individuell gewichtet werden, so dass
H(x) = > s Ustxsxe + D5 Usxs
mit xs = £1
@ Wenn 95 < 0 gilt ist x; = x; zu favorisieren

@ Umgekehrt unterstiitzt ¥ > 0 die These xs = —x;
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— Gibbs-Markov-Aquivalenz
o Die Gibbs-Markov-Aquivalenz besteht aus zwei Teilen
o Der direkte Teil liefert die Aussage: Gibbs-Felder sind Markov-Felder

@ Der andere (theoretische) Teil ist durch den Satz von
Hammersley-Clifford gegeben

@ Zusammen mit dem direkten Teil kann man aus Hammersley-Clifford
folgern, dass Gibbs-Verteilungen und MRFs im Wesentlichen dieselben
Objekte sind
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— Gibbs-Felder sind Markov-Felder

@ Sei X ein Gibbs-Feld des Potentials U. Wenn U ein
Nachbarschaftspotential beziiglich eines Nachbarschaftssystems N ist,
so ist X ein Markov-Feld beziiglich desselben Nachbarschaftssystems
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— Satz von Hammersley-Clifford

@ Sei P die Verteilung eines zufilligen Markov-Feldes beziiglich einer
Topologie (S,N), wobei P strikt positiv sei. Dann gilt

P(x) = % * exp(—Hy(x))

in Verbindung mit der Topologie (S,N) fiir eine Energiefunktion H(x),
die von einem Gibbs-Potential {Us :ACS} abstammt
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Zufillige Markov-Felder und Gibbs-Potentiale

— Inverse Probleme

o direktes Problem: man ermittelt aus bekannten Ursachen die
unbekannten Wirkungen, d.h. beispielsweise wie verdndert sich ein
Bild, das aufgrund bekannter Ursachen bei der Ubertragung gestort
wird

@ inverse Problemstellung: gegeben sind Beobachtungen der Wirkungen
(ein Ubertragenes Bild) und gesucht sind die Ursachen

@ Die gesuchten GréBen lassen sich meist nicht direkt messen

@ Vereinfacht gilt im inversen Problem: Wirkung = Ursache
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— Inverse Probleme
@ Bisher verstanden wir das Zufallsfeld X als direkt beobachtbar

@ Tatsachlich ist X jedoch in den meisten Situationen der Bildanalyse
nicht direkt beobachtbar

@ Man nennt ein Zufallsfeld X versteckt, wenn es nicht , physisch*
beobachtbar ist
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— Inverse Probleme

@ Die Definition eines inversen Problems ist bei Bernard Chalmond
zusammengefasst durch die geordnete Dreiergruppe (y°,X,H(xly, 0))
@ Das erste Element ist ein beobachtetes Feld y° auf einem Gitter S

@ Das zweite Element X ist die Definition eines versteckten Zufallsfeldes
auf einem Gitter S, wobei S nicht notwendigerweise identisch mit S

sein muss

© Das dritte Element ist die Definition einer Energiefunktion, dargestellt
durch

H(xly,0) = Hi(x,61) + Ha(y, 62)
Die Energiefunktionen H; und H, sind Energien eines
Nachbarschaftspotentials und 6; ; sind Parameter zur Gewichtung

o Die Zerlegung der Energiefunktion H ist additiv, dies folgt aus der
a-posteriori-Wahrscheinlichkeit

@ Die Losung dieses inversen Problems bringt die Berechnung des
Minimums einer definierten Kostenfunktion mit sich gemaB H(x|y°, 0)
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— Beispiel eines inversen Problems

@ In der numerischen Differentiation wird die Ableitung einer Funktion f
im Punkt xg gesucht, bekannt sind die Funktionswerte

@ Die Ableitung l3sst sich bestimmen mittels Differenzenquotient

F(x0) = lim 1) = F00)

X—X0 X — XO

o Ersetzung des Grenzwertes durch die Wahl eines geeigneten Punktes x
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— Zusammenfassung und Ausblick

@ Problemstellung der Bildanalyse (Bestimmung einer gemeinsamen
Verteilung eines Bildes) wird vereinfacht durch MRF's

@ Aufwand zur Bearbeitung eines Bildes wird reduziert
@ Anwendung in vielen Bereichen (Medizin, Technik, Kommunikation)

@ Anwendungen stochastischer Bildmodelle als nachstes Thema
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