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1 Einleitung

Die Vorlesung gibt eine Einfiihrung in verschiedene Klassen stochastischer Prozesse. Schwerpunkte der Vorlesung
sind:

Zahlprozesse (Erneuerungsprozesse, Poisson-Prozesse), Sprungprozesse

Markow—Prozesse

Wiener-Prozess (Brownsche Bewegung)

Lévy—Prozesse

Martingale

Insbesondere werden analytische und asymptotische Eigenschaften dieser Modelle diskutiert, die die Grundlage
fiir statistische Methoden und Simulationsalgorithmen bilden.

Dabei werden wir in dieser Vorlesung vor allem stochastische Prozesse ,mit kontinuierlicher Zeit” betrachten, d.h.,
iiberabzdhlbare Familien von Zufallsvariablen.

Die Eigenschaften einzelner Zufallsvariablen bzw. von (endlichen oder abzahlbar unendlichen) Folgen von Zu-
fallsvariablen wurden ausfiihrlich in der Vorlesung ,Wahrscheinlichkeitsrechnung” behandelt, vgl. das Skript zur
Vorlesung ,Wahrscheinlichkeitsrechnung” im WS 03/04. Eine elektronische Fassung dieses Skriptes ist im Internet
verfiigbar:

http://www.mathematik.uni-ulm.de/stochastik /lehre /ws03_04/wr /skript/skript.html

Verweise auf dieses Vorlesungsmanuskript werden wir mit dem Zusatz ,WR” vor der Nummer der zitierten Ab-
schnitte, Lemmata, Theoreme, Korollare bzw. Formeln kennzeichnen.

Gelegentlich werden wir auch auf Abschnitte, Lemmata, Theoreme, Korollare bzw. Formeln aus dem Skript zur
Vorlesung ,Markov Chains and Monte—Carlo Simulation” im SS 2006 verweisen, wobei diese Verweise dann mit
dem Zusatz ,MC” gekennzeichnet werden.

1.1 Grundbegriffe

Stochastische Prozesse sind Familien {X;, t € I} von Zufallsvariablen X; : Q — E, die iiber einunddemselben
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) definiert sind, wobei (Q2,F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum sein
kann, der oft nicht ndher spezifiziert wird.

Die Indexmenge I kann eine beliebige Menge sein. Der Bildraum E der Zufallsvariablen X; kann ebenfalls ei-
ne beliebige Menge sein, die lediglich mit einer c—Algebra B(E) von Teilmengen von E versehen ist, d.h., im
allgemeinen ist (E,B(E)) ein beliebiger Messraum, der sogenannte Zustandsraum des stochastischen Prozesses
{X:}.

Man sagt dann, dass {X;} ein stochastischer Prozess in I mit Werten in (E, B(E)) ist. Dabei unterscheidet man
verschiedene Arten von Indexmengen I.

o Falls I eine abzdhlbare Menge ist, zum Beispiel I = {0,1,2,...}, dann wird {X;} eine zufdllige Folge bzw.
ein stochastischer Prozess mit diskreter Zeit genannt.

e Typische Beispiele von (iiberabzdhlbaren) Indexmengen I C R fiir stochastische Prozesse mit kontinuierli-
cher Zeit sind I = (a,b) (beschrénktes Interval), I = [0,00) (nichtnegative Halbachse) bzw. I = R (reelle
Achse).
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e Falls I C R? eine Teilmenge des d-dimensionalen euklidischen Raumes ist, wobei d > 2, dann wird {X;}
ein zufilliges Feld genannt.

e Falls I C B(R?) eine Familie von Teilmengen des R? ist, dann sagt man, dass {X;} ein mengen—indizierter
Prozess ist. Wenn I C B(R?) eine o—Algebra ist, {X;} nur nichtnegative Werte annimmt und o-additiv ist,
dann wird {X;} ein zufdlliges Maf§ genannt.

Wenn I C R gilt, dann wird fiir jedes w € Q die Funktion {X;(w), t € I} eine Trajektorie bzw. ein Pfad des
stochastischen Prozesses {X;} genannt.

In dieser Vorlesung werden wir vorwiegend stochastische Prozesse mit I C [0,00) und E C R betrachten. Erst in
dem abschlieffenden Kapitel 4 werden einige Klassen von stochastischen Prozessen mit allgemeineren Indexmengen
diskutiert.

1.2 Endlich—dimensionale Verteilungen; Existenzsatz von Kolmogorow

Sei { X, t € I} ein stochastischer Prozess mit I = [0,00) und £ = R.

Definition Fiir jedes n = 1,2,... und fiir jedes n—Tupel ¢,...,t, > 0 von Indizes wird die Mengenfunktion
P, .. ., : BR") — [0,1] mit
Ptl,...,tn(BlX...XBn):P(th EBl,...,th EBn), Bl,---,BnEB(]R) (]_)

endlich-dimensionale Verteilung von {X;} genannt.

Beachte Es ist klar, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen von stochastischen Prozessen die folgenden
Konsistenzeigenschaften besitzen.

e Sein=1,2,... eine beliebige natiirliche Zahl, und sei 7 eine beliebige Permutation von (1,...,n).
e Dann gilt
Piy,ta(Br X ... X Bp) = Py, oty (Br(1) X -+ X Br(n)) (2)
und
Py otnsinin(Br X ... X By xR) = By, 4, (B1 x ... x By) (3)

fiir jedes (n + 1)-Tupel ty,...,t,+1 > 0 und fiir beliebige Borel-Mengen B, ..., B, € B(R).

Wir nehmen nun umgekehrt an, dass {P, .. ¢, t1,...,tn > 0,n = 1,2,...} eine beliebige Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmafsen ist, die den Bedingungen (2) und (3) geniigen.

Der folgende (Existenz-) Satz von Kolmogorow ist eine wichtige Fundamentalaussage in der Theorie stochastischer
Prozesse.

Theorem 1.1  Fir jede Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen {Py,, .+, t1,...,tn > 0,n=1,2,...}, die den
Bedingungen (2) und (3) geniigen, gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) und einen stochastischen Pro-
zess {X¢, t > 0} dber diesem Wahrscheinlichkeitsraum, so dass {P;, ...+, } die endlich—dimensionalen Verteilungen
von { X, t > 0} sind.

Der Beweis von Theorem 1.1 beruht auf Standard—Techniken der Mafstheorie. Wir erwdhnen hier nur die Grund-
idee des Kolmogorowschen Konstruktionsprinzips. Ein detaillierter Beweis kann zum Beispiel in Kallenberg (2001),
S. 115-116 nachgelesen werden.

Dabei wird bei der Wahl eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsraumes (2, F, P) bzw. des zugehdrigen stochasti-
schen Prozesses {X;} wie folgt vorgegangen.
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e Sei = E!, d.h., in unserem Fall ist Q = RI>>) die Familie aller Abbildungen w : [0, 00) — R von [0, oc)
in die Menge der reellen Zahlen R.

e F sei die kleinste o—Algebra von Teilmengen von 2, die sémtliche Zylinder—-Mengen der Form
A = {w e (Wt),...,w(tn)) € B} (4)
enthélt fiir jedes beliebige B € B(R™).

e Mit Techniken der Mafitheorie kann man zeigen, dass es ein (eindeutig bestimmtes) Wahrscheinlichkeitsmaf
P: F — [0,1] gibt, fiir das P(AE,...,tn) = P, .. 1. (B) fir beliebige n = 1,2,... und t¢1,...,t, > 0 sowie
B € B(R") gilt.

e Dann stimmen die endlich—dimensionalen Verteilungen des ,,Koordinaten-Prozesses” { X, t > 0}, der gege-
ben ist durch X;(w) = w(t) fir beliebige ¢ > 0 und w € 2, mit den Wahrscheinlichkeitsmafen {P;, . .. }
iiberein.

Beachte

e Der Existenzsatz von Kolmogorow gilt auch fiir beliebige Indexmengen I und fiir beliebige Zustands-
rdume (E,B(E)), d.h., fir Familien von Wahrscheinlichkeitsmafen {P;, ., t1,-..,tn € I} tber
(E™,B(E™)) mit n =1,2,..., die den Bedingungen (2) und (3) geniigen.

e Der stochastische Koordinaten-Prozess {X;, t € I} wird dann auf vollig analoge Weise {iber dem
Wabhrscheinlichkeitsraum (E!, F(ET), P) konstruiert, wobei F(ET) die kleinste o—Algebra ist, die alle
Zylinger-Mengen von E' enthilt.

1.3 Regularitit der Trajektorien

Das folgende Beispiel zeigt, dass der geméf Theorem 1.1 zu vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsmafien {P;, .. ¢, }
stets existierende stochastische Prozess, der diese Wahrscheinlichkeitsmafie als endlich-dimensionale Verteilungen
hat, im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist.

e Sei U eine (gleichverteilte) Zufallsvariable {iber dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Qafa P) = ([07 1]78([07 1])71/1)
mit U(w) = w, wobel v; das Lebesgue-Maf bezeichnet.

o Die stochastischen Prozesse { Xy, t € [0,1]} und {Y;, t € [0,1]} seien gegeben durch

1, fallsU =t,
X; =0 fiir jedes t € [0,1] bzw. Y; =
0, sonst.

o Es ist klar, dass die Prozesse {X;} und {Y;} die gleichen endlich-dimensionalen Verteilungen besitzen, weil
P(U =t) =0 fiir jedes t € [0, 1] gilt.

e Dennoch sind {X;} und {Y;} zwei verschiedene stochastische Prozesse, denn es gilt beispielsweise

P(X; = 0fiir jedes t € [0,1]) =1 und  P(Y; =0 fiir jedes ¢t € [0,1]) = 0.

Definition

e Stochastische Prozesse {X;} und {Y;}, deren endlich—dimensionale Verteilungen iibereinstimmen, wer-
den Versionen einunddesselben stochastischen Phénomens genannt.



1 EINLEITUNG 8

e Wenn die stochastischen Prozesse {X;} und {Y;} iiber einunddemselben Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F, P) gegeben sind und wenn P(X; = ¥;) = 1 fiir jedes t € I gilt, dann wird der stochastische
Prozess {Y;} eine Modifikation von {X;} (und umgekehrt) genannt.

Ein weiteres Problem besteht darin, dass Teilmengen von Q = RI%%)  die durch Eigenschaften der Trajektorien
gegeben sind, im allgemeinen nicht messbar beziiglich der o—Algebra F sein miissen, die durch die Zylinder—
Mengen in (4) erzeugt wird.

e Fin Beispiel hierfiir ist die Teilmenge
A={weQ: Xy(w) =0 fiir jedes t € [0,1]}

von 2, die der (iiberabzéhlbare) Durchschnitt A = (¢ ;{X¢ = 0} der Ereignisse {X; = 0} € F ist und
die deshalb im allgemeinen nicht messbar sein muss.

e Dieses Problem lasst sich dadurch 16sen, dass man nur solche stochastischen Prozesse betrachtet, deren
Trajektorien gewisse Regularititseigenschaften besitzen.

e Falls alle Trajektorien des Prozesses {X;} stetige Funktionen sind, dann wird {X,} ein stetiger Prozess
genannt.

— In diesem Fall ldsst sich die in oben betrachtete Menge A C Q als der Durchschnitt von abzahlbar
vielen Mengen aus F darstellen.

— Denn es gilt dann
A= ﬂ {weN: Xy(w) =0},
t € [0,1], ¢ rational
dh. AeF.

Die im folgenden Kapitel 2 betrachteten klassischen Beispiele von stochastischen Prozessen zeigen jedoch, dass es
nicht ausreicht, nur Prozesse mit stetigen Trajektorien zu betrachten.

e Deshalb wird im allgemeinen eine grofiere Klasse von stochastischen Prozessen betrachtet, die alle praktisch
relevanten Beispiele umfasst und deren Trajektorien gleichzeitig gute Regularititseigenschaften besitzen.
e Dabei wird nur gefordert, dass die Trajektorien liberall rechtsstetig sind und linksseitige Grenzwerte besitzen.

Hinreichende Bedingungen hierfiir sind durch das folgende Theorem gegeben.

Theorem 1.2 Sei {X;, t > 0} ein beliebiger reellwertiger Prozess, und sei D C [0,00) eine abzihlbare Menge,
die dicht in [0, 00) liegt. Falls

(1) {X:} rechtsstetig in Wahrscheinlichkeit ist, d.h., fir beliebige t > 0 und h | 0 gilt Xyyp, N X, wobei N
die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit bezeichnet,

(ii) die Trajektorien von {X.} fiir jedes t € D mit Wahrscheinlichkeit 1 endliche rechts- und linksseitige Grenz-
werte besitzen, d.h., fir jedes t € D existieren die Grenzwerte limp, o X¢yp, und limppo Xyyp, mit Wahrschein-
lichkeit 1,

dann gibt es eine Version {Yi, t > 0} von {X;, t > 0}, so dass mit Wahrscheinlichkeit 1

(a) die Trajektorien von {Y;} rechtsstetig sind und

(b) linksseitige Grenzwerte besitzen, d.h., limpto Yiyp existiert fir jedes t > 0.
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Der Beweis von Theorem 1.2 geht {iber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus und wird deshalb weggelassen; er
kann beispielsweise in Breiman (1992), S. 300 nachgelesen werden.

Theorem 1.3 (A.N. Kolmogorow) Sei {X;, t > 0} ein beliebiger reellwertiger Prozess, so dass es Konstanten
a,b,c € (0,00) gibt mit
E (| X: — X,|*) <clt—s/'t*  V¢,5>0.

Dann gibt es eine stetige Modifikation von {X;}.

Einen Beweis von Theorem 1.3 kann man zum Beispiel in Krylov (2002), S. 20-21 nachlesen.

1.4 Modifikationen von cadlag Prozessen

In diesem und in den nachfolgenden Abschnitten setzen wir stets (0.B.d.A.) voraus, dass (2, F, P) ein vollstandiger
Wahrscheinlichkeitsraum ist, d.h.,

e siamtliche ,Nullmengen” des Wahrscheinlichkeitsraumes (2, F, P) gehoren zu F bzw. (dquivalent hierzu)

o fiir C C Q gilt C € F, falls es Teilmengen A, B € F gibt, so dass A C C C B und P(B\ A) =0.

Beachte
e Zur Erinnerung: Wenn fiir die stochastischen Prozesse {X;, t > 0} und {Y;, t > 0} iber (Q,F, P)
PX;=Y)=1 fiir jedes t > 0 (5)

gilt, dann wird {Y;} eine Modifikation von {X;} (und umgekehrt) genannt.

Manchmal wird eine verschirfte Version der Bedingung (5) betrachtet. Dabei sagt man, dass die sto-
chastischen Prozesse {X;} und {Y;} ununterscheidbar sind, wenn

P(X; =Y, fir jedest >0)=1.

Auflerdem sagt man, dass der stochastische Prozess {X;, t > 0} cadlag ist,
— wenn fast alle Trajektorien von {X;} rechtsstetige Funktionen sind, die linksseitige Grenzwerte
besitzen,
— wobei ,cadlag” eine Abkiirzung der franzosischen Sprechweise ,,continu & droite, limites & gauche”
ist.

Alle stochastischen Prozesse mit stiickweise konstanten bzw. stetigen Trajektorien, die in Kapitel 2
betrachtet werden, sind cadlag.

Theorem 1.4  Seien {X;, t > 0} und {Y;, t > 0} stochastische Prozesse iber (Q,F,P), so dass {X;} und
{Y;} mit Wahrscheinlichkeit 1 rechtsstetige Trajektorien besitzen. Auflerdem sei {Y;} eine Modifikation von {X;}.
Dann sind die Prozesse {X;} und {Y;} ununterscheidbar.

Beweis
e Seien A, A" C Q diejenigen Teilmengen von , fiir die die Trajektorien von {X;} bzw. {Y¥;} nicht
rechtsstetig sind, wobei dann P(A) = P(A4') = 0.

o Auferdem sei Cy = {w € Q: X;(w) # Yi(w)} fiir jedes t > 0 und C' = (J,¢q+ Ct, wobei QF = QNI[0, 00)
die Menge der rationalen Zahlen in [0, 00) bezeichnet.
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— Weil {¥;} eine Modifikation von {X;} ist, gilt P(C) = 0 und deshalb auch
P(C) =0, (6)

wobei C' = CUAUA".
— Somit ist klar, dass X;(w) = Y;(w) fiir beliebige t € QT und w ¢ C".
e Seinunt > 0 eine beliebige (nichtnegative) Zahl und {¢,,} eine Folge rationaler Zahlen mit ¢, > tp41 >t
und ¢, | t.
— Weil X;, (w) =Y;, (w) fiir beliebige n > 1 und w ¢ C’, ergibt sich nun, dass

Xy(w) = lim X, () = lim Y, (@) = Yi(w)

fiir beliebige t > 0 und w ¢ C".
— Wegen (6) folgt hieraus, dass die Prozesse {X;} und {Y;} ununterscheidbar sind. O

Aus Theorem 1.4 ergibt sich insbesondere das folgende Resultat.

Korollar 1.1 Die Prozesse {Xy, t > 0} und {Y;, t > 0} seien cadlag, wobei {Y;} eine Modifikation von {X;} sei.
Dann sind die Prozesse {X;} und {Y;} ununterscheidbar.

1.5 Stationaritit und Unabhingigkeit; stationire bzw. unabhiingige Zuwichse

Von grofier Bedeutung sind stochastische Prozesse, fiir die die in (1.2.1) eingefiihrten endlich—dimensionalen
Verteilungen gewisse Invarianzeigenschaften besitzen. Zwei wichtige Klassen solcher stochastischen Prozesse sind
wie folgt definiert.

Definition Seienn =1,2,...,0<ty<t; <...<t, und h > 0 beliebige Zahlen.

e Der stochastische Prozess {Xy,t > 0} heift stationdr, wenn die Verteilungen der Zufallsvektoren
(Xty+hy---»X¢,+n) nicht von h abhingen.

e Man sagt, dass der stochastische Prozess {X;,t > 0} ein Prozess mit stationdren Zuwdchsen ist, wenn
die Verteilungen der Zufallsvektoren (X, +n — Xtg+hy - - -, Xt,+h — Xt, _,+r) Dicht von h abhingen.

Eine andere wichtige Klasse von stochastischen Prozessen, die wir in dieser Vorlesung ausfiihrlich behandeln
werden, ist wie folgt definiert.

Definition Man sagt, dass der stochastische Prozess {X;,t > 0} ein Prozess mit unabhingigen Zuwdchsen ist,
wenn die Zufallsvariablen Xy, Xy, — Xyp,..., Xy, — Xy, firallen=1,2,...und 0 <t <1 < ... <ty
unabhéngig sind.

Gelegentlich werden wir auch den Begriff der Unabhéngigkeit von zwei (oder mehreren) stochastischen Prozessen
bzw. den Begriff der Unabhéngigkeit eines Prozesses von einer o—Algebra bendtigen.

Definition  Seien {X;,t > 0} und {Y;,¢ > 0} zwei beliebige stochastische Prozesse iiber einunddemselben
Wahrscheinlichkeitsraum (92, F, P) und sei G C F eine beliebige Teil-o—Algebra von F.

e Man sagt dann, dass {X;} und {Y;} unabhdngig sind, wenn die Zufallsvektoren (Xi,,...,X;,) und
(Ysy,--.,Ys,) fiir beliebige (endliche) Folgen von nichtnegativen Zahlen ty,...,t, bzw. s1,..., S, un-
abhéngig sind.

e Aufierdem sagt man, dass {X;} von G unabhdngig ist, wenn fiir jede Folge t1, ..., t, von nichtnegativen
Zahlen und fiir beliebige By, ..., B, € B(R) und A € G die Ereignisse X;,'(B;)N...N X; '(B,) und
A unabhiingig sind, wobei X;'(B) = {w € Q: X;(w) € B}.
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2 Prozesse mit stiickweise konstanten bzw. stetigen Trajektorien

In den ersten drei Abschnitten dieses Kapitels betrachten wir Beispiele von stochastischen Prozessen, deren Pfade
stiickweise konstante (Sprung—) Funktionen sind. Dagegen ist der in Abschnitt 2.4 betrachtete Wiener—Prozess
ein Beispiel von stochastischen Prozessen mit stetigen Trajektorien.

2.1 Zahlprozesse; Erneuerungsprozesse

Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei S1,Ss,... :  — [0,00) eine beliebige Folge von
nichtnegativen Zufallsvariablen mit 0 < S; < .55 <....

In der Versicherungsmathematik kénnen die Zufallsvariablen S,, Zeitpunkte modellieren, zu denen Schéiden eines
bestimmten Typs eintreten. Dies konnen beispielsweise Schiden sein, die durch Naturkatastrophen wie Erdbeben
oder schwere Stiirme verursacht werden.

Definition

1. Der stochastische Prozess {N¢,t > 0} mit
oo
Ny =) (S, <t) (1)
k=1

wird Zdhlprozess genannt, wobei I(A) der Indikator des Ereignisses A € F ist, d.h. I(A)(w) = 1, falls
w€ A, und I(A)(w) =0, falls w ¢ A.
2. Sei T1,T5,...: 2 — [0,00) eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen, die
nur nichtnegative Werte annehmen.
e Dann wird die Folge {Sp,n = 0,1,...} mit So = O0und S, = T1 +...+ T, fir n > 1 ein
Erneuerungspunktprozess genannt, wobei S,, der n-te Erneuerungszeitpunkt heifit, vgl. Abb. 1.
e Der in (1) gegebene stochastische Prozess { Ny, t > 0} wird in diesem Fall Erneuerungszihlprozess
bzw. kurz Erneuerungsprozess genannt, vgl. Abb. 2.

e Dabei wird stets vorausgesetzt, dass die ,,Zwischenankunftszeiten” T}, nicht mit Wahrscheinlichkeit
1 gleich Null sind, d.h., es gelte P(T,, > 0) > 0 fiir jedes n > 1.

Abbildung 1: Punktprozess {S,} mit Zwischenankunftszeiten {T),}
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Abbildung 2: Zahlprozess {N;}

2.1.1 Ergodensatz; Zentraler Grenzwertsatz

Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen (vgl. Theorem WR—5.15) ergibt sich die folgende asymptotische
Eigenschaft des Erneuerungsprozesses {N¢, ¢ > 0}; vgl. auch Beispiel 6 in Abschnitt WR-5.2.3. Aussagen dieses
Typs werden in der Literatur individueller Ergodensatz genannt.

Theorem 2.1 Sei 0 < pu < oo, wobei p = ET,, den Erwartungswert der Zwischenankunftszeiten T, bezeichnet.
Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit 1, dass

lim — = — . (2)

Beweis
e Fiir jedes t > 0 gilt
PNy < ) =1, (3)
denn aus Theorem WR-5.15 folgt, dass lim,,_,., S, = oo mit Wahrscheinlichkeit 1.

e Auferdem ist Ny(w) fiir jedes w € 2 monoton nichtfallend in ¢ > 0, d.h., der Grenzwert lim;_,, N¢(w)
existiert fiir jedes w € .

e Dariiber hinaus gilt mit Wahrscheinlichkeit 1

lim Ny = o0, 4)

t—o0
weil

Pim <) = (i<
= lim lim P(Ny < k)
k—o0 t—00
= lim lim P(S; >t)
t—o0

k— o0

t t
< lim lim (P(T1>E)+---+P(Tk>_)) =0.

k—o0 t—00

e Aus Theorem WR-5.15 folgt also, dass mit Wahrscheinlichkeit 1
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e Aufierdem gilt fiir beliebige t > 0und n € N={1,2,...}
e Folglich gilt Sy, <t < Sn,+1 bzw.

%< ¢ Sn,+1 Ny +1

= >T.
N, =N, - N;+1 N, viz T

e Hieraus und aus (5) ergibt sich nun die Giiltigkeit von (2). O

Auferdem gilt der folgende zentrale Grenzwertsatz; vgl. auch Beispiel 4 in Abschnitt WR-5.3.2.

Theorem 2.2 Sei 0 < u=ET; < 0o, ET? < oo und VarTy > 0. Fiir jedes © € R gilt dann

i (M <) a0, o

wobei ¢ = Var Ty /pu® und ® : R — [0,1] die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Beweis

e Aus dem Beweis des zentralen Grenzwertsatzes fiir Summen von unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen (vgl. den Beweis von Theorem WR~-5.16) ergibt sich, dass die Konvergenz

. Sn —np _
i P (\/ﬁ <) =) )

gleichméfig in z € R erfolgt.

e Sei |a] der ganzzahlige Anteil von a > 0. Mit der Schreibweise m(t) = |z+v/ct + tpu~'] gilt dann fiir
jedes hinreichend grofe ¢

PN <

P(N; < Vet +tp™)

Vet
= P(Sm(t)+1 > t)
_ P(Sm(t)-H —pm@)+1)  t—p(m(t) +1) )
V(m(t) + 1) Var Ty V(mt) + DVar T,/
e Also gilt
(7 <2) -
< ‘P(Sm(t)+1 — p(m(t) +1) t —pu(m(t) +1) ) 3 (1 B (}( t —p(m(t) + 1) ))‘

V/(m(t) + 1)Var Ty V(m(t) + 1)Var Ty

—p(m(t) +1)
+|(1 “I’(f(mg) +i)\+fa1T1)) - 2(a)].

e Aufserdem gilt fiir jedes x € R

lim m(t) = tlim lzvet +tp'| = .
—00

t—o0
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e Wegen (8) und wegen der Symmetrieeigenschaft
1—®(—z) = ®(x) Vz € R
der Verteilungsfunktion ® der N(0, 1)-Verteilung geniigt es somit noch zu zeigen, dass

im _t—pm(t) . (9)
t=oo \/m(t)Var Ty

o Weil m(t) = zv/ct + tu~" + &(t) mit 0 < |(¢)| < 1 fiir jedes hinreichend groRe ¢t > 0 gilt, ergibt sich

t — um(t) _t— et —t — pe(t)
m(t)Var Ty m(t)Var Ty

Vi~ WVarTit pe(t)

\/u—1VarT1t+xVarT1\/E+VarTlg( ) \/m YWVar T, ’

wobei der erste Summand gegen —z und der zweite Summand gegen 0 strebt fiir ¢ — oo.

e Damit ist die Behauptung (7) bewiesen. O

2.1.2 Erneuerungsfunktion

Definition Die Funktion H : [0,00) — [0,00), wobei H(t) = EN; die erwartete Anzahl von Erneuerungs-
zeitpunkten im Intervall [0, t] bezeichnet, wird Erneuerungsfunktion von {N;} genannt. Aus (1) ergibt sich,
dass

H(t):Ei 1(S, <t) ZE]IS <t) iF*"(t), (10)

wobei F' : [0,00) — [0,1] die Verteilungsfunktion der Zw1schenankunftszeiten T, und F*" die n-te Fal-
tungspotenz von F bezeichnet. Dabei gilt F*" = F*(»=1 x F und (G * F)( f G(t — s)dF(s) mit
F*1(t) = F(t) und F*° = 1([0,00)), d.h., F*O(t) = 1 fiir ¢ > 0 und F*°(t) = 0 fur t <O0.

Beachte

1. Es ist klar, dass die Erneuerungsfunktion H : [0, 00) — [0, 00) monoton wachsend ist. Auflerdem ist es
nicht schwierig zu zeigen, dass H(t) < oo fiir jedes ¢t > 0 gilt.

2. Allerdings ist es nur in wenigen Spezialfillen moglich, einfache geschlossene Formeln fiir die Erneue-
rungsfunktion H herzuleiten. Die Laplace-Stieltjes—Transformierte [z (s fo e **dH(z) von H
lasst sich jedoch immer durch die Laplace-Stieltjes—Transformierte von F ausdriicken.

Theorem 2.3 Fiir jedes s > 0 gilt X
A lp(s
frr(s) = —£)_
1-Ip (S)

Beweis Aus (10) ergibt sich, dass
7 * —sz 00 *n = * —sz *N o 7 S n [ 5
in) = [ e A P @) =Y [T et ar ) = S dpene) = Y (i (e)" =
0 n=1 n=170 n=1 1 _lF(S)

wobei die geometrische Reihe Znil(lA #(s))™ konvergiert, weil [ (s) < 1 fiir jedes s > 0 gilt. O
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Aus Theorem 2.1 ergibt sich die Vermutung, dass die Erneuerungsfunktion H(t) = E N; ein dhnliches asympto-
tisches lineares Verhalten hat, wie es in (2) fiir den Erneuerungsprozess {N;} gezeigt wurde. Um dies zu zeigen,
benotigen wir den folgenden Hilfssatz, der in der Literatur die Waldsche Identitdt fiir Erneuerungsprozesse genannt
wird.

Lemma 2.1 Sei g : [0,00) = [0,00) ein beliebige Borel-messbare Funktion. Dann gilt fir jedes t > 0

N,+1
E(Y o(T)) =Eg(T)EN, +1). (12)

Beweis

e Um die Giiltigkeit von (12) zu zeigen, fiihren wir die folgenden Hilfsvariablen ein: Sei

0 fallsi> Ng+1,
1 fallsi < Ny + 1.

e Dann ergibt sich aus dem Satz {iber die monotone Konvergenz, dass

Ny+1

B(Y 1) =B (Yo%) = S E (v,
i i=1 i=1

1=
wobei die Erwartungswerte in der letzten Summe genauer bestimmt werden koénnen, weil die Zufalls-
variablen ¢g(T;) und Y; unabhéngig sind.

o Dies gilt, weil die Bernoulli-Variable Y; genau dann von T; unabhéngig ist, wenn das Ereignis {Y; = 1}
von T; unabhéngig ist.

e Es gilt jedoch {Y; =1} = {N; + 1 > i} = {S;—1 < t}, und das letzte Ereignis ist unabhéngig von T;.

e Hieraus folgt, dass

N:+1 [e%s) [e%s}
E(Y o) =Y EgTIEY; =Eg(T1) > P(Y; =1)
=1 =1 =1

= Eg(ﬂ)iP(Nt +12>4) =Eg(T1)(EN; +1).

i=1

Wir sind nun in der Lage, das folgende Theorem zu beweisen, das in der Literatur der elementare Erneuerungssatz
genannt wird.

Theorem 2.4 Sei 0 < p < 0o. Dann gilt
H 1
im 2O _ 1 (13)
t—oo ¢ s

Beweis

e Aus Theorem 2.1 ergibt sich mit Hilfe des Lemmas von Fatou, dass
p~ ' =E liminf t ' N; < liminf ¢ 'EN; = liminf ¢ " H(t).
t—o0 t—o0 t—o0

e Andererseits gilt auch
p~t > limsupt T H(t). (14)

t—o0
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e Um dies zu zeigen, betrachten wir die gestutzten Zwischenankunftszeiten T, = min{T,,b} fiir ein
hinreichend groftes b > 0, so dass ET), > 0.

e Sei {N{,t > 0} der entsprechende Zahlprozess mit

N =) IS, <t), S,=> T/, (15)
n=1 =1

und H'(t) = EN].
e Dann gilt N} > N; und somit H'(t) > H(t) fiir jedes ¢ > 0. Hieraus und aus Lemma 2.1 ergibt sich,

dass
E Sy
limsupt *H(t) < limsupt 'H'(t) <limsupt '——t—
t—o00 t—o00 t—o00 ]ETl
< limsupt™"E (Sy, + Thr 4y ) (ET)) ™
t—o00 t t
< limsupt '(t+b)(ET)) ™ = (ET))~*.
t—o0
e Damit ist (14) bewiesen, denn es gilt limy_,o, ET] = ET;. O

Aufer der in Theorem 2.4 hergeleiteten asymptotischen Linearitit 1dsst sich noch eine wesentliche schirfere
Aussage iiber das asymptotische Verhalten der Erneuerungsfunktion H(¢) fiir ¢ — oo herleiten.

Der folgende Grenzwertsatz wird in der Literatur Erneuerungssatz von Blackwell bzw. Haupterneuerungssatz.
genannt. Er besagt, dass sich das Erneuerungsmafl H : B([0,00)) — [0, 00] mit

o0
HE) =Y [ aFn@),  BeB(o,)
n=0YB
asymptotisch genauso wie das Lebesgue-Maft verhilt.

Theorem 2.5 Sei 0 < p < 00, und die Verteilungsfunktion F sei nicht gitterformig, d.h., die Wachstumspunkte
von F liegen nicht auf einem regelmafigen Gitter. Dann gilt

lim (H((—o00,z]) — H((—00,z —y])) =

y
lim. . Vy>0. (16)

Der Beweis von Theorem 2.5 geht iiber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus und wird deshalb weggelassen. Er
kann beispielsweise in Kallenberg (2001), S. 172-174 nachgelesen werden .

2.1.3 Verzogerte Erneuerungprozesse; stationiire Zuwichse

Wir betrachten nun ein etwas allgemeineres Modell von Erneuerungsprozessen. Dabei setzen wir voraus, dass
T1,T5, ... eine Folge von unabhingigen nichtnegativen Zufallsvariablen ist und dass die Zufallsvariablen T5, T3, ...
identisch verteilt sind mit der Verteilungsfunktion F'.

Wir lassen jedoch zu, dass T3 eine beliebige Verteilungsfunktion F; hat, die von F' verschieden sein kann.

Definition Die Folge {S,,n > 1} mit S, = T + ... + T, wird dann verzdgerter Erneuerungspunktprozess
genannt. Der Zahlprozess {Ng, t > 0}, der wiederum so wie in (1) definiert wird, heifit verzigerter Erneue-
rungszahlprozess bzw. kurz verzégerter Erneuerungsprozess.

Vollig analog zu Theorem 2.4 13sst sich die folgende Aussage beweisen.
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Theorem 2.6 Sei 0 < p < co. Dann gilt

. H(@) 1
ML= (17)
wobei -
H(t)=EN, =Y (F *F*")(t). (18)
n=0

Der Fall, wenn Fj die sogenannte integrierte Tailverteilungsfunktion F® von F' ist, ist von besonderem Interesse,
wobei

1 z
F%m:;;/(1_F@»@ Vo> 0. (19)
0
Theorem 2.7 Es gelte 0 < p < oo und
Fi(z) = F*(z) Vz>0. (20)

Dann ist die Erneuerungsfunktion H(t) gegeben durch

Bewelis

e Wenn auf beiden Seiten der Gleichung (18) zu den Laplace—Stieltjes—Transformierten iibergegangen
wird, dann ergibt sich genauso wie im Beweis von Theorem 2.3, dass

~ o de(s)  ee(s)
) = e T It

o Weil [-(s) = (1 —ip(s))(sp) ! gilt, ergibt sich hieraus, dass [ (s) = (sp) ' = p~ ! [ e * dv.
0

e Wegen des eineindeutigen Zusammenhanges zwischen Erneuerungsfunktionen und Laplace—Stieltjes—
Transformierten, ist damit die Giiltigkeit von (21) bewiesen. O

Fiir verzogerte Erneuerungsprozesse {N;, t > 0}, die der Bedingung (20) geniigen, lésst sich eine wesentlich
schirfere Aussage als in Theorem 2.7 herleiten. Hierfiir benotigen wir den folgenden Begriff: Die Zufallsvariable
T(t) = Sn,+1 — t heilst Exzess zum Zeitpunkt ¢ > 0.

Theorem 2.8 Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.7 ist der verzigerte Erneuerungsprozess {N¢,t > 0}
ein Prozess mit stationdren Zuwdchsen.

Beweis
e Weil die Zufallsvariablen 77,75, ... unabhingig sind, hingt die gemeinsame Verteilung der Zuwéchse
N, +¢—Nigits - - - Ni 4¢— Ny, _, ¢ nicht von ¢ ab, falls die Verteilung des Exzesses T'(t) diese Eigenschaft
hat.

e In Anbetracht der in Abschnitt 1.5 eingefiihrten Definition von Prozessen mit stationdren Zuwéchsen
geniigt es zu zeigen, dass P(T'(t) < z) = F3(x) fir jedes x > 0 gilt, und zwar unabhingig von ¢.
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e Dies ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen: Es gilt

o0

P(T(t)<z) = Y P(Sp-1<t<S8,<t+z)
n=1

0t

= P+a) -0+ / (F(t+z —y) — F(t — y)) d(F*+ F<m=D(y)
n=1 0

t
= P40 -F@)+u [ (Ft+z-y)-Ft-n)dy=F@),
0
wobei sich die dritte Gleichheit aus (18) und (21) ergibt. O

Beachte Weil EN; = E(N; — Ny) + E Ny fiir beliebige ¢,t' > 0 mit ¢ < ¢ gilt, ergibt sich unmittelbar aus
Theorem 2.8, dass E N; eine lineare Funktion in ¢ ist. Somit implizieren die Theoreme 2.6 und 2.8 die
Aussage von Theorem 2.7.

2.2 Z&hlprozesse vom Poisson—Typ
2.2.1 Homogener Poisson—Prozess

In diesem Abschnitt betrachten wir (Erneuerungs-) Zahlprozesse { Ny, t > 0} mit

oo
Ny=> W(Sp<t) und  Sp=Ti+...+Tp, (22)
k=1
wobei T1,Ts,... : @ — [0,00) eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen ist. Dabei

setzen wir zusétzlich voraus, dass die Zwischenankunftszeiten T}, exponentialverteilt sind, d.h.,

T, ~ Exp())  fiir ein A > 0. (23)

Definition  Falls (23) gilt, dann wird der Zahlprozess {Ny,t > 0} ein homogener Poisson—Prozess mit der
Intensitdt A\ genannt.

Beachte
e Eine grundlegende Eigenschaft homogener Poisson—Prozesse besteht darin, dass sie eine Klasse stocha-
stischer Prozesse mit unabhéngigen und stationdren Zuwichsen bilden.

e Dies werden wir in dem folgenden Theorem genauer analysieren, das verschiedene dquivalente Defini-
tionsmdoglichkeiten des homogenen Poisson—Prozesses enthalt wobei wir das Adjektiv ,homogen” der
Kiirze wegen weglassen.

Theorem 2.9 Sei {N;,t > 0} ein beliebiger Zihlprozess. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) {N} ist ein Poisson—Prozess mit Intensitit .

(b) Fiir beliebige t > 0 und n = 1,2,... ist die Zufallsvariable Ny poissonverteilt mit Parameter \t, d.h.
N; ~ Poi(At), und unter der Bedingung, dass {Ny = n}, hat der Zufallsvektor (Si,...,Sn) die gleiche
Verteilung wie die Ordnungsstatistik von n unabhdangigen, in [0,t] gleichverteilten Zufallsvariablen.

(c) {N:} hat unabhingige Zuwdchse mit E Ny = A, und fiir beliebige t > 0 undn = 1,2, ... hat der Zufallsvektor
(S1,--.,Sn) unter der Bedingung, dass {Ny = n}, die gleiche Verteilung wie die Ordnungsstatistik von n
unabhdngigen, in [0,t] gleichverteilten Zufallsvariablen.
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(d) {N:¢} hat stationdre und unabhingige Zuwdichse, und fir h | 0 gilt
P(Ny=0)=1-Ah+o(h), P(Ny=1)=Ah+o(h). (24)

(e) {N:} hat stationdre und unabhdngige Zuwdchse, und fir jedes t > 0 ist Ny eine Poi(At)—verteilte Zufallsva-
riable.
Beweis Wir fithren einen zyklischen Beweis, d.h., wir zeigen, dass (a)=(b)=-(c)=(d)=(e)=(a) gilt.
(a)=(b)
e Aus (a) ergibt sich, dass S, = Y1, T; eine Summe von n unabhéngigen und Exp(\)—verteilten Zufalls-

variablen ist, d.h., S, ist Erl(n, A\)-verteilt, wobei Erl(n, ) die Erlang—Verteilung mit den Parametern
n und A bezeichnet.

e Hieraus ergibt sich, dass P(N; = 0) = P(S; >
P(N¢=n) = P(N¢>n)—P{Ny>2n+1)
= <

t A" -1 t ynt+1,n
v AT
= / 7e_kvdv—/ e~ dy
0 : 0

(n—1)! n!
_ /t i(()\v)n e—/\v) dv = (At)" Y
o dv\ nl! n!
fiir jedes n > 1, d.h., N; ist Poi(At)—verteilt.
e Weil die gemeinsame Dichte fs, ... s5,.,(t1,---,tny1) von Si,...,Spy1 gegeben ist durch
n+1
Is1iSnpa(ts o tng1) = H Ae MEr—th—1) — yntlo—Atnis

k=1

fiir beliebige to = 0 < t; < ... <t < tpyr und fs,,..5,.,(t1,...,taqp1) = O sonst, gilt fiir die
gemeinsame bedingte Dichte fs, .. s, (t1,...,tn | Nt = n) von Si,...,S, unter der Bedingung, dass
Ny = n, die Formel

fs1,sn(ti, . stn | Np =mn)

fgh___’sn (tl, ceytn | S1<t,...,S, <t, Sn+1 > t)
ftoo )\n+le—)\$n+1 d.'L'n+]_

f(‘f fwtl Tt ft LOO Antle—Azn+1 d$n+1 ...dx

Tn—1

n!
tn
fir0<t¢ <...<t, <tund fg,, . s, (t1,...,tn | Nt =n) = 0 sonst.
e Das ist die Dichte der Ordnungsstatistik von n unabhéngigen, in [0, t] gleichverteilten Zufallsvariablen.
(b)=(c)
e Aus (b) ergibt sich ohne weiteres, dass EN; = A.
e Seinun zy,...,2, € Nund tg =0 < t; <... < t,. Dann ergibt sich aus (b) fir x = 1 +... + z,, dass

P(krjl {Ntk = Nty :xk}) = P(Q {Nt;c = Ny ka} ‘ N, :JU)P(Ntn =)

= ) i, 2! ﬁ (tk —tk1)z’°
x! :Ul!...mn!k i t

n

= Q= D™ x-tn),
paier :ck'

d.h., der Zahlprozess {N;} hat unabhingige Zuwichse.
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(€)=(d)

Wir nehmen an, dass der Zufallsvektor (Sti,...,Sm) unter der Bedingung, dass N(t, + h) = m, die
gleiche Verteilung hat wie die Ordnungsstatistik von m unabhingigen, in [0,t, + h] gleichverteilten
Zufallsvariablen.

Dann gilt fiir beliebige z1,...,2, €N, tg =0<t; < ... <t, und h > 0, dass

n n
P(ﬂ {Niysn = Nog_rin =k} | Nown = m) - P(ﬂ (N = Ny, =21} | Nowin = m) .
k=1 k=1

Mit Hilfe der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich nun, dass der Zahlprozess {IV;} statio-
ndre Zuwéchse hat.

AuRerdem ergibt sich aus der bedingten Gleichverteilungseigenschaft, die in (c) vorausgesetzt wird,
dassfir0< h <1

P(N, =0) = iP(Nh =0,N; - N, =k) = ip(z\/1 =k)P(Ny, =N, =k| N, =k)
k=0 k=0
= iP(Nl =k)(1 - h)*.
k=0
Somit gilt
%(1 —P(N, =0)) = %(1 - l;)P(Nl =k)(1-— h)’“)
el _ _ k

Aus der Ungleichung (1 — h)® > 1 — kh, die fiir beliebige 0 < h < 1 und k = 1,2,... gilt, folgt, dass
die Funktionen g5 (k) = h~(1 — (1 — h)*) in der letzten Summe die gemeinsame Schranke g(k) = k
besitzen.

Diese Schranke ist integrierbar, denn es gilt

Y kP(Ni=k)=EN; =A< 0.
k=1

Durch Vertauschung von Summation und Grenzwert ergibt sich nun, dass
1
lim — P(N, =2A
w3y g P> 0)

und somit der erste Teil von (24).

Auf die gleiche Weise erhalten wir, dass
lim £ PV, = 1) = lim S P(Ny = K) k(1= ¥ = A
h—0 h h = T RS0 1 v o

was dquivalent zum zweiten Teil von (24) ist.

(d)=(e)

Sein €N, t >0 und p,(t) = P(N; = n). Dann gilt fiir h > 0
Polt + ) = P(N, = 0, Ny, — Ny = 0) = po£)(1 — M + o(h)) (25)

und flir t > h >0
po(t) = po(t — h)(1 — Ah + o(h)). (26)
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Hieraus folgt, dass die Funktion pg(t) stetig in (0,00) und rechtsstetig im Punkt ¢ = 0 ist.
Weil po(t — h) = po(t) + o(1), ergibt sich aus (25) und (26), dass fiir beliebige h > —¢

po(t +h) —po(t)

= —Apo(t) +o(1).

Die Funktion po(¢) ist somit differenzierbar, und sie geniigt der Differentialgleichung

P57 () = —Apo(t) (27)

fiir t > 0.
e Wegen po(0) = P(Nyg = 0) = 1 ist die (eindeutig bestimmte) Losung von (27) gegeben durch

po(t) =e M  t>0. (28)
e Um zu zeigen, dass
A" _xe
pa(t) = e 20 (29)

fiir beliebige n € N gilt, kann man genauso wie im Beweis von (28) vorgehen.
e Hierfiir geniigt es zu beachten, dass (24) die Giiltigkeit von P(Ny, > 1) = o(h) fiir h | 0 impliziert.
e Mit Hilfe von (28) ergibt sich nun durch vollstdndige Induktion nach n, dass (29) gilt.
(e)=(a)

e Seiby=0<a; <b; <...<a,<b,. Dann gilt

n n—1
P(ID1 {ar < Sk < bk}) P(ID1 {N,, — No,_, =0,Ny, — N, =1}
N{Na, = Np,_, =0,Ny, — N, > 1}) ,

und aus (e) ergibt sich , dass

P(ﬁ {ak < Sk Sbk})

n—1
ef/\(anfbn_1)(1 _ efk(bnfan)) H ef/\(akfbk_l)A(bk _ ak)efk(bkfak)
k=1 k=1

n—1

= (et —e Mmxn! H (bk — ax)

k=1
b1 by
/ .. / Nle=Mn dy L dyy
a1 Qn
b1 bg—z‘l bn—zl—...—a:n_l
= / / ) / Ne=Marteden) qp - dgy .
a1 a2—x1 Ap—T1—..— Ty =1

e Die gemeinsame Dichte von S1,S2 — Sy, ...,S, — Sp—_1 ist somit gegeben durch

P( ﬁ {Sk —Sr_1 € d.’ll'k}) = )\ne—)\(zl—i-...—',-zn) dzy...dz,.

k=1

e Dies bedeutet, dass die Zufallsvariablen S;,S2 — S1,...,S, — Sp—1 unabhingig und Exp(\)-verteilt
sind, d.h., {N;} ist ein Poisson-Prozess mit der Intensitéit A. O
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2.2.2 Zusammengesetzte Poisson—Prozesse

Wir verallgemeinern das mit Hilfe von (22) eingefiihrte Modell eines homogenen Poisson—Prozesses {N¢,t > 0},
indem wir nun zulassen, dass die Sprunghéhen beliebige Zufallsvariablen sind, die nicht notwendig gleich Eins
sein miissen.

e Aufler der Folge der Sprungzeitpunkte S1,Ss,... mit 0 < S1 < S2 < ... betrachten wir deshalb zusétzlich
eine Folge von Zufallsvariablen Uy, Us,...: Q2 — R, die die Sprunghdhen des zu konstruierenden (Sprung-)
Prozesses sein werden.

e So wie in Abschnitt 2.2.1 nehmen wir an, dass S, = T1 + ... + T, gilt, wobei T1,T5,... : @ = [0,00) eine
Folge von unabhingigen und identisch Exp(\)-verteilten Zwischenankunftszeiten ist.

e Dabei wird vorausgesetzt, dass Uy, Us, ... eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsva-
riablen ist, die von der Folge der Zwischenankunftszeitpunkte 71,75, ... unabhéngig ist.

Definition Der stochastische Prozess {X;,¢ > 0} mit

oo Nt
Xe=) Usl(Sp <t) =) Uy (30)
k=1

k=1

heifit zusammengesetzter Poisson—Prozess mit den Charakteristiken (\, Fy), wobei Fyy die Verteilungsfunk-
tion der Sprungh6hen U;, Us, ... bezeichnet, vgl. Abb. 3.

L :
G
L i u i U
:l Si S Eua :S,
=5

=4

Abbildung 3: Zusammengesetzter Poisson—Prozess {X;}

Theorem 2.10 Sei {X;} ein zusammengesetzter Poisson—Prozess mit den Charakteristiken (X, Fy), so dass die
momenterzeugende Funktion my(s) = E e*Ur von U, fiir jedes s € R wohldefiniert sei. Dann gilt:
(a) {X:} hat stationdre und unabhingige Zuwdichse.
(b) Fiir beliebige s € R und t > 0 ist die momenterzeugende Funktion mx,(s) = E e*Xt von X, gegeben durch
i, (s) = MU=, (31)
und es gilt
EX, = Muy,  VarX, = Apl?, (32)

wobei uy = EU,, und pg) = EUT% die ersten beiden Momente der Sprunghéhen U, sind.
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Beweis

e Um die Teilaussage (a) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass fiir beliebige n = 1,2,...,h > 0 und
0<ty <t <...<t, die Zufallsvariablen

Niy+n N +h
E Uiy ye ooy E U,
11=Nyy+n+1 1n=Ny, +nt+l

unabhéngig sind und dass ihre Verteilungen nicht von h abhingen.

e Weil die Folge {U,,} aus unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen besteht, die unabhéngig
von {T,} sind, gilt fiir beliebige z1,..., 2, >0

Nii+n Nip,+h
P( E U, <z1,..., E Uinswn)
11=N¢y4+n+1 in=Nt, +n+1
n
*k;
= E H FU ! (x]-)P(Nt1+h - Nto+h = k]_ ey Ntn+h - Ntn_1+h = kn) -
k1,..,kn>0 j=1

e Es geniigt nun zu beachten, dass wir in Theorem 2.9 gezeigt hatten, dass der Poisson-Prozess {N;}
unabhingige und stationire Zuwichse hat.

e Unter Beriicksichtigung unserer Unabhéngigkeits- und Verteilungsannahmen ergibt sich die Formel
(31) in Teilaussage (b) unmittelbar aus der Formel der totalen Wahrscheinlicheit.

e Die Formeln in (32) ergeben sich durch Differenzieren beider Seiten von (31). O

Beachte Die Verteilung einer Zufallsvariablen, deren momenterzeugende Funktion die Form (31) hat, heifit
zusammengesetzte Poisson—Verteilung mit den Charakteristiken (A, Fy).

2.2.3 DPoissonsche Zihlmafie; Cox—Prozesse; Simluationsalgorithmus

Der in Abschnitt 2.2.1 betrachtete Begriff des Poissonschen Zihlprozesses {Ny,t > 0} mit N, = > "2, I(Sy < t)
und S, = T} + ...+ T}, wobei die Zufallsvariablen T7,T5,... : @ — [0,00) unabhingig und identisch Exp(A\)—
verteilt sind, lasst sich wie folgt weiter verallgemeinern.

e Anstelle die Anzahl N; der Sprungpunkte {S,} nur in Intervallen der Form [0,¢] fiir ¢ > 0 zu betrachten,
kann man die Anzahl Np dieser Punkte in einer beliebigen Borel-Menge B € B([0, 00)) betrachten, wobei

Np = i 1(S, € B). (33)

e Man kann leicht zeigen, dass der mengen—indizierte Prozess {Ng, B € B([0,00))} die Eigenschaften eines
zufdlligen Zahlmafes hat, d.h., es gilt

o0
Nyz.,B. =) Na, (34)
n=1
fiir beliebige Borel-Mengen By, Bs, ... € B([0,0)), die paarweise disjunkt sind.
Definition Das in (33) gegebene zufillige Zéhlmaf {Np, B € B([0,00))}, wobei S,, = T1 + ... + T, und die

Zufallsvariablen T1,T5,... : @ — [0,00) unabhingig und identisch Exp(A)-verteilt sind, wird homogenes
Poissonsches Zihlmaf mit der Intensitdt A genannt.

Unmittelbar aus Theorem 2.9 ergibt sich die Giiltigkeit der folgende beiden Aussagen.
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Theorem 2.11 Sei {Np, B € B([0,00))} ein Poissonsches Zihlmaf§ mit der Intensitit . Dann gilt:

e Die Zufallsvariablen Ng,, Np,, ... sind unabhingig fir beliebige beschrinkte und paarweise disjunkte Borel-
Mengen By, Bs, ... € B([0,0)).

o Fiir jedes beschrinkte B € B([0,00)) gilt Ng ~ Poi(Av(B)), wobei v : B([0,00)) — [0,00] das Lebesgue—Mafs
1st.

Beachte Mit Hilfe des Satzes iiber die monotone Konvergenz kann man leicht zeigen, dass die Mengenfunktion
w: B([0,0)) — [0, 00] mit
u(B) =ENg, (35)

die durch das zufllige Zahlmaf {Np, B € B([0,00))} induziert wird, o—additiv ist, d.h., p ist ein Maf.
Definition Das in (35) gegebene Maft u wird Intensititsmaf des zufilligen Zahlmafes {Np} genannt.

Beachte
e Fiir das Intensitdtsmafl p eines homogenen Poissonschen Zahlmafies mit Intensitdt A gilt
w(B) = Av(B) V B € B([0,00)) . (36)

e Die am Ende von Abschnitt 1.2 erwéhnte Variante des Existenzsatzes von Kolmogorow fiir beliebige
Indexmengen I ermdglicht es, Poissonsche Zahlmafe mit allgemeineren Intensitdtsmafien als in (36) zu
betrachten.

Definition  Sei p : B([0,00)) — [0, 0] ein beliebiges lokal-endliches Maff, d.h., u(B) < oo gilt fiir jede be-
schrankte Borel-Menge B € B([0,0)). Das zufallige Zahlma {Ng, B € B([0,00))} wird (inhomogenes)
Poissonsches Zihlmaf mit dem Intensitdtsmafs p genannt, wenn

e die Zufallsvariablen Np,, Np,,... unabhéngig sind fiir beliebige beschrinkte und paarweise disjunkte
Borel-Mengen By, Bs, ... € B([0,00)) und
e Np ~ Poi(u(B)) fiir jedes beschrinkte B € B([0,00)) gilt.

Man kann sogar noch einen Schritt weiter gehen und sogenannte doppelt—stochastische Poisson—-Prozesse betrach-
ten, die in der Literatur auch Cox-Prozesse genannt werden.

Definition Sei {Ap, B € B([0,00))} ein beliebiges zufalliges Maf, das mit Wahrscheinlichkeit 1 lokal-endlich
ist.

e Das zufillige Zéhlmafl {Np, B € B([0,00))} wird doppelt-stochastisches Poisson—Zihlmaf bzw. Cox-
Zihlmaf mit dem zufélligen Intensitdtsmafi A genannt, wenn

" AL, " Mo,
P(() Nasa = hi}) =B ([T 55 exp(-Aqua)) = [ (T 75522 exp(=paanna)) P(A € )
i=1 i=1 i=1
37)
fiir beliebige n € N, k1,...,k, € {0,1,...} und 0 < a; <b; <az <bs <... < ay < by gilt.

e Der durch (37) gegebene Zahlprozess {N;, t > 0} mit Ny = Njg 4 heilt doppelt-stochastischer Poisson—
Prozess bzw. Cox—Prozess mit dem zufélligen Intensitatsmafl A.
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Ein wichtiger Spezialfall liegt dann vor,

e wenn die Realisierungen des zufilligen Intensitdtsmafies A mit Wahrscheinlichkeit 1 absolutstetig beziiglich
des Lebesgue—Mafes sind, d.h.,

e wenn es einen stochastischen Prozess {\;,¢ > 0} gibt, dessen Trajektorien (mit Wahrscheinlichkeit 1) Borel-
messbare und lokal-integrierbare nichtnegative Funktionen sind, so dass fiir jede beschrinkte Borel-Menge
B € B([0,))

AB :/ A dt < 00 (38)
B
mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt.

e Der stochastische Prozess {A;} wird dann Intensitdtsprozess von {Np} genannt.

Im folgenden Theorem wird eine Zeittransformation von homogenen Poisson—Prozessen (mit Intensitdt A = 1)
betrachtet. Sie liefert einen Algorithmus zur Simulation von Cox—Prozessen mit vorgegebenem Intensitatsprozess.

Theorem 2.12

o Sei {N/,t > 0} ein (homogener) Poisson—Prozess mit der Intensitit A = 1, und sei {\¢,t > 0} ein beliebiger
Intensitatsprozess.

e Die stochastischen Prozesse {N|} und {\;} seien unabhingig.

e Dann ist der Zihlprozess {Ny,t > 0} mit
t
N; = N, und gy = / Ay dv (39)
0
ein Coz—Prozess mit dem Intensititsprozess {\¢}.

Beweis

o Wir miissen lediglich zeigen, dass (37) gilt.
e Wegen der vorausgesetzten Unabhangigkeit der Prozesse {N;} und {\;} konnen wir annehmen, dass
der Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), der beide Prozesse ,trigt”, die Form
(Q,f,P) = (Ql X Q2,f1 ®.7:2,P1 X PQ)

hat, wobei {IN;} iiber (y,F1, P1) und {)\:} iiber (Qs, Fa, P2) definiert ist.
e Aus der Definitionsgleichung (39) des Z&hlprozesses {N;} und aus den in Abschnitt 3.2.1 diskutierten
Eigenschaften der bedingten Erwartung ergibt sich, dass

n n

P(m{N(ai,bi] = kl}) = P(ﬂ{sz - N(li = kz})
=1 =1
B P(z'Dl{Nlé”' Avdo Nloa" Avdv — k’}) - E][(Q{N}ob" Avdu NIO“" Aodv ki})

n

E (H ]I(N}O"i Avdy N}O‘” Avdv k,))
i=1

= /;22 E (Hl ]I( }Obi /\v (w2) dv —_— N}Oa,' /\v (wz) dov = kl))Pz(dCUQ)

/g (HE][(N}J"' Awn)dn ™ Nt Aunyav = Ki) Pa(dws),

2 =1
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wobei sich die beiden letzten Gleichheiten aus den Unabhéngigkeitseigenschaften der Prozesse {IN]}
und {\:} und aus der Darstellungsformel (8) der reguldren bedingten Erwartung fiir Funktionale un-
abhingiger stochastischer Prozesse ergeben.

o Weil {N;} ein homogener Poisson-Prozess mit der Intensitdt A = 1 ist, der unabhingig von {A;} ist,

ergibt sich durch die erneute Anwendung der Darstellungsformel (8), dass fiir jedes ¢ =1,...,n
bi ki
(7 Ao (w2) do) ™
E I(N}Obi A (w2) dv o N}Oai Av (w2) dv = k’) = : kz' exp(— o Ay (wz) dv) )
e Hieraus ergibt sich, dass
n (S, do)® bi
P(ﬂ{N(ai,bi] :kz}) :]E(Ha"Texp(— . )‘v dU)) 5
i=1 i=1 i
wobei der letzte Ausdruck mit der rechten Seite von (37) tibereinstimmt. O

Bespiele

1. Eine spezielle Klasse von Cox—Prozessen sind die gemischten Poisson—Prozesse, deren Intensitétspro-
zess {A\¢} durch Ay = Z gegeben ist, wobei Z : Q@ — [0, 00) eine beliebige nichtnegative Zufallsvariable
ist.

2. Sei X' : [0,00) — [0,00) eine periodische (und deterministische) Funktion mit der Periode 1, und sei
{N{,t > 0} ein (homogener) Poisson—Prozess mit der Intensitit A = 1.
e Dann wird der Zahlprozess {N;,t > 0} mit

¢
Ny = N,, und g¢ = / Al dv
0

ein periodischer Poisson—Prozess genannt, der im allgemeinen keine stationiren Zuwichse hat.

e Es ist jedoch moglich, auf die folgende Weise einen entsprechenden Cox—Prozess mit stationiren
Zuwéichsen zu konstruieren.
— Sei némlich U : Q@ — [0, 1] eine [0, 1]-gleichverteilte Zufallsvariable, die unabhingig von {Nj}
ist. Auflerdem sei

¢
At = Ayu und At:/ Asds.
0

— Dann ergibt sich aus Theorem 2.12, dass {N;',t > 0} mit N = N} ein Cox-Prozess ist.

— Auferdem kann man sich leicht iberlegen, dass der Cox-Prozess {N;} stationire Zuwéichse
hat.

2.3 Markow—Prozesse mit endlich vielen Zustédnden

Wir beginnen mit einem kurzen Riickblick auf Markow-Prozesse mit diskreter Zeit, die in der Literatur Markow-
Ketten genannt werden und die beispielsweise in der Vorlesung ,,Markov Chains and Monte—Carlo Simulation’
im SS 2006 ausfiihrlich behandelt wurden.

e Das stochastische Modell der zeitdiskreten Markow-Ketten (mit endlich vielen Zustinden) besteht aus den
drei Komponenten: Zustandsraum, Anfangsverteilung und Ubergangsmatrix.

— Den Ausgangspunkt bildet die (endliche) Menge aller moglichen Zusténde, die Zustandsraum der
Markow-Kette genannt wird und die 0.B.d.A. mit der Menge E = {1,2,...,¢} identifiziert werden
kann, wobei £ € {1,2,...} eine beliebige, jedoch fest vorgegebene natiirliche Zahl ist.
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— Fiir jedes i € E sei a; die Wahrscheinlichkeit, dass sich das betrachtete System zum ,Zeitpunkt” n =0
im Zustand i befindet, wobei

¢
ael0,1], Y a=1 (1)
i=1
vorausgesetzt wird. Der Vektor & = (o, ...,ay)" der (Einzel-) Wahrscheinlichkeiten o, . .., a, bildet

die Anfangsverteilung der Markow-Kette.

— Auferdem betrachten wir fiir jedes Paar i,j € E die (bedingte) Wahrscheinlichkeit p;; € [0,1], dass
das betrachtete System in einem Schritt aus dem Zustand i in den Zustand j iibergeht.

— Die £ x £ Matrix P = (p;;)i j=1,...¢ der Ubergangswahrscheinlichkeiten p;; mit
¢
pij 2 0, sz'j=1; (2)
j=1
heift (einstufige) Ubergangsmatriz der Markow-Kette.

e Fiir jede Menge E = {1,2,...,/}, fiir jeden Vektor o = (a1,...,a;)" bzw. jede Matrix P = (p;;), die den
Bedingungen (1) und (2) geniigen, kann nun der Begriff der zugehorigen Markow-Kette wie folgt eingefiihrt

werden.
Definition
e Sei Xg,X1,...:Q — E eine Folge von Zufallsvariablen, die iiber einunddemselben Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, F, P) definiert sind und ihre Werte in der Menge E = {1,2,..., ¢} annehmen.
e Dann heift Xo, X1,... (homogene) Markow-Kette mit der Anfangsverteilung a = (e, .. .,a) " und
der Ubergangsmatrix P = (p;;), falls
P(XO = io,Xl = il, PN ,Xn = ’Ln) = Qi Pigiy - Pin_1in (3)

fiir beliebige n = 0,1,... und g, ¢1,-- -, %, € E gilt.

Beachte
e Fiir beliebige n > 1 und 4,j € E kann das Produkt ps, pi,i, ---Ds,_,; als die Wahrscheinlichkeit des
,Pfades” i — iy — ... = i,_1 — j aufgefasst werden.
e Analog hierzu kann die Summe

pz(;f) - Z Diiy Pivia - - » Pin_1j (4)

i1,.sin—1€E

als die Wahrscheinlichkeit des Uberganges vom Zustand i in den Zustand j in n Schritten aufgefasst
werden, wobei

PP =P(X,=j| Xo=1), (5)
falls P(Xo =14) > 0.
e Die stochastische Matrix P(") = (pgf))i,j:l,m,g wird die n-stufige ﬁbergangsmatri:c der Markow-Kette
{X,} genannt.

e Mit der Schreibweise P =1, wobei I die £ x £-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet, lisst sich sich
die mehrstufigen Ubergangsmatrizen P(™) wie folgt darstellen:

— Fiir beliebige n,m = 0,1,... gilt
P = pn (6)

— und somit
pntm) — pn)yp(m) (7)

e Die Matrix-Identitdt (7) wird in der Literatur Gleichung von Chapman-Kolmogorov genannt.
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2.3.1 Anfangsverteilung und Ubergangsfunktion

Um den Begriff eines Markow—Prozesses {X;, t > 0} mit stetiger Zeit und mit Werten in der Menge E =
{1,2,...,£} einzufiihren, betrachten wir erneut

e einen Vektor von Wahrscheinlichkeiten o = (a1, ..., ) " mit Y, p o = 1 sowie

e ecine Familie von stochastischen Matrizen P(h) = (p;;(h)); jer fir jedes h > 0.

Beachte
e Im Unterschied zu Markow—Prozessen mit diskreter Zeit muss nun vorausgesetzt werden, dass
P(h1 + h2) = P(h1)P(h2) (8)
fiir beliebige hy,hy > 0 gilt, wobei die Matrix-Identitdt (8) wiederum die Gleichung von Chapman-

Kolmogorow genannt wird.

e Auflerdem wird vorausgesetzt, dass

lim P(h) = P(0) = 1. 9)

e Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass die Matrix-Funktion P(h) dann gleichméafig stetig in h > 0 ist.
Definition
1. Eine Familie von stochastischen Matrizen {P(h), h > 0}, die den Bedingungen (8) und (9) geniigt,

wird Matriz—Ubergangsfunktion bzw. kurz Ubergangsfunktion genannt.

2. Ein stochastischer Prozess {Xy,t > 0} mit Werten in E = {1,2,...,£} heift homogener Markow—
Prozess, wenn es eine Ubergangsfunktion {P(h),h > 0} und eine Wahrscheinlichkeitsfunktion « iiber
FE gibt, so dass

P(Xo =0, Xty =i, Xt, = in) = WigPigis (t1)Piria (b2 — 1) -+ - Pi_yi (b — tn1),  (10)
fiir beliebige n =0,1,..., 4g,%1,...,in, € B, 0< t; < ... <, gilt.
3. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ¢ = (a1,...,a¢)" heift Anfangsverteilung des Markow—Prozesses
{X¢}.
Eine typische Trajektorie eines Markow—Prozesses mit stetiger Zeit ist in Abb. 4 gegeben.
Ay
t
i
E: E
io : E

Abbildung 4: Trajektorie eines Markow—Prozesses (mit Sprungzeitpunkten)

Ahnlich wie fiir Markow—Ketten in Theorem MC-2.1 lisst sich die folgende Charakterisierung von homogenen
Markow-Prozessen mit stetiger Zeit herleiten, die wir deshalb ohne Beweis angeben. Das Adjektiv ,homogen”
werden wir im Folgenden der Kiirze wegen weglassen.
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Theorem 2.13 Ein stochastischer Prozess {Xy, t > 0} mit Werten in E = {1,2,...,£} ist genau dann ein
Markow—Prozess, wenn es eine Ubergangsfunktion {P(h),h > 0} gibt, so dass

P(X, =in | Xtn_y =tn1,---, Xty = i1, X0 =1%0) = Pin_yin (tn — tn1) (11)
fiir diejenigen n > 1, ig,41,...,in € E und 0 <ty <... < ty, fir die P(Xy, , =in—1,...,X¢, =11,X0=170) >0

gilt.

Analog zu Korollar MC-2.1 gilt auch fiir Markow—Prozesse mit stetiger Zeit die folgende bedingte Unabhingig-
keitseigenschaft.

Korollar 2.1 Sei {X;} ein Markow—Prozess. Dann gilt
P(th = 7/71 | th_l = infl, . ,th = il,XO = 7,0) = P(th = ’ln | th_l = 7:”,1) ; (12)

falls P(Xt"_l =ipn_1,--- ,th =i1,X0 = Z()) > 0.

2.3.2 Ubergangsintensititen

Mit der Schreibweise §;; = 1, falls i« = j, und §;; = 0, falls ¢ # j, konnen wir die folgende grundlegende
Differenzierbarkeitseigenschaft von Ubergangsfunktionen formulieren.

Theorem 2.14 Sei {P(h),h > 0} eine Ubergangsfunktion. Dann existieren die (endlichen) Grenzwerte

1
qij = 1,;1{)1 7 (pij(h) — i) - (13)

Beweis
e Weil in der Behauptung von Theorem 2.14 die Anfangsverteilung nicht ndher spezifiziert wird, kénnen
wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
— dass P(Xo =) > 0 fiir jedes i € E gilt,
— wobei wir die Giiltigkeit von (13) zuerst fiir ¢ # j zeigen.
e Dabei setzen wir pZ?(h) =1 und

pii(h) = P(Xon =6 Xpn #J4,1<k<v|Xo=4),
S(h) = P(Xun=5;Xen 25,1 <k<v|Xo=1).

ij

e Aus (8) ergibt sich dann, dass

pis(nh) > 3 p3t (W)pss (R)pss (n — v — 1)) (14)
v=0
und ot
pii(vh) = plf () + > fF(R)pji((v — m)h). (15)
m=1

o Weil 30" fm(h) < 1 gilt, ergibt sich aus (15) die Ungleichung

P () 2 pis(vh) = max pyi((0 = m)h). (16)
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e Mit Hilfe von (9) erhalten wir nun, dass es fiir beliebige £ > 0 und 4,5 € E mit ¢ # j ein hg > 0 gibt,
so dass

1- in pj; 1—e. 1
Og’l%mpﬂ(h)<6, oJnin pii(h) >1—¢, Osr%lsnhopgg(hb € (17)

— Fiir nh < ho und v < n ergibt sich somit aus (16), dass pi (k) > 1 — 2e.
— Wenn man dies in (14) einsetzt, dann ergibt sich die Ungleichung

pij(nh) > (1 - 2¢) pr Y1 —¢) > (1= 3e)np;j(h)

bzw.

pij(nh) (18)

fir nh < hg.
e Mit der Schreibweise a;; = liminfy_,o p;;(h)/h ergibt dies, dass a;; < oo.
— Denn, wenn a;; = oo gelten wiirde, dann wiirde es ein beliebig kleines h geben, so dass p;;(h)/h
beliebig grof ist.
— Wegen (18), wiirde auch p;;(nh)/nh beliebig grof werden.
— Wenn andererseits n so gewéhlt wird, dass ho/2 < nh < ho, dann ergibt (17), dass
pij(nh) €

— ~19¢ .
nh <nh<h° 15

e Somit gilt a;; < oo, und es geniigt zu zeigen, dass

ii(h

lim sup pii (1) <ag. (19)
h—0 h

— Aus der Definition von a;; folgt, dass es ein hy < ho gibt mit by 'p;;(h1) < a;j +¢.

— Weil p;;(h) stetig ist, gilt fiir jedes hinreichend kleine ¢y mit hq +to < ho die Ungleichung

pi;(t) (t)

r <ai t+e€

fir hy —to <t < hy + tg.
— Aus (18) ergibt sich nun, dass man fiir jedes h < tg eine ganze Zahl nj, finden kann, so dass

ng( ) < pz'j(nhh)

hy —to <nph < hy +to und (1-3¢) h S T oh
h

<a;; t+e.

— Weil € > 0 beliebig ist, ergibt sich hieraus die Giiltigkeit von (19).
e Damit ist die Existenz der Grenzwerte g¢;; in (13) fiir ¢ # j bewiesen.

e Weil der Zustandsraum E endlich ist und P(h) eine stochastische Matrix ist, gilt aulerdem

. pii(h) =1 : pij(h) . pij(h)
lim —— = —1 —= =) lim~—* = — i - 2
SO R D Dh e D B R 3L Y (20
J#i J#i J#i
Damit ist die Behauptung vollstindig bewiesen. O

Definition Die Matrix Q = (gi5)i,j=1,...,c heilit Intensitdtsmatriz des Markow-Prozesses {X;}. Die Eintragun-
gen ¢;; von Q werden Ubergangsintensititen genannt.
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Korollar 2.2 Fir beliebige i # j gilt ¢;; > 0 und g;; < 0. Auferdem gilt Qe = 0 bzw. (Gquivalent hierzu)

> aj=0 VieE, (21)
JEE
wobei e = (1,...,1)T bzw. 0 = (0,...,0)" den {-dimensionalen Einheits— bzw. Nullvektor bezeichnet.

Bewelis

e Aus der Definition (13) der Ubergangsintensititen g;; ergibt sich unmittelbar, dass ¢;; > 0 und ¢;; <0
fiir beliebige i # j gilt.

e Die Behauptung (21) folgt somit aus (20). O

Beachte

e Die Definition von Markow—Prozessen und ihre Charakterisierung in Theorem 2.13 lassen sich vollig
analog fiir Markow—Prozesse mit einem (abzihlbar) unendlichen Zustandsraum formulieren, beispiels-
weise fiir £ = N.

e Die in Theorem 2.14 hergeleitete Differenzierbarkeitseigenschaft der Ubergangsfunktion {P(h), h > 0}
bleibt ebenfalls (in einer etwas modifizierten Form) giiltig.
— Im Beweis von Theorem 2.14 wird namlich die Endlichkeit des Zustandsraumes E nicht bendtigt,
um die Existenz und Endlichkeit der Ubergangsintensitéten g;; fiir ¢ # j zu zeigen.

— Aufierdem kann man auch zeigen, dass die Grenzwerte g;; in (13) existieren, wenn der Zustands-
raum E unendlich ist; sie miissen aber nicht notwendig endlich sein.

— Im allgemeinen kann man dann (anstelle von (20)) nur zeigen, dass —q;; > _;; gi; fiir jedesi € E
gilt, wobei der Fall der Gleichheit von besonderer Bedeutung ist.

Definition Wenn der Zustandsraum E unendlich ist, dann sagt man, dass die Ubergangsfunktion {P(h),h > 0}
konservativ ist, falls

Zqijz—q,-i<oo Vie FE. (22)
J#i

Beachte Die meisten Ergebnisse, die wir in dieser Vorlesung fiir Markow—Prozesse mit endlichem Zustandsraum
herleiten, bleiben fiir konservative Ubergangsfunktionen in (abzihlbar) unendlichen Zustandsraumen giiltig.
Die Beweise sind dann jedoch oft wesentlich aufwandiger.

Beispiel
e Man kann sich leicht iiberlegen, dass jeder stochastische Prozess {X;, t > 0} mit Werten in E =
{0,1,...}, der unabhingige und stationdre Zuwéchse hat, ein Markow—Prozess ist.
e Insbesondere ist somit der (homogene) Poisson—Prozess mit Intensitdt A ein Markow—Prozess.

— In diesem Fall gilt ap =1 und

j—i
e_)‘h% falls j > 1,

pij(h) = (G-’ (23)
0, sonst.

— Hieraus folgt, dass
A, fallsj=1di+1,
Gij = —A\, fallsj=t,

0, sonst.
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2.3.3 Kolmogorowsche Differentialgleichungen

e In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es einen eineindeutigen Zusammenhang zwischen (Matrix-) Ubergangs-
funktionen und ihren Intensitétsmatrizen gibt.

e Dabei zeigen wir zunéichst in Verallgemeinerung von Theorem 2.14, dass die Ubergangsfunktionen p;;(h)

fiir jedes h > 0 differenzierbar sind.

Theorem 2.15 Fiir beliebige i,j € E und h > 0 sind die Ubergangsfunktionen pij(h) differenzierbar und genigen
dem folgenden System von Differentialgleichungen:

psjl) ) = Z qikpkj(h) Vi,j € E, h >0. (24)
keE

Beweis

e Sei h,h' > 0 mit ' < h. Aus der Gleichung von Chapman—Kolmogorow, d.h. aus (8), ergibt sich dann,

dass
pij(h+ 1) =pij(h) = > pix(h')pr;(h) — pij(h)
kEE
= szk )Pk (h) + (pis(h') — 1)pi; (h) .
k#i

e Auf die gleiche Weise erhalten wir die Gleichungen:

pij(h—h') —pij(h) = pij(h—h')=>_ pix(h')p;(h — 1)

keEE

= _szk )prj(h— ') — (pii(h') — 1)pij(h — R').
k#i

e Wenn wir nun beide Seiten durch A’ dividieren, den Grenzwert b’ | 0 bilden und die Stetigkeit von
pi; (h) beachten, dann erhalten wir (24).

e Dabei nutzen wir die beiden folgenden Gleichungen, die sich aus Theorem 2.14 ergeben:
lim 5 szk i (h) = ainpii (h)
ki

und

h’J,O h, szk: pk] h h gq;kpk] O
i

Beachte

e Die Differentialgleichungen in (24) werden Kolmogorowsche Riickwirtsgleichungen genannt.

o In Matrix—Schreibweise nimmt (24) die folgende Form an:

PY(h) =QP(h) Vh>0. (25)
e Auf die gleiche Weise wie im Beweis von (24) lasst sich zeigen, dass

PO =PhH)Q Vh>O0. (26)

e Dies ist die Matrix—Schreibweise der Kolmogorowschen Vorwdirtsgleichung.
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e Die Anfangsbedingung fiir beide Kolmogorowschen Differentialgleichungen ist P(0) = I.

Zur Losung der Differentialgleichungen (25) und (26) bendtigen wir Hilfsmittel aus der Matrizenrechnung.

e Dabei setzen wir in diesem Abschnitt stets voraus, dass die betrachteten Matrizen die Dimension £ x £
haben, wobei Vektoren die Dimension 1 x £ haben.

e Die Konvergenz von Matrizen bzw. Vektoren erfolgt eintragungsweise.

e Wenn beispielsweise { A, } eine Folge von Matrizen ist, dann bedeutet A, — 0 flir n — oo, dass (A,);; = 0
fiir beliebige 4,5 =1,...,£.

e Die Matrix—Norm definieren wir so, dass die oben beschriebene Topologie induziert wird:
— Fiir jeden Vektor x = (z1,...,2¢) " sei ||x|| = Ele |z;|, und
— fiir jede £ x £-Matrix A = (ay;) sei [|A[| =32, ;1 lail-
Beachte

e Fiir jedes h € R gilt |hA|| = |h|||A||, wobei ||A|| = 0 genau dann, wenn A = 0.
e Es ist klar, dass A,, — 0 genau dann, wenn ||A,|| — 0.
e Aufierdem gilt fiir beliebige £ x {~Matrizen A, B

IA+B| <[All+IBIl, [AB|| <[A[[B]. (27)
Lemma 2.2 Fir jedes ho > 0 konvergiert die Reihe Y.~ (hA)™/(n!) gleichmifig in h € [—hg, ho).

Beweis Sei h € [—hg, hol, € > 0 und m € N. Dann ergibt sich aus (27), dass

>, (hA)" & (hA)" 2. (hA)" . ||"||A™ 2. hM||A"
D I DI L PV bt

n=0 n=m+1 n=m+1 n=m+1

fiir jedes hinreichend grofe m, und zwar gleichméRig in h € [—hg, ho]- O

Definition

1. Die Reihe Y °7 (hA)™/(n!) ist somit eine wohldefinierte Matrix—Funktion, die stetig fiir jedes h € R
ist. Sie wird Matriz—FExponentialfunktion genannt und mit

(hA)"
n!

exp(hA) =T+ hA + ...+ F... (28)

bezeichnet.

2. Sei A(h) eine beliebige Matrix-Funktion, so dass sdmtliche Eintragungen differenzierbar in h sind.
Dann ist die Matriz—Ableitung A (h) gegeben durch

AW (1) = tim. hl (A(h+ 1) — A(B)).

Lemma 2.3 Die Matriz—Exponentialfunktion exp(hA) ist fir jedes h € R differenzierbar, und es gilt

dexp(hA)

G = Aexp(hA) = exp(hA)A. (29)
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Beweis
e Es gilt
exp((h+ W)A) —exp(hA) = (h+H)"—h" A" N A" & LA"
v =L T L m T
wobei fiir jedes |h'| < |h
0 <|rp(h,h)] <n(n —1)(2lA)" . (30)

Die Schranke (30) ergibt sich dabei durch Taylor-Reihenentwicklung der Funktion g(z) = (h+z)™ —h™.
Fiir ein 6 € [0,1] gilt also

2
g(z) = znh™ + %n(n —1)(h +6z)" 2.

Fiir ' — 0 ergibt sich hieraus, dass

dexp(hA) & . A"
dh _;"h o

Auferdem gilt offenbar

=, n 1 A" — (PA)" G (hA)
;nh 1H:A7; n! :Z n! A O

n=0

Beachte Die ¢ x /~Matrizen A, A’ heiflen kommutativ, wenn AA' = A'A gilt. Es ist nicht schwierig zu zeigen,
dass in diesem Fall
exp(A + A') = exp(A) exp(A'). (31)

Lemma 2.4

o Sei Q eine beliebige £ x {—Matriz, so dass g;; > 0 fir i # j und Qe = 0 gilt.

e Dann ist die Matriz-Exponentialfunktion {exp(hQ),h > 0} eine Ubergangsfunktion, die den Kolmogorow-
schen Differentialgleichungen (25) und (26) geniigt, d.h.,

o die Intensititsmatriz der Ubergangsfunktion {exp(hQ),h > 0} ist gleich Q.

Beweis

e Wenn Q = 0, dann ist die Aussage offensichtlich. Es gelte also nun Q # 0.

e Wir {iberpriifen zunéchst, dass exp(hQ) fiir jedes h > 0 eine stochastische Matrix ist.
— Weil Qe = 0, gilt Q™e = 0 fiir jedesn =1,2,...
— und somit exp(hQ)e = e.

e Um zu zeigen, dass samtliche Eintragungen von exp(hQ) nichtnegativ sind, setzen wir
a=max{—g;:i=1,...,¢}.

— Dann ist die Matrix P mit B
P=a'Q+I (32)

nichtnegativ, und wegen Pe = a~'Qe + Ie = e ist P auch stochastisch.
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— Aus der Darstellungsformel

o
- h)™(P)™
exp(hQ) = exp(ah(P -T)) = M emah (33)
n!
n=0
ergibt sich nun, dass die Eintragungen von exp(hQ) nichtnegativ sind.
— Dabei wird bei der Herleitung von (33) die Identitdt (31) benutzt zusammen mit der Tatsache,
dass exp(—ahl) = e *"1.
e Aufierdem ergibt sich aus (31), dass exp(hQ) der Chapman—Kolmogorow—Gleichung (8) geniigt.
e Mit Hilfe von (29) ergibt sich nun, dass Q die Intensitéitsmatrix der Ubergangsfunktion exp(hQ) ist,
d.h., exp(hQ) ist eine Losung von (25) und (26). O

Theorem 2.16 Jede Ubergangsfunktion {P(h),h > 0} ldsst sich wie folgt durch ihre Intensititsmatriz Q aus-
driicken: Es gilt
P(h) = exp(hQ) Vh>0. (34)

Beweis

e Aus Lemma 2.4 folgt, dass die Matrix—Funktion {P’(h)} mit P’'(h) = exp(hQ) eine Losung der Kol-
mogorowschen Riickwirtsgleichung (25) ist, die der Anfangsbedingung P'(0) = I geniigt.

e Aus der Theorie der gewthnlichen linearen Differentialgleichungssysteme ergibt sich dann, dass diese
Losung eindeutig bestimmt ist.

e Somit gilt P'(h) = P(h) fiir jedes h > 0. O

Beachte

e Zusammen mit Theorem 2.16 ergibt sich aus (32) und (33)
— die folgende Darstellungsformel der Ubergangsfunktion {P(h),h > 0}:

. .

ah)™"(P)™ _

P(h)zz%e eh  Yh>0, (35)

n=0
wobei P = a~'Q + I eine stochastische Matrix ist und a = max{—g;; : i =1,...,£}.
— Aus (35) folgt insbesondere, dass p;;(h) > 0 fiir beliebige i € E und h > 0.

e Ahnlich wie bei Markow-Ketten mit diskreter Zeit (vgl. Abschnitt MC-2.1.4) kann die Spektraldar-
stellung von Q™ zur Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion P(h) = exp(hQ) verwendet werden,
falls die Eigenwerte 6y ,...,60; # 0 von Q paarweise verschieden sind.

e Zur Erinnerung

— Sei A eine beliebige £ x £ Matrix, seien ¢, # 0 zwei /-dimensionale (Spalten-) Vektoren, so dafs
jeweils mindestens eine ihrer Komponenten von 0 verschieden ist, und sei 8 eine beliebige (reelle
oder komplexe) Zahl.

— Falls
Ap=0¢p bzw. P A=06¢', (36)
dann ist € ein Eigenwert von A, und ¢ bzw. 1 ist ein rechter bzw. linker (zu 6 gehorender)
Eigenvektor.

— Weil (36) und
(A—6Dp=0 bzw. ' (A—6I)=0",
dquivalent sind, ist 6 genau dann ein Eigenwert von A, wenn 6 eine Losung der sogenannten

charakteristischen Gleichung ist:
det(A — 01) =0. (37)
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— Weil (37) eine algebraische Gleichung der Ordnung £ ist, besitzt sie somit £ Losungen 61, ..., 60y,
die komplex sein kénnen und die nicht alle voneinander verschieden sein miissen.

— Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass die Eigenwerte 01, .. .,0; so numeriert sind, dass
|01] > [62] > ... > [6e] .

— Fiir jeden Eigenwert 6; existieren (jeweils von 0 verschiedene) rechte bzw. linke Eigenvektoren ¢;

bZW. Ilibl'
— Sei @ = (¢4, -..,¢,) die £ x £ Matrix, die aus den rechten Eigenvektoren ¢, ..., ¢, besteht, und
sei
¥i
¥ = :
¥/

die £ x £ Matrix, die aus den linken Eigenvektoren 1), ...,%, gebildet wird.
— Mit dieser Schreibweise ergibt sich, dass

AP = & diag(h), (38)
wobei 8 = (61,...,0;)" und diag(@) die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen 61, ...,8,
bezeichnet.

o Falls die Eigenwerte 61, ...,6; # 0 paarweise verschieden sind, dann sind die Eigenvektoren ¢, ..., ¢,

linear unabhingig (vgl. beispielsweise Lemma MC-2.2).

— Somit existiert die inverse Matrix ', und wir kénnen ¥ = &~ setzen.
— Auferdem ergibt sich in diesem Fall aus (38), dass

A = @ diag(0)® ' = & diag(9)¥

bzw.
A" = &(diag(0))"® ! = ®(diag(9))"¥.

— Hieraus ergibt sich die Spektraldarstellung von A™ mit

¢
A" =)0t (39)
i=1
e Falls die Eigenwerte 61, ...,60; # 0 der Intensitdtsmatrix Q paarweise verschieden sind, dann gilt also
¢
P(h) =) e"pap] (40)
i=1

fiir jedes h > 0, wobei ¢;,1,; (rechte bzw. linke) Eigenvektoren des Eigenwertes 6; sind.

2.3.4 Eingebettete Markow—Ketten; Simulationsalgorithmus
e Sei £ ={1,2,...,£} und sei Q = (¢;5):,jer eine beliebige Intensitatsmatrix, d.h., es gelte

gij > 0 fiir beliebige i #j  und ) g;; =0 fiir jedes i € E.
JEE

e Wir diskutieren nun eine Methode zur Konstruktion von Markow-Prozessen mit vorgegebener Intensitéts-
matrix Q, wobei wir zunéchst die folgende eingebettete Markow-Kette {X,,n > 0} (mit diskreter Zeit)
betrachten, vgl. Abb. 5.
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— Sei a eine beliebige Anfangsverteilung, und sei ¢(i) = 3°;_; ¢i; fiir jedes i € E.

— AuRerdem sei die stochastische Matrix P = (pij) gegeben durch

B falls i # 5,
iy =4 40) (41)
0, falls i = j.
fiir beliebige i, € E mit g(i) > 0.
— Falls ¢(¢) = 0, dann wird die i—te Zeile von P gleich e/ = (0,...,0,1,0,...,0) gesetzt, wobei die i—te
Komponente von e; gleich 1 ist.
— Sei {)?n, n > 0} eine Markow—Kette mit der Anfangsverteilung o und der Ubergangsmatrix P.

o Auferdem sei {Z,,n > 0} eine Folge von unabhingigen und Exp(1)-verteilten Zufallsvariablen, die von
{X,} unabhingig sind.

e Mit Hilfe der Folgen {Z,,n > 0} und {X,,,n > 0} konstruieren wir nun einen Markow—Prozess {X;,t > 0},
dessen Trajektorien die Form

Xe =Y XpI(Sp <t < Sny1) (42)
n=0

haben, wobei 0 = Sy < S; < ... eine Folge von zufilligen (Sprung-) Zeitpunkten ist:

Ny

t

(=1

~

Abbildung 5: Eingebettete Markow-Kette {X,,, n > 0}

Schritt 1 Sei S = 0 und Z}) = Zo/q(Xo), wobei Z} = oo gesetzt wird, falls ¢(Xo) = 0.

— Die Zufallsvariable Z| ist die Aufenthaltsdauer des zu konstruierenden Markow—Prozesses {X;} im
(zufélligen) Anfangszustand Xy, der zum Zeitpunkt So = 0 gewahlt wird.

— Dabei gilt P(Z) > z | Xo = i) = e~1O7 fiir jedes i € E mit P(Xo =4) > 0; z > 0.

Schritt 2 Sei Sy = Sy + 2} und X; = X, fiir So = 0 < ¢ < Sy, wodurch die Trajektorie von {X;} bis zum
ersten Sprungzeitpunkt S; gegeben ist.

Schritt 3 (analog zu Schritt 1) Sei Z] = Zl/q()?l), wodurch

— die Aufenthaltsdauer von {X;} im Zustand X, gegeben ist, der zum Zeitpunkt S; gewahlt wird, vgl.
Abb. 6.
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1
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1 K s,-s X
| i ?
t
51 52

Abbildung 6: Aufenthaltsdauer S — Sy im Zustand )?1 =4

— Dabei gilt P(Z] >z | X; = i) =e 107 falls P(X; = i) > 0.

Schritt 4 Sei S, =Sy + Z! und X, = X; fiir §; <t < Ss.

Schritt 2n+1 Wir nehmen nun an, dass die Grofen Z§, Z1,...,2Z),_1,50,51,-..,5, und {Xy,t € [0,S,)}
fiir ein n > 1 bereits definiert worden sind, und setzen Z. = Z,/q(X,).

Schritt 2(n + 1) Sei Spy1 = S, + 2, und X, = X, fiir S, <t < Spy1.

Beachte
o Auf diese Weise lassen sich die Trajektorien von {X;, ¢ > 0} fiir beliebige ¢ > 0 konstruieren, weil man
sich leicht iiberlegen kann, dass P(lim,_ o S, = 00) = 1.

e Somit ist durch das oben beschriebene Konstruktionsprinzip ein Algorithmus zur Simulation des zeit-
stetigen Prozesses {X;,t > 0} gegeben, wobei vorausgesetzt wird, dass Algorithmen

— zur Simulation der Folge {Z,,n > 0} von unabhingigen und Exp(1)-verteilten Zufallsvariablen
sowie

— der eingebetteten Marlow—Kette {X,,n > 0}
vorhanden sind.

e Auferdem kann man zeigen, dass die endlich—dimensionalen Verteilungen des Prozesses {X;,t > 0}
die Faktorisierungeigenschaft besitzen, die in der Definitionsgleichung (10) von Markow—Prozessen
postuliert wird.

Theorem 2.17 Der in (42) gegebene stochastische Prozess {X;,t > 0} ist ein homogener Markow—Prozess.

Beweis

e Der Einfachheit wegen geben wir hier lediglich eine Beweisskizze an.

— Einen ausfiihrlicheren Beweis kann man beispielsweise in Resnick (1992), S. 378-379 finden.
— Dabei betrachten wir hier nur den folgenden Spezialfall: Sei o; > 0 und g;; > O fiir beliebige
i,7 €{1,...,£} mit i # j.
e Sei {Ny, t > 0} der Zahlprozess der Sprungzeitpunkte Sy, Sa,... mit Ny = max{n: S, < t}.
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e Dann ergibt sich unmittelbar aus dem Konstruktionsprinzip des stochastischen Prozesses { Xy, t > 0},
dass

P(Xg =0, X4, =01,---,Xt, =tn)

n

= Z P(XO =0, Nty = ma, Xy =1, Ngp, = ma + ma, Xony4m, = 42,

mi,...,;Mp >0

Ny, =ma 4 oMy, Xam, = in) >0

fiir beliebige n = 0,1,..., 4g,%1,...,ip € B, 0<t; < ... <ty
e Hieraus und aus der ,Gedéchtnislosigkeit” der Exponentialverteilung ergibt sich, dass

P(Xo = ig, Xy, = i1,..., Xy, = in)

= Y P(Xo=io)P(Ny, = my, Xpn, =i | Xo = i)

ml,...,mnzo

P(th =m1 +ma, X tm, = 12 | Ny, = ml,Xml = 11)

P(Ntn =mi+... +mn;Xm1+...+mn = 7fn | Ntn_l =mi+... +mn—1,Xm1+...+mn_1 = in—l)
= Y P(Xo=io)P(Ny, = my, Xpn, =i | Xo = i)

ml,...,mnzo

P(Nyy_t, =ma, Xy = ia | Xo=i1) ... P(Ny_to_y = My Xom,, =i | Xo = in_1)

= P(X() :io) Z P(]\ft1 =Tn1,)2m1 :il | Xo =i0)

m1=0
Z P(thftl = mQ,X'mZ = ’llg | XO = 7'1) . Z P(Ntn*tn—l = m",an = Zn | XO = infl) -
ma2=0 mn=0

e Es gilt also
P(Xo =0, X, =%1,...,Xs, =in) = QigDigiy (t1)Piris (b2 — 1) .. Dip_yin (tn —tn-1),  (43)

wobei a; = P(Xo = i) = P(Xo = i) und

pij(h) = Y P(Ny =m, X = j | Xo =) (: P(Xh=j|X0=z')).

m=0

o Aus (43) ergibt sich insbesondere, dass pi;j(h1 + ha) = >, c g Pir(h1) prj(he) fiir beliebige 4,5 € E und

hl; h2 Z 0.
e Damit ist gezeigt, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen des Prozesses {X;,t > 0} die Faktori-
sierungeigenschaft (10) besitzen. O

Wir zeigen nun, dass der in diesem Abschnitt konstruierte stochastische Prozess {X, ¢ > 0} der ,richtige”
Markow-Prozess ist, d.h., seine Intensitdtsmatrix ist gleich der vorgegebenen Matrix Q.

e Hierfiir muss gezeigt werden, dass sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten p;;(h) des Markow—Prozesses
{X}, t > 0} durch die ,lokalen” Charakteristiken {q(i) }icr und P = (p;;);,jer ausdriicken lassen.

e Dabei sagt man, dass ¢ € E ein absorbierender Zustand ist, falls g(i) = 0.



2 PROZESSE MIT STUCKWEISE KONSTANTEN BZW. STETIGEN TRAJEKTORIEN 40

Theorem 2.18 Fliir beliebige i,5 € E und h > 0 gilt

h
Pij (h) = 6,~je_Q(i)h + / q(i)e_q(i)t Zﬁikpkj (h—t)dt. (44)
0 ki
Insbesondere gilt p;;(h) = 6;; fir beliebige j € E und h > 0, wenn i € E ein absorbierender Zustand ist.

Beweis

e So wie im Beweis von Theorem 2.14 konnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass P(Xo =) > 0 fiir jedes i € E.

e Es ist klar, dass sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten p;;(h) als Summe pg;(h) = I;;(h) + Ij;(h)
darstellen lassen, wobei

Ii'(h)ZP(Xth,Sl>h|X0:’i) und I,l{j(h):P(Xh:j,SlSth():i).

e Fiir die Zerlegungskomponenten I;;(h) und I;;(h) gilt dann

P(Z,>h|Xo=1i)=e 9D fallsi = j,

Lij(h) = 7
0, falls i # j,
und
h . et _ ke o
I{](h) _ Z P(Xh_],51 Gflt,Xll—k,Xo—Z)
ki 0 P(X() = Z)
" : Zo = S
- Z/ P(Xp = j |Xt:k)P(—,edt)P(X1 k| Xo =4)
ki 70 q(7)
h 5
= / q()e™ 1> " pixpr;(h — t) dt .
0 ki

e Falls i € E ein absorbierender Zustand ist, dann verbleibt der in diesem Abschnitt konstruierte Prozess
{X,t > 0} fur immer im Zustand 4, sobald er diesen Zustand zum ersten Mal erreicht. Somit gilt
Dij (h) = (Sij fiir beliebige j€Eund h > 0. (|

Korollar 2.3 Fliir beliebige i,j € E gilt

—q(i), fallsi=j,
0 =ag;=< o (45)
Bisali) folls i # j.

Beweis Um (45) zu beweisen, geniigt es, in (44) die Ableitung beziiglich h zu bilden und danach den Grenzwert
fiir A | 0 zu betrachten. O

Beachte Wenn man die Formeln (13) und (45) miteinander vergleicht, dann erkennt man, dass die Intensitéts-
matrix des in diesem Abschnitt konstruierten Markow—Prozesses {X;,t > 0} mit der vorgegebenen Matrix
Q iibereinstimmt.

Beispiel
e Der in diesem Abschnitt konstruierte Markow—Prozess {X;,t > 0} heifit Geburts— und Todesprozess,
wenn P; ;1 + D;iy1 = 1 flir beliebige 1 < ¢ < £ und p1a = pre—1 =1 gilt.
o Die Produkte p; ;+1¢(¢) und p;;—1¢(é) heiffen Geburtsrate bzw. Sterberate.

o Diese Begriffsbildungen lassen sich damit begriinden, dass die Grofen p; ;4+1¢(i) und p; ;—19(i) geméaf
Korollar 2.3 mit den Ubergangsintensitéten g; ;41 und g¢; ;— flir die Ubergénge ¢ = i+ 1bzw. ¢ = i—1
im Sinne der Definitionsgleichung (13) {ibereinstimmen.
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2.3.5 Stationire Anfangsverteilungen

Ahnlich wie bei Markow-Ketten mit diskreter Zeit (vgl. Abschnitt MC-2.2.4) betrachten wir nun eine spezielle
Klasse von Anfangsverteilungen, die invariant beziiglich der Ubergangsfunktion von Markow—Prozessen sind.

Definition Die Wahrscheinlichkeitsfunktion & = (ay,...,a¢)" heiRt stationdre Anfangsverteilung beziiglich
der Ubergangsfunktion {P(h), h > 0}, falls

a'Ph)y=a' Yh>0. (46)
Beachte

o Wegen der Endlichkeit des Zustandsraumes E gilt fiir jede stationdre Anfangsverteilung a:

o (P -T)
0=lim——— =2 Q.

e Es gilt auch die umgekehrte Implikation: Aus o' Q = 0 folgt die Giiltigkeit von &' Q™ = 0 und somit

auch -
T _ T (hQ)" _
a Ph) =« Z s VYh>0.
n=0
e Tm allgemeinen muss jedoch die Existenz einer Wahrscheinlichkeitsfunktion & = (a1, ..., a,) T, die der

Gleichung (46) geniigt, bzw. die eindeutige Losbarkeit von (46) nicht immer gewihrleistet sein.

e Andererseits lassen sich, dhnlich wie bei (zeitdiskreten) aperiodischen und irreduziblen Markow—Ketten,
stationdre Anfangsverteilungen von Markow—Prozessen auch als Grenzverteilungen charakterisieren.

— Dabei ist die Situation im zeitstetigen Fall sogar einfacher, denn aus der Darstellungsformel (35)
der Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} folgt, dass p;;(h) > 0 fiir beliebige i € E und h > 0.

— Die bei Markow—Ketten betrachtete Bedingung der Aperiodizitit muss also bei Markow—Prozessen
nicht extra vorausgesetzt werden, sondern wir bené6tigen lediglich die Irreduzibilitét.

Definition Die Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} heift irreduzibel, falls

pz‘j(h) >0 V’L;é], h>0. (47)

Beachte Man kann leicht zeigen, dass

¢ die Bedingung (47) mit der Irreduzibilitdt der Intensitdtsmatrix Q dquivalent ist,

e d.h., fiir beliebige 4,7 € E mit ¢ # j gibt es eine Folge von Zustinden i1,...,i,—1 € E mit iy # i;, SO
dass ¢, Giyig - - - Qin_1j > 0.

Das folgende Theorem zeigt dariiber hinaus: Die Irreduzibilitit der Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} bzw. der
Intensitatsmatrix Q impliziert, dass es eine (eindeutig bestimmte) stationire Anfangsverteilung beziiglich der
Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} gibt.

Theorem 2.19 Wenn die Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} irreduzibel ist, dann existiert der Grenzwert

tlgglo PXy=1i)=m; (48)
fiir jedes i € E, wobei m = (my,...,m)" die (eindeutig bestimmte) stationire Anfangsverteilung beziiglich

{P(h), h >0} ist.
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Beweis

Beachte

Die Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} sei irreduzibel.

Wegen (35) gilt dann p;;(h) > O fiir beliebige ,j € E und h > 0, d.h., fiir jedes h > 0 sind sémtliche
Eintragungen der Ubergangsmatrix P (h) positiv.

Aus Theorem MC-2.4 ergibt sich nun, dass die eingebettete Markow—Kette {X,,, n > 0} mit der
(einstufigen) Ubergangsmatrix P(h) fiir jedes h > 0 ergodisch ist, d.h., es gilt

lim P(nh) =1 Vh>0

n—oo

wobei IT eine £ x /-Matrix ist, deren Zeilen gleich 7 " sind.

Weil die Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} gleichméfig stetig in h > 0 ist, gibt es fiir jedes ¢ > 0 eine
(kleine) Zahl hg > 0, so dass es fiir jedes hinreichend grofe ¢t > 0 eine natiirliche Zahl n gibt mit

IP(¢) — II|| < [|P(£) — P(nho)l| + [P (nho) — II|| < 2¢.

Sei {X¢, t > 0} ein Markow-Prozess mit der Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} und der stationiren
Anfangsverteilung o.

Dann kann man leicht zeigen, dass {X;, ¢t > 0} ein stationdrer Prozess ist, d.h., fiir die endlich—
dimensionalen Verteilungen von {X;} gilt

P(XO :iO;Xh =i1,..., Xy :/Ln) :P(Xh :i05Xt1+h :ila"'ath-i-h :/Ln)

n

fiir beliebige n =0,1,..., i9,%1,---,in € B, 0<t; < ... <tn, h > 0.

Insbesondere ist dann {X;, ¢ > 0} ein Prozess mit stationdren Zuwichsen, die jedoch im allgemeinen
nicht unabhangig sein miissen.

2.4 Wiener—Prozess

Der Wiener—Prozess, der in der Literatur auch Brownsche Bewegung genannt wird, ist ein weiteres grundlegendes
Modell in der Theorie stochastischer Prozesse. Dabei nehmen wir fiir die Indexmenge I an, dass entweder I = [0, b]
fiir eine (endliche) Zahl b € (0, 00) oder I = [0, 00) gilt.

Definition Ein stochastischer Prozess {X;, ¢ € I} iiber einem (im allgemeinen nicht n#her spezifizierten)
Wahrscheinlichkeitsraum (Q.F, P) heisst Wiener—Prozess (im Zeitintervall I), wenn

[ ]
Beachte

{X4, t € I} unabhingige Zuwéchse hat,
X, — Xy, ~ N(0,t2 — 1) fiir beliebige t1,t2 € I mit ¢ < to,
0=0,
die Trajektorie t - X;(w), t € I, fiir jedes w € ) eine stetige Funktion ist.

Aus dem Existenzsatz von Kolmogorow, d.h. aus Theorem 1.1, folgt, dass es einen Wahrscheinlich-
keitsraum und einen stochastischen Prozess {X;, t € I} iiber diesem Wahrscheinlichkeitsraum gibt, so
dass die ersten drei Bedingungen in der Definition des Wiener—Prozesses erfiillt sind.
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e Aus dem Stetigkeitssatz von Kolmogorow, d.h. aus Theorem 1.3, folgt aufierdem, dass zu jedem Prozess
{X¢, t > 0}, der den ersten drei Bedingungen in der Definition des Wiener—Prozesses geniigt, eine
stetige Modifikation existiert.

e Weniger offensichtlich ist, ob bzw. wie man einen solchen Prozess (mit unabhingigen und normalver-
teilten Zuwéchsen) explizit konstruieren kann, dessen Trajektorien stetige Funktionen sind.

e In den drei folgenden Abschnitten erliutern wir eine Methode zur Konstruktion von Wiener—Prozessen
(mit stetigen Trajektorien), die gleichzeitig zu einem Algorithmus zur Simulation von Wiener—Prozessen
fiihrt.

2.4.1 Vollstindige Orthonormalsysteme im L,; Haar—Funktionen und Schauder—Funktionen

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass I = [0, 1] das Einheitsintervall ist. Dabei bendtigen wir zur Konstruktion
von Wiener—Prozessen in [0, 1] einige analytische Hilfsmittel.

e Insbesondere betrachten wir den Hilbert—Raum Lo = L([0, 1])

— aller auf dem Einheitsintervall I = [0, 1] definierten (Borel-messbaren) Funktionen f : [0,1] — R, die
beziiglich des Lebesgue-Mafies quadratisch integrierbar sind, d.h., fiir die fol f2(s)ds < oo gilt.

— Fiir beliebige f,g € Lo sei (f,g) = fol f(8)g(s) ds das zugehorige Skalarprodukt.
e Eine Folge {f,, n > 1} von Funktionen f,, € Ly wird ein vollstandiges Orthonormalsystem in Ly genannt,

— wenn (fn, fr) = 1 und (fy, fin) = 0 fiir beliebige n # m und
— wenn fiir jedes g € Lo die Giiltigkeit von (g, f,,) = 0 fiir jedes n > 1 impliziert, dass g(s) = 0 fiir fast
jedes s € [0, 1].

Die Konstruktion von Wiener—Prozessen in I = [0, 1] beruht auf der Idee,

e ein speziell gewdhltes Orthonormalsystem {H,, n > 1} in Ly (die sogenannten Haar—Funktionen) sowie

e eine Folge {Y,, n > 1} von unabhingigen und N(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen iiber einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F, P) zu betrachten und zu zeigen, dass

e der stochastische Prozess {X¢, ¢t € [0, 1]} mit
o0 t
X, =3 Yn/ Ho(s)ds  Vte[0,1] (1)
n=1 0

iiber einer gewissen Einschrinkung des Wahrscheinlichkeitsraumes ({2, F, P) wohldefiniert ist und den Be-
dingungen eines Wiener—Prozesses in [0, 1] geniigt.

Definition Die durch den Ansatz

Hi(s) = 1 fiir jedes s € [0,1], (2)
4 m am _ 1 2m+1 -1
22 fﬁrse[ om0 gmil ),
Hym+1(s) = < m 2m+l 1 3
amt1(3) —23 fiirse [72m+1 , 1] , (3)
. 0 sonst,
(  m . k—1 2k-1
2 fwse [ Ga),
Homp(s) = < . 2k—1  k (4)
—272 furse[m,%),
{ 0 sonst
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firk=1,2,...,2" —1und m =0,1,2,... gegebenen Funktionen Hy, : [0,1] — R heiffen Haar—Funktionen,
vgl. Abb. 7 und 8.

13 jn I
4 14
0,5 4
4 0,5
[ e s s S S LU B B B S S B S B e [ O I e e S e S S S B B B B S S B S L S N N
4 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1 0,2 0,4 0,6 0,8 1
N s ] s
- 70"
-0,4 4
1 -H
- 9 S

Abbildung 7: Haar-Funktionen Hs und Hjz
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Abbildung 8: Haar—Funktion H,

Lemma 2.5 Die in (2) — (4) definierten Haar—Funktionen H, : [0,1] = R mit n =1,2,... bilden ein vollstin-
diges Orthonormalsystem in Lo. Insbesondere gilt die sogenannte Parseval-Identitat

oo

(f:g)ZZ(faHn)(gaHn) vfag€L2- (5)

n=1

Beweis

e Unmittelbar aus der Definition der Haar—Funktionen folgt, dass (H,, H,) = 1 und (H,, H,,) = 0 fiir
beliebige n,m > 1 mit n # m gilt.

e Auflerdem kann man leicht zeigen, dass das Orthonormalsystem {H,, n > 1} vollstindig in L, ist.
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— Sei g € L, eine quadratisch integrierbare Funktion mit

/lg(s)Hn(s)ds=0 Vn>1.

— Hieraus folgt, dass fk(;c;j)ﬂ” g(s)ds = 0 fiir beliebige m =0,1,...und k=1,...,2™ — 1.

— Insbesondere gilt also fiir die Funktion G : [0,1] = R mit G(t) = fot g(s) ds, dass G(k/2™) = 0 fiir
beliebige m = 0,1,...und k=1,...,2™ — 1.

— Weil G eine stetige Funktion ist, folgt hieraus, dass G(t) = 0 fiir jedes t € [0, 1] und somit g(s) =0
fiir fast jedes s € [0,1].

e Die Giiltigkeit von (5) ergibt sich aus der Vollstéindigkeit des Orthonormalsystems {Hp, n > 1}, vgl.
beispielsweise Satz 5.3.6 in W. Arendt (2002) Funktionalanalysis (Vorlesungskript, Universitat Ulm)
bzw. Satz V.4.9 in D. Werner (1997) Funktionalanalysis (Springer, Berlin). O
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Abbildung 9: Schauder—Funktionen S; und S
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Abbildung 10: Schauder-Funktionen S3 und S
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Lemma 2.6 Fiir jedes n =1,2,... sei die Funktion S, : [0,1] = R gegeben durch

S(t) = /Ot Ho(s)ds  Vte[0,1]. (6)

Die in (6) definierten Funktionen Si,Sa,...:[0,1] = R, die Schauder-Funktionen genannt werden, besitzen die
folgenden Eigenschaften:

1 Fir beliebige n > 1 und t € [0,1] gilt S, (t) > 0.

2 Fiir beliebige m = 1,2,... und t € [0,1] gilt die Ungleichung

2 m/2 (7)

N | =

-
D Sampi(t) <
k=1

3 Sei ai,as,... € R eine beliebige Folge reeller Zahlen mit a, = O((logn)'/?) fiir n — co. Dann konvergiert
die Reihe Y | a, Sy (t) absolut und gleichmdpig in t € [0, 1].

Beweis

e Die Tatsache, dass die Schauder—Funktionen S,, nur nichtnegative Werte haben, ergibt sich unmittelbar
aus den Definitionsgleichungen (2)—(4) bzw. (6), vgl. auch Abb. 9 und 10.

e Um die Giiltigkeit der Ungleichung (7) zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass die Funktionen Som 4y
fir kK =1,...,2™ disjunkte Triger haben und dass

2k —1 1 1
Somir(t) < Somin( T ) =2 gy = 5277 Veeo1).

e Sei nun ¢ > 0 eine Konstante, so dass |a,| < ¢ (logn)'/? fiir jedes n > 1.

— Dann ergibt sich aus (7), dass fiir £ — oo

0 co 2mtl %) 1/2
c (log 2m+1)
> anlSn(®) <lar]+ > |ak|Sk(t) < las + 5 > e 0
n=2~%+41 m={ k=2m+1 m=4_

gleichméRig in ¢ € [0, 1],
— weil m + 1 < ¢'2°™ fiir jedes m > 0 und fiir gewisse Konstanten ¢’ < oo bzw. £ < 1
— und weil somit

oo m 1/2 oo oo
3 (l()gzmij:) = (log2)'/* > (m2: 1)1/2 < (clog2)'/* )" (2(1_15)m)1/2 — 0.
m={ m={ m={

— Damit ist auch die dritte Teilaussage bewiesen. O

2.4.2 Eigenschaften normalverteilter Zufallsvariablen

Bei der Konstruktion von Wiener—Prozessen bengtigen wir noch die folgenden Eigenschaften von normalverteilten
Zufallsvariablen.

Lemma 2.7 Sei{Y,, n > 1} eine Folge von (nicht notwendig unabhingigen) N(0, 1)—verteilten Zufallsvariablen
iber einunddemselben Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P). Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit 1, dass

|Y,| = O((logn)'/?) fiir n — co. (®)
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Beweis

e Sei X eine beliebige N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable. Dann gilt fiir jedes = > 0, dass

1

-1
(2m) =1/ (m + E) e T2 < P(X > 1) < (20) V2 e /2, (9)

— Denn mit partieller Integration ergibt sich, dass

/oo - e_yZ/2 dy = [— 1 e_y2/2]°° - /Oo e_y2/2 dy
T Y Y z T
/00(1 + %) eV /2 dy = Lo,
T Y z

o0 —
1e’“”Z/2 > / eV 2dy > le’EZ/2 (1+ iz) 1.
x - x x

und somit

— Hieraus folgt, dass

— Wenn sémtliche Ausdriicke der letzten Unngeichungskette durch /27 geteilt werden, dann ergibt
sich (9), weil P(X > z) = (2x) /2 [ ey /2 qy.

e Aus (9) ergibt sich, dass fiir jedes ¢ > v/2

> 2 X1 c? 1 & 2
P(|Yp] > ¢/l <4/= = (logn)~'/? - =1 <4/= - % :
7;3 ([Yn] > ev/logn) < - ngs p (logn) exp( 5 ogn) <y 7;3 n < o0

e Aus dem Lemma von Borel-Cantelli (vgl. Lemma WR-2.3) ergibt sich nun die Behauptung. O

Lemma 2.8  Die Zufallsvariablen Y1,Y,,... seien unabhdngig und N(0,1)-normalverteilt. Auferdem seien
a;,b; € R beliebige Konstanten, so dass fir jedesm =1,2,...

2m 2m
Z |a2m+k| S 27% und Z |b2m+k| S 27% . (10)
k=1 k=1

Dann existieren die Grenzwerte U = Zf; a;Y; undV = Efil b;Y; mit Wahrscheinlichkeit 1, und es gilt

U~ N0O,Y a) und Vo~ NO Y b9, (11)
=1 i=1
wobei -
Cov (U, V)= aib;. (12)
i=1

Auperdem sind die Zufallsvariablen U und V sind genau dann unabhdingig, wenn Cov (U,V) = 0.

Beweis

e Mit Hilfe von Lemma 2.7 ergibt sich auf die gleiche Weise wie im Beweis von Lemma 2.6, dass die
Grenzwerte U und V mit Wahrscheinlichkeit 1 existieren und somit wohldefinierte Zufallsvariablen
sind.

e Fiir jedes m = 1,2,... ergibt sich die Normalverteilheit der Zufallsvariablen U™ = >, a;iY; und
yim = Yo, b;Y; unmittelbar aus der Faltungsstabilitédt der Normalverteilung (vgl. Korollar WR-3.2),

wobei
m

U™~ NO,>a])  und VI~ N(O, Y 83).
=1

i=1
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e Hieraus folgt (11), weil U(™) LU baw. VI LV fiir m — oo.

e Die Formel (12) ergibt sich aus der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen Y7, ...,Y,, und aus den allge-
meinen Rechenregeln fiir die Kovarianz, und zwar gilt

Cov(U,V) = W}gnoocov(iam,ibm):n}gnmiaicov(yg,i:bjyj)

= mlgnoozzazbcov(n,}f,)_n}gnoozazbcov( ,Y5)

i=1 j=1
[e'S)
= Za,b,
i=1

e Die Notwendigkeit der Bedingung in Teilaussage 2 ergibt sich aus der Multiplikationsformel fiir den
Erwartungswert des Produktes von unabhingigen Zufallsvariablen; vgl. Korollar WR-4.5.

e Um die Hinlanglichkeit der Bedingung in Teilaussage 2 zu beweisen, betrachten wir die (gemeinsame)
charakteristische Funktion ¢y, (¢, s) des Zufallsvektors (U, V).

— Weil (U™, V(m)) — (U, V) fir m — oo, gilt dann fiir beliebige ¢,s € R

vuv(t,s) = n}gnoolE exp(i (t;1 a;Y; + SZ ijj)) = n}l_r)nooIE exp(i g(tai + sbz-)Y;-)
= "}gnooHE exp( (ta; + sb;) ) = hm Hexp( (ta: + sbi)? )
S (ta; + sb)? 3 (t)? + 5 sty
23 a? 52 3 02

) ool —5)

e

= ou(t) pv(s),

— wobei sich die Gleichheit (%) aus der Annahme ergibt, dass die Zufallsvariablen U und V unkorre-
liert sind und dass deshalb Cov (U, V) = Y 2, a;b; = 0 gilt.

e Die Hinlanglichkeit der Bedingung in Teilaussage 2 ergibt sich nun
— aus dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen von Zufallsvektoren (der eine Verall-
gemeinerung des in Korollar WR-5.5 betrachteten eindimensionalen Falles ist),
— weil das Produkt der charakteristischen Funktionen von unabhangigen Zufallsvektoren Z und Z’
gleich der charakteristischen Funktion des Zufallsvektors (Z, Z') ist. O

2.4.3 Konstruktion von Wiener—Prozessen; Simulationsalgorithmus

Aus Lemma 2.7 ergibt sich, dass man

o von dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P), iiber dem die Folge {Y,,, n > 1} von N(0, 1)—verteilten Zufalls-
variablen gegeben ist,

e zu dem folgenden (eingeschrénkten) Wahrscheinlichkeitsraum (Q', 7', P') {ibergehen kann, wobei
Q= {we: |X,(w)|=0(/logn) firn— o },
F! FnQ', dh, F'={ANQ: Ae F},
P' = Py, d.h., P(ANQ') = P(A) fiir jedes A € F.
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Beachte

e Weil vorausgesetzt wird, dass die N(0, 1)—verteilten Zufallsvariablen Y7,Y5,... unabhingig sind, kann
(Q, F, P) beispielsweise der sogenannte kanonische Wahrscheinlichkeitsraum sein mit

(Q,F,P)=(RxRx..., BR) ® B(R) ® ..., N(0,1) x N(0,1) x ...).

e Weil man sich leicht iiberlegen kann, dass Q' € F gilt und weil P(Q') = 1 wegen Lemma 2.7, ist somit
(Q', F', P") ein wohldefinierter Wahrscheinlichkeitsraum.

Abbildung 11: Konstruktion von Wiener-Prozessen

Insgesamt ergibt sich nun der folgende Ansatz zur Konstruktion von Wiener—Prozessen in [0, 1], vgl. auch Abb. 11.

Theorem 2.20

o Sei {Y,,n > 1} eine Folge von unabhingigen und N(0,1)-verteilten Zufallsvariablen dber einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, F, P), und sei S1,Sa,...:[0,1] = [0,00) das in (2)—(4) bzw. (6) gegebene System
von Schauder—Funktionen.

e Dann ist der stochastische Prozess {Xy, t € [0,1]} mit
Xe=) Y, Sa(t) Vte[0,1] (13)
n=1

ein Prozess mit unabhdngigen und normalverteilten Zuwdchsen iber dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)
und ein Wiener—Prozess in [0,1] dber dem eingeschrankten Wahrscheinlichkeitsraum (', F', P').
Beweis

e Mit Hilfe von (7) ergibt sich aus der ersten Teilaussage von Lemma 2.8, dass die in (13) eingefiihrte
Grofke X, fiir jedes ¢ € [0,1] eine wohldefinierte (normalverteilte) Zufallsvariable ist, wobei

X; ~ N(0,1) Vtelo,1]. (14)
— Denn es gilt
>80 =Y (f H@0.0)6)ds) = 3 (11, 100.0)° = (100.0). 1(0.8)) =,

— Dabei ergibt sich die vorletzte Gleichheit aus Lemma 2.5, weil 1([0,%]) € La und weil somit aus
(5) folgt, dass

(o)

(1([0,2]), 1([0,1])) = Y_ (Ha, T([0,]))”.

n=1
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o AuRerdem gilt Xy, — Xy, = 37 Yy, (Sn(t2) — Sp(t1)) fiir beliebige t1,¢2 > 0 mit ¢ < t2,

n=1

— und dhnlich wie beim Beweis von (14) kann man zeigen, dass
X, — Xgy ~N(0,2 — t1),

— weil
oo

3 (Saltz) = Su(t1))? = ta 11,

n=1

— d.h. insbesondere, dass die Zuwichse X, — Xy, des stochastischen Prozesses {X;} normalverteilt
sind.

e Wir zeigen nun, dass {X;} ein Prozess mit unabhéngigen Zuwéchsen ist.

— Aus (12) ergibt sich, dass fiir beliebige t1,...,ts > 0 mit t; < ta <t3 <ty

oo

Cov (Xt2 - X4, Xpy — th) = Z(Sn(t2) - Sn(tl)) (Sn(t4) - S"(t3)) :
— Dabei ist
Z (Sn(tz) - Sn(t1)) (Sn(t4) - Sn(t3))
n=1

m

= Z/ Hy,(s)1([t1, ta])( ds/ H,,(s)I([t3,t4])(s)ds = Z(Hn, 1([t1, t2])) (Hn, 1([t3,14]))

= (L([tr, ) W([ts, ta])) =0, )

wobei sich die vorletzte Gleichheit erneut aus Formel (5) in Lemma 2.5 ergibt.

— Somit gilt Cov (th - X, Xy, — Xt3) = 0, und aus der zweiten Teilaussage von Lemma 2.8 ergibt
sich nun, dass {X;} unabhingige Zuwéichse hat.

e Schliefllich ergibt sich aus der dritten Teilaussage von Lemma 2.6 und aus Lemma 2.7, dass sdmt-
liche Trajektorien des Prozess {X, t € [0,1]} {iber dem eingeschrinkten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F', P') stetige Funktionen sind, weil

— die Summe Y | Y, S, (t) fiir jedes m > 1 eine stetige Funktion in ¢ ist und
— die Konvergenz Y " | Yy, Sp(t) —mooo Dopeg Yo Sn(t) gleichméfig in ¢ erfolgt.
e Weil offenbar auch Xy = 0 gilt, ist damit die Behauptung vollstindig bewiesen. d

Beachte

e Die Aussage von Theorem 2.20 rechtfertigt den folgenden Algorithmus zur (ndherungsweisen) Simula-
tion des in (13) gegebenen Wiener—Prozesses {Xy, t € [0,1]}.

e Um fiir ein k = 2™ mit m > 0 die Approximation {Xt( t € [0,1]} mit X(k) 22:1 Y, Sp(t) des
Wiener-Prozesses {X;} zu simulieren,

— generiert man zunédchst die Realisierungen yy, . . ., yx der unabhingigen und N(0, 1)—verteilten Zu-
fallsvariablen Y3,...,Y}; und

— berechnet dann schrittweise die 2™ Segmente der Polygonziige {Xt@n), tel0,1]} firn=0,1,...,m

e Dabei kann man zum Beispiel fiir m = 2 und n = 0, 1,2 wie folgt vorgehen:

Schritt 0 Fiir die Realisierung y; von Y; ergibt sich der Endpunkt (1, a:( )) (1,y1) des Segmentes
(0,0) — (1, ! )) das die entsprechende Trajektorie von {Xt Yite [0,1]} ist.
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Schritt 1 Berechne den Mittelpunkt des Segmentes (0,0) — (l,mgl)) und addiere den Wert
y252(1/2) (= y2/2) zu dessen zweiter Komponente. Dies ergibt den Wert

-TS)Q =1151(1/2) + y252(1/2),
wobei die Trajektorie von {Xt(Q), t € [0,1]} aus den zwei Segmenten

0,0 (1/2,2(,)  und  (1/2,2},) = (1,2{")

besteht.

Schritt 2 Berechne die Mittelpunkte der Segmente

0,0 (1/2,2()  und  (1/2,2{),) = (1,2{")

und addiere jeweils die Werte y3S5(1/4) (= y3/2%/2) bzw. y4S4(3/4) (= y4/2%/?) zu deren zweiten
Komponenten. Dies ergibt die Werte

2 =181 (1/4) + 1252(1/4) +y5S5(1/4) und 25, = 1151(3/4) +y252(3/4) + yaSa(3/4) ,
wobei die Trajektorie von {Xt(4) , t €[0,1]} nun aus vier Segmenten besteht:

0,00 = (1/4,2),  /4,359)) = (1/2,2)
und

(1/2,27%) = 3/4,25)),  (3/4,25) = (1,21Y).

Beachte

e Die in Abschnitt 2.4.3 enthaltenen Darlegungen lassen sich auf vollig analoge Weise

— zur Konstruktion und Simulation von Wiener—Prozessen in beliebigen beschrénkten Intervallen der
Form I = [0, ] verwenden, wobei ¢ < oo eine beliebige positive Zahl ist.

— Denn man kann sich leicht iiberlegen, dass {Y;, t € [0,c]} mit Y; = \/c X;/. ein Wiener-Prozess
in [0,c] ist, wenn {X, ¢ € [0,1]} ein Wiener-Prozess in [0,1] ist; vgl. auch Theorem 2.23 in
Abschnitt 2.4.6.

e Wir erwdhnen nun noch eine Mdglichkeit, wie Wiener-Prozesse in dem unbeschrénkten Intervall I =
[0, 00) auf einfache Weise konstruiert werden konnen.

— Hierfiir geniigt es, eine Doppelfolge {Y,m, n,m > 1} von unabhingigen und N([0, 1])-verteilten
Zufallsvariablen zu betrachten, die iiber einunddemselben Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) ge-
geben sind.

— Geméf Theorem 2.20 lisst sich iiber dem eingeschrinkten Wahrscheinlichkeitsraum (9, F', P')
eine Folge {Xt(l), t €[0,1]}, {Xt(z), t € [0,1]}, ... von unabhingigen Wiener—Prozessen jeweils im
Intervall [0, 1] konstruieren.

— Man kann sich leicht iiberlegen, dass dann durch den Ansatz

([ xM fiir ¢ € [0, 1],
x4+ x® fiir ¢ € [1,2],
xV 4+ x®P 4+ x®, firte 2,3,
X = <
nolx (k) 4 ij"(n_l) fiir t € [n — 1, 7],

\ -

ein stochastischer Prozess {X;, t > 0} gegeben ist, der ein Wiener—Prozess in [0, c0) {iber dem
eingeschrinkten Wahrscheinlichkeitsraum (Q', F', P') ist.
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2.4.4 Darstellung als Markow—Prozess bzw. Gauli—Prozess

Wir zeigen nun, dass der Wiener—Prozess ein Markow—Prozess im Sinne der folgenden (verallgemeinerten) Defi-
nition dieses Begriffes ist, die dhnlich zu der in Abschnitt 2.3.1 betrachteten Definition von Markow—Prozessen
mit endlichem Zustandsraum ist.

Sei P(R) die Familie sdmtlicher Wahrscheinlichkeitsmafe auf der Borel-o—Algebra B(R). Um den Begriff eines
Markow—Prozesses {X¢, t > 0} mit stetiger Zeit und mit Werten in dem ({iberabzahlbaren) Zustandsraum E = R
einzufiihren, betrachten wir

o ein Wahrscheinlichkeitsmaf a : B(R) — [0, 1] sowie

e einen stochastischen Kern P : [0,00) x R x B(R) — [0, 1], so dass

P(h7w7 ) € P(R) ) (15)
P0,z,{z}) =1, (16)
P(-,-, B) ist eine messbare Funktion auf [0,00) x R, (17)
P(h1+h2,.f13',B) :/P(h27y7B)P(hlaxady) (18)
R

fiir beliebige h, hy,ha > 0, z € R und B € B(R).

Definition

1. Ein stochastischer Kern P, der den Bedingungen (15)—(18) geniigt, wird Ubergangskern genannt.

2. Ein stochgzstischer Prozess {X;,t > 0} mit Werten in E = R heifit homogener Markow—Prozess, wenn
es einen Ubergangskern P und ein Wahrscheinlichkeitsmafl « iiber B(R) gibt, so dass

P(XO € By, Xy, €By,...,Xy, € Bn)
= / / / Pty — t1,2n1,den) ... P(tr, 30, dz:) a(da) (19)
Bo J B: B,

fiir beliebige n =0,1,..., Bo,B1,...,B, € B(R), to =0<# <... < ty.

Beachte

e Das Wahrscheinlichkeitsmaf « in (19) wird Anfangsverteilung genannt.

e Aufierdem wird P(h,z, B) als die Wahrscheinlichkeit interpretiert, dass der Prozess {X;} in h Zeitein-
heiten vom Zustand z in einen Zustand aus B iibergeht.
Theorem 2.21  Sei {Xy, t > 0} ein Wiener—Prozess. Dann ist {X;} ein Markow—Prozess mit o = &g, d.h.,
a({0}) =1, und
1 (y —z)°

P(h,z,B) =1/ — - =—)d 20
(naB) =g [ e(= L5 )ay (20)

fiir beliebige h > 0, z € R und B € B(R).

Beweis

e Wegen X, = 0 geniigt es, anstelle von (19), zu zeigen, dass die folgende Desintegrationsgleichung

P(Xi, € By,..., Xy, € B) =/ / Pty — tno1,an1,dan) ... P(t1,0,dzy),  (21)
B B,

fiir beliebige n =1,2..., By,...,B, € BR) und 0 < t1 < ... < t,, gilt.
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Beachte

Aus der Unabhéngigkeit der Zuwichse des Wiener—Prozesses {X,} ergibt sich, dass
P(X;, € By, X, € By,..., Xy, € By)
== P(th € B]_,th —th € B2 - th,. ..,th —th € Bn —th)

= / .P(‘th2 —th € B, —.'L'l,...,Xt" —th € B, —:cl)P(th S d.',El)
B,

= / / P(XtS—Xt2€B3—$1—$2,...,th—Xt2EBn—IIJl—JJz)
B, JB

2—%1

P(Xt2 _Xt1 € dx2)P(Xt1 € d:cl)

/ / / P(X, — X . € dz) ... P(Xs, — Xy, € dz) P(Xs, € da)
B1 JBa—z1 B

n—T1 ...~ Tn—-1
Somit ergibt sich aus der Normalverteiltheit der Zuwéchse von {X;}, dass

P(X;, € B1,Xt, € By,..., X

N /B1 /f;z T1 / n—&1—..—Tp—1 _tn 1 tn 1)
1 x2
d - 14
\/ t2—t1 exp(~ tQ—tl)) 22\ gy P(= 5 ) Ao
L i e 2t
5, 5, 27ty — tno1) t 2ty —tn1)
2_$1)2 1 2
v gy (- dwy 1/ —— exp(— —L )d
tz—t1 tz—tl)) 22\ gy P (= 5 o) do

Damit ist die Giiltigkeit von (21) gezeigt, wobei der Ubergangskern P durch (20) gegeben ist. O

exp(— 3

Aus dem Beweis von Theorem 2.21 ergibt sich insbesondere, dass (Xi,,...,Xt,) ein absolutstetiger
Zufallsvektor ist, dessen (gemeinsame) Dichte fi, . ¢, : R — [0,00) fiir 0 < ¢; < ... < t, gegeben ist
durch

Frotn@1r ey m) = @02 (b1t — t1) oo (tn — tn 1) exp(—% 3 w) (22)

i=1 tz - ti_l

wobei t() =Ty = 0.

Aus (22) folgt, dass der Zufallsvektor (Xi,,..., Xy, ) eine (multivariate) Normalverteilung hat, wobei
Cov (X,, X¢) = min{s, t} fiir beliebige s,t > 0.

Ein stochastischer Prozess {X;, t > 0}, dessen endlich—dimensionale Verteilungen (multivariate) Nor-
malverteilungen sind, wird Gaufi—Prozess genannt.

2.4.5 Verteilung des Maximums

In diesem Abschnitt setzen wir die Diskussion von Eigenschaften des Wiener—Prozesses fort, die mit relativ
elementaren Hilfsmitteln gezeigt werden konnen. Dabei leiten wir zunéchst eine obere Schranke fiir die Tailfunktion
des Maximums max;c[o,1] X; von Wiener—Prozessen in [0, 1] her.

Spéter zeigen wir in Kapitel 3 mit den Techniken von Martingalen bzw. Lévy-Prozessen, dass diese Schranke
woptimal” ist, d.h., mit der Tailfunktion von max;¢[g,1] X¢ iibereinstimmt.
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Theorem 2.22

o Sei {X;, t €10,1]} ein Wiener—Prozess iber einem gewissen Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F, P).

e Dann gilt

2 [ 2
P(max X; > ) < \/j/ e ¥V/?2dy  Vz>0. (23)
i A

te[0,1]

Beachte

e Die in (23) betrachtete Abbildung max;cjg,1] X; : @ — [0,00) ist eine wohldefinierte Zufallsvariable,
weil die Trajektorien von {X;} stetige Funktionen sind und somit

(tren[g,}lc] X)) = Jim, (zznllaxk Xipg)w)  VweQ. (24)

o Aus (23) folgt, dass die Zufallsvariable max;c[o,1] X; einen exponentiell beschréinkten Tail hat. Hieraus
ergibt sich insbesondere, dass sdmtliche Momente von max;eo,1] X; existieren (und endlich sind).

e Im Beweis von Theorem 2.22 bendtigen wir Bezeichnungen und Hilfsmittel, die teilweise bereits in der
Vorlesung ,Wahrscheinlichkeitsrechnung” bereitgestellt wurden.

— Sei {X;, t > 0} ein Wiener—Prozess, und sei Zy, Zs, . .. eine Folge von unabhangigen Zufallsvaria-
blen mit P(Z; = 1) = P(Z; = —1) = 1/2 fiir jedes ¢ > 1.

— AuRerdem betrachten wir fiir jedes n > 1 den stochastischen Prozess {)Z't(n), t € [0, 1]} mit

XM = Sy [V + (0t — [nt]) Zpng) 1/ V0, (25)
wobei S; = Z1 +. ..+ Z; fiir jedes ¢ > 1 und |¢| den ganzzahligen Teil von ¢ > 0 bezeichnet; So = 0.

e Das folgende Lemma zeigt, dass {)Z't(n)} als Approximation des Wiener—Prozesses {X;} aufgefasst
werden kann.

— Allerdings konvergiert der in (25) gegebene Prozess {X't(")} nur ,in Verteilung” fiir n — oo gegen
{Xt}a

— wihrend die in Abschnitt 2.4.3 betrachtete Approximation {X;™} mit X" = Sohe1 Y Sk(t)
sbfadweise” fiir n — oo gegen den Wiener—Prozess {X;} konvergiert.

Lemma 2.9 Fiir jedes k > 1 und fir beliebige t1,...,t € [0,1] gilt

()Z-t(:z),,)?t(:)) i)(th,___,th) fir n — oo. (26)

Beweis
e Wir zeigen die Behauptung nur fiir den Spezialfall £k = 2; fiir beliebige k > 2 verlauft der Beweis
analog. Auferdem nehmen wir 0.B.d.A. an, dass t; < t.

e Dann gilt fiir beliebige s1,s2 € R, dass

81512(1") + Sz)zt(f) = (s1+ Sz)SLntIJ/\/H-F S2 (SLntgj - S|_nt1J+1)/\/ﬁ
+Z ity )41 ((nty — [nt1])s1/v/n + 52/v/n) + Znty 41 (nit2 — [nt2])s2 /v,

— wobei die vier Summanden auf der rechten Seite der letzten Gleichheit unabhingige Zufallsvaria-
blen sind,

— so dass die letzten beiden Summanden jeweils (in Verteilung) gegen Null konvergieren.
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e Aus der Charakterisierung der Verteilungskonvergenz mittels charakteristischer Funktionen (siehe
Theorem WR-5.20) ergibt sich somit, dass die charakteristischen Funktionen der beiden letzten Sum-
manden punktweise gegen 1 konvergieren.

e Insgesamt gilt also

lim E ei(511?t(f)+sz)?t(:)) — lim (4,0(81/\/54—82/\/5))“”” (cp(sz/\/ﬁ)) [nte|—[nt1] -1

n—oo n—oo

wobei p(s) = E exp(isZ;) fiir s € R.
e Weil p"(s/+/n) die charakteristische Funktion der Zufallsvariablen (Z; + ...+ Z,)/+/n ist,

— ergibt sich aus dem zentralen Grenzwertsatz, dass
lim ¢"(s/v/n) = e /2
n—oo
— und somit
(s XM L g (M) ;
(s1Xi1 +s2X,, ) — eXp(—((31 +82)2t1 +8§(t2 _tl))/2)

= exp(—(s%tl + 2s1sp min{t, t2} + sgtz)/2) .

lim E e
n—oo

o Weil der letzte Ausdruck die charakteristische Funktion des Zufallsvektors (X, , Xy, ) ist, ergibt sich
nun die Behauptung

— durch die erneute Anwendung der Charakterisierung der Verteilungskonvergenz mittels charakte-
ristischer Funktionen

— und aus dem eineindeutigen Zusammenhang zwischen charakteristischer Funktion und Verteilung
(vgl. Korollar WR-5.5 fiir den eindimensionalen Fall). O

Lemma 2.10 Sei X(™ = maXgco,1] )Z't(n) Dann gilt

~ 1
X(") - = .
Jm plax Sk Vn=1,2, (27)
und
. 2 (7
; (n) — ./Z —y~/2
nh_)rr;o P(X'"™ <zx)= - /0 e dy Vz>0. (28)
Beweis

e Die Gleichung (27) folgt unmittelbar aus der in (25) gegebenen Definition von )Z't(")

e Die Gleichung (28) beruht auf dem sogenannten

— Reflexionsprinzip der maximalen Gewinnsume bei n—maligem Miinzwurf
— und wurde bereits in Abschnitt WR-5.3.2 hergeleitet (vgl. Formel (68) in Abschnitt WR-5.3.2). O

Beweis von Theorem 2.22

e Aus Lemma 2.9 ergibt sich, dass fiir beliebige z > 0, £ > 1 und ¢4, ..., t; € [0,1]

lim P( max X" >z)=P( max X,>uz).
n—00 tE{t1,..0str } tE{t1,..0str }

e Hieraus folgt, dass

lim P(max X\ >z)>P( max X;>uz).
n—00 tefo,1] te{t,....,tx}
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e Mit {t1,...,tx} = {1/k,2/k,..., k/k} ergibt sich nun unter Beachtung von (24), dass
lim P(max X( n) >z) > P(m[ax]Xt > ).
0,1

n—00 t€[0,1]

o Wegen Lemma 2.10 ist damit die Ungleichung (23) bewiesen. O

Beachte Sei {X;, t > 0} ein Wiener-Prozess iiber (2, F, P). Dabei setzen wir (wie stets in diesem Skript)
voraus, dass (Q, F, P) ein vollstdndiger Wahrscheinlichkeitsraum ist, d.h.,

e dass sdmtliche ,Nullmengen” des Wahrscheinlichkeitsraumes (2, F, P), iiber dem der Wiener—Prozess
{X:} gegeben ist, zu F gehoren, bzw. (dquivalent hierzu)

o fiir C C Qgilt C € F, falls es Teilmengen A, B € F gibt, so dass A C C C B und P(B\ 4) =0.
Aus Theorem 2.22 ergibt sich nun die folgende asymptotische Eigenschaft des Wiener—Prrozesses.

Korollar 2.4 Sei {X;, t > 0} ein Wiener—Prozess. Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit 1

Bewelis

e Fiir beliebige n = 1,2,... und t € [n,n + 1) gilt

& Xo| - |& Xn| [ Xn _ Xn
t n - t t t n
1 1 1
< Xul|2 = S+ S sup X - X,
t n T te[n,n+1]
Xal | Za
— n2 n )

wobei Z, = sup¢g,1] | Xn+t — Xpn| unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen sind; n > 0.
e Hieraus und aus der Vollstandigkeit des Wahrscheinlichkeitsraumes (2, F, P) ergibt sich,
— dass lim;, X/t eine wohldefinierte Zufallsvariable mit der Eigenschaft (29) ist,
— wenn wir zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

X Z
lim [Xn] =0 und lim = =0. (30)

n—oo n n—oo N

e Die erste Nullkonvergenz in (30) ergibt sich unmittelbar aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen fiir
Summen unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen, denn es gilt

Xal _ T (X~ Xi )
n n

und somit auch |X,|/n? = 0 fiir n — oco.

e Um auch die Giiltigkeit der zweiten Nullkonvergenz in (30) mit dem starken Gesetz der grofen Zahlen
begriinden zu kénnen, muss noch gezeigt werden, dass E Z; < oo.

— Man kann sich leicht iiberlegen, dass {—X;, t > 0} ebenfalls ein Wiener—Prozess ist (vgl. auch
Theorem 2.23). Deshalb gilt

P(Zy >z) < P(n:toax] Xy > z2) +P(tr€n[ggf]( X)) >z) = 2P(tren[0a§]Xt >z).

— Mit Hilfe von (23) ergibt sich somit, dass

2 [
P(Zy >x)<2 - e ¥ /% dy Yz >0.

— Hieraus folgt, dass E Z; = fo (Z1 > z)dz < co. O



2 PROZESSE MIT STUCKWEISE KONSTANTEN BZW. STETIGEN TRAJEKTORIEN 57

2.4.6 Weitere Verteilungs— und Pfadeigenschaften

Wir zeigen nun einige Invarianzeigenschaften des Wiener—Prozesses in [0, 00), womit die Tatsache gemeint ist,
dass bestimmte Transformationen des Wiener—Prozesses erneut zu einem Wiener—Prozess fithren. In Abb. 12 wird
beispielsweise die in (32) betrachtete Invarianz des Wiener—Prozesses gegeniiber Verschiebungen des Nullpunktes
illustriert.

/—A N
neuer Nullpimkt (t,.X ) ﬁ ’
a
N
i St t €

Abbildung 12: Verschiebungsinvarianz von Wiener-Prozessen

Theorem 2.23

o Sei {X;, t > 0} ein Wiener—Prozess iber einem (vollstindigen) Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P).

e Die stochastischen Prozesse {Yt(i), t>0},i=1,...,4 mit

Y;(l) = —Xy, (Symmetrie) (31)

Y;(Q) = Xiyeo — Xt fir eintg > 0 (Verschiebung des Nullpunktes) (32)

},;(3) = VeXye fiir ein ¢ > 0, (Skalierung) (33)
tX urt >0,

y® - e f (Spiegelung bei t = o) (34)

0 fiir t =0,

sind dann ebenfalls Wiener—Prozesse, wobei {Yt(i), t > 0}, i = 1,2,3 dber dem gleichen Wahrscheinlich-

keitsraum (0, F, P) wie {X;} gegeben sind, wihrend {Y;w, t > 0} dber einem eingeschrinkten Wahrschein-
lichkeitsraum (', F', P') gegeben ist.

Beweis
e Wir zeigen, dass die Prozesse {Yt(i), t >0} fir i = 1,...,4 die vier Bedingungen in der Definition des
Wiener-Prozesses erfiillen.
— Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Prozesse {Y;(i), t > 0} unabhéngige Zuwéchse besitzen
mit V7 — v ~ N0t — 1) fir 0< t) <ty undi=1,...,4,

— Offenbar gilt auch Yo(i) =0firi=1,...,4.
— Auferdem ist klar, dass die Prozesse {Y;(i), t > 0} fiir i = 1,2, 3 stetige Trajektorien besitzen.

e Es bleibt also noch zu zeigen,
— dass mit Wahrscheinlichkeit 1

lim v =0 (35)
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— bzw. dass es fiir fast jedes w €  und fiir jedes n > 0 eine Zahl m > 0 gibt, so dass

1
sup [V (W) < =,
t€(0,1/m] n

— weil {Y2(4), t > 0} dann stetige Trajektorien iiber dem Wahrscheinlichkeitrsraum (Q', 7', P') hat,
wobei ' = {w € Q: limyg Y (w) =0}, 7 = FN Q' und P' die Einschréinkung von P auf F’
bezeichnet.

e Weil die Trajektorien von {Yt(4), t > 0} fiir jedes t > 0O stetig sind, gilt

sup VY= sup Y,

t€(0,1/m] teQN(0,1/m]
wobei Q C (0, 00) die (abzdhlbar unendliche) Menge der positiven rationalen Zahlen ist.
e Hieraus folgt, dass

(hmY() 0) = (ﬂ U sup Y(4)|<1/n})

t10
+ n>0m>0 te(0,1/

= F y®| <1
(n(]OmgoteQrswttpu ]{l bol< /n})

1 7
n m

= lim P(ﬂ U sup  {|\Y] < l/n})

nm'k=co  \' |~ 1te@krw(o,l/m]

= lim (ﬂ U sup  {|X¢f < 1/"})7

n',m' ,k—oo n=1 m=1 t€QrN(0,1/m]

— wobei @, C Q die (endliche) Menge der ,ersten” k rationalen Zahlen ist
— und sich die letzte Gleichheit aus der Tatsache ergibt, dass die (endlich—-dimensionalen) Zufalls-
vektoren {Y;(4), t € Qr} und {X¢, t € Q} identisch verteilt sind.

e Weil die Trajektorien des Wiener—Prozesses {X; ¢ € [0, 1]} rechtsseitig stetig in ¢t = 0 sind, ist der letzte
Grenzwert gleich 1. Damit ist (35) bewiesen. O

Beachte Die Giiltigkeit von (35) kann auch direkt aus Korollar 2.4 gefolgert werden, denn es gilt

X,
lim Y, " =lim¢ X,/ = lim =X =0.
t10 t10 t—oo ¢

Korollar 2.5 Sei {X;, > 0} ein Wiener—Prozess. Dann gilt

P(supXt = oo) = P(inf X = —oo) =1. (36)
t>0 t>0

Beweis

e Aus der Skalierungseigenschaft (33) in Theorem 2.23 ergibt sich,
— dass fiir beliebige ¢,z > 0

P(sup X; > z) = P(sup/cX;. > ) = P(sup X; > z/+/c).
>0 >0 >0

— d.h. insbesondere, dass die Wahrscheinlichkeit P(suptz0 X; > z) nicht von z abhéngt.

e Hieraus folgt, dass
P({supX; =0} U {sup X; = o0}) = 1. (37)
>0 >0
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e Weil der Wiener-Prozess {X;} unabhingige und stationire Zuwichse hat, gilt

P(supX; =0) = P(sup Xy <0) < P(X; <0,supX¢ <0) = P(X1 <0, sup (X; — X1) < —Xj)
>0 >0 t>1 t>1

0 0
= / P(sup(X; — X;) < —z) P(X; € dz) = / P(sup X; < —z) P(X; € dx)
— 0 t>1 — 0 t>0

0
@) / P(sup X; = 0) P(X; € dz) = P(X; <0) P(supX; =0)
oo £20 £20

-1 P(sup X; =0),
2 >0

wobei sich die dritte Gleichheit aus der Invarianz-Eigenschaft von {X;} beziiglich der Verschiebung
des Nullpunktes ergibt; vgl. die Formel (32).

o Hieraus folgt, dass P(sup;»q X; = 0) = 0 und somit P(sup;q Xy = 00) = 1.

e Die Giiltigkeit von P (inftzo X = —oo) = 1 ergibt sich auf analoge Weise. O
Beachte
e Die Aussage von Korollar 2.5 ist dquivalent mit P (sup;>o Xy = 00, infy>o Xy = —00) = 1.

e Hieraus folgt insbesondere, dass fast alle Pfade des Wiener—Prozesses {X;, ¢ > 0} in dem unbeschrink-
ten Intervall [0, 00) unendlich oft zwischen positiven und negativen Werten oszillieren.

e Wir zeigen nun, dass die Pfade des Wiener—Prozesses {X;}

— auch in beschrinkten Intervallen ,wild” oszillieren (vgl. Abb. 13),

— denn es stellt sich heraus, dass sie zwar stetige, jedoch mit Wahrscheinlichkeit 1 nirgendwo diffe-
renzierbare Funktionen sind.

054

Abbildung 13: Approximation der Realisierungen von Wiener—Prozessen

Theorem 2.24  Sei {X;, > 0} ein Wiener—Prozess. Dann gilt

P(w € Q: X (w) ist nirgendwo differenzierbar in [0,00)) =1. (38)

Beweis
o Wegen der Identitét

{w € Q: X.(w) ist nirgendwo differenzierbar in [0, c0)}

= ﬂ {w € Q: X.(w) ist nirgendwo differenzierbar in [i,i + 1]}
i>0
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geniigt es zu zeigen, dass P(w € Q : X.(w) ist nirgendwo differenzierbar in [0,1]) = 1 bzw., dquivalent
hierzu, dass
P(w e Q: X.(w) ist differenzierbar fiir ein tg = to(w) € [0,1]) = 0. (39)

e Um die Giiltigkeit von (39) zu beweisen, setzen wir fiir beliebige natiirliche Zahlen n,m > 1
Apm = {w € Q: es gibt ein to = to(w) € [0, 1] mit | Xy ()4 (W) — Xigw) (W) < mh, Vh € [0,4/n]} .
— Dann gilt

{we Q: X.(w) ist differenzierbar fiir ein to = to(w)} C U U Anm
m>1n>1

— und es geniigt somit zu zeigen, dass
P(A,,) =0 VYn,m>1. (40)
e Sei ko(w) = min{k € {0,1,...} : k/n > to(w)}. Dann gilt fiir jedes w € Ay, und fiir j = 0,1,2

| X (ko (w)+41) /n (@) = X(ko(w) ) /n (@)

< | X ko(w)ri+1) /n (W) = Xeo(w) (@)] + [X (ko)) (@) = Xito(w) (W)
8m

< —
n

e Mit der Schreibweise Ay, (k) = X(x41)/n — Xp/n gilt also

A € J {1800+ )] < )

k=0 j=0
und somit
- 8m
P(Aun) < P(J N {180+ < =})
k=0 j=0
n 2
. &m
< Y P(N{ank+l < =21)
k=0  j=0
8m\3
= m+)P(|A.0] < =)
16 m \3
< (n+1 —0 flir n = oo.
< 1) ()
o Weil A, C Apyr,m fiir jedes n > 1, ergibt sich hieraus die Giiltigkeit von (40). O
Korollar 2.6 Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt
P(Sup sup Z |Xt1‘ - Xti—ll = OO) =1, (41)

n>1 0<to<..<tn<1

d.h., fast alle Trajektorien des Wiener—Prozesses {Xy, t € [0,1]} sind Funktionen mit unbeschrinkter Variation.

Beweis Weil jede stetige Funktion g : [0,1] = R mit beschrinkter Variation fast {iberall differenzierbar ist,
ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus Theorem 2.24. O
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Beachte

Ein direkter Beweis von Korollar 2.6 kann wie folgt gefiihrt werden: Es geniigt zu zeigen, dass mit
Wahrscheinlichkeit 1

-
lim ;|X,-t jon = X(i—1yeyam| =00 Vte(0,1]. (42)

Um (42) zu beweisen, setzen wir

o
2
Zp = Z(Xit/2" — X(i—1yejam) —t-
i=1
Dann gilt E Z,, = 0, und auflerdem kann man leicht zeigen, dass E (Z2) = t?2—"+1,
Aus der Tschebyschew—Ungleichung (vgl. Abschnitt WR-4.4.3) ergibt sich, dass fiir jedes ¢ > 0

P(|Zn| > €) <e’E(Z]) = (t/e)27"!

und somit Y > | P(|Z,] > €) < oo.
Aus dem Lemma von Borel-Cantelli (vgl. Korollar WR-2.3) ergibt sich nun, dass lim,,_, ., Z, = 0 mit
Wahrscheinlichkeit 1.

Hieraus folgt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

on

0<t S lim inf maX"|th/2n - X(k—l)t/2"| Z|Xit/2n - X(i—l)t/2"| .

n—oo 1<k<2 !
- =1

Damit ist die Giiltigkeit von (42) bewiesen, weil der Wiener—Prozess {X;} stetige Trajektorien hat und
weil deshalb

nh—>néo1g}%}§n Xyijon — X(e—1yy2n | = 0.
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3 Lévy—Prozesse und Martingale

3.1 Lévy—Prozesse

In Abschnitt 2.2.2 hatten wir zusammengesetzte Poisson—Prozesse betrachtet und gezeigt, dass sie unabhangi-
ge und stationdre Zuwachse besitzen (vgl. Theorem 2.10). Der Wiener—Prozess besitzt ebenfalls diese beiden
Eigenschaften, was sich unmittelbar aus seiner Definition ergibt (vgl. Abschnitt 2.4).

Wir betrachten nun eine allgemeine Klasse von stochastischen Prozessen mit unabhingigen und stationdren
Zuwichsen, die sowohl zusammengesetzte Poisson—Prozesse als auch den Wiener—Prozess als Spezialfille umfasst.

Definition  Ein stochastischer Prozess {X;, ¢ > 0} {iber einem (im allgemeinen nicht niher spezifizierten)
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) heifst Lévy—Prozess, wenn
[ ] XO = 0’

o {X;} unabhingige und stationédre Zuwéchse hat,
o {X;} stochastisch stetig ist, d.h., fiir beliebige € > 0 und ¢ > 0 gilt lim;_,¢, P(|X¢ — X4, | > €) = 0.

Beachte

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass fiir zusammengesetzte Poisson—Prozesse die dritte Bedingung
ebenfalls erfiillt ist. Denn es gilt dann fiir jedes £ > 0 und fiir ¢t — ¢

P(IX; — Xyy| >€) < P(IXy — X4y | >0) <1 —e Mttt 0,

wobei A > 0 die Intensitidt der Sprungzeitpunkte bezeichnet.

e Dariiber hinaus gilt auch im Fall des Wiener—Prozesses fiir jedes € > 0 und fiir ¢t — o

P(|X; — Xpo| > &) = L/m@cp(—i)dy:ﬁ/m e V' /2dy — 0.
mlt —tol J. 2|t — to| T Je)/Ti—to]

3.1.1 Unbegrenzte Teilbarkeit

Wir zeigen zunichst, dass fiir jeden Lévy—Prozess {X;} und fiir jedes ¢t > 0 die Zufallsvariable X; unbegrenzt
teilbar ist, und geben dann in Abschnitt 3.1.2 eine Darstellungsformel fiir die charakteristische Funktion von X;
an.

Definition Sei X : O — R eine beliebige Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P). Man
sagt, dass X bzw. die Verteilung Px von X unbegrenzt teilbar ist, wenn es fiir jedes n > 1 unabhéngige und

identisch verteilte Zufallsvariablen Y™, ..., ¥\ : @ — R gibt mit X < V™ + ...+ v;{".

Theorem 3.1  Sei {X;, t > 0} ein Lévy—Prozess. Dann ist die Zufallsvariable X; fir jedes t > 0 unbegrenzt
teilbar.

Beweis

e Fiir beliebige ¢t > 0 und n > 1 gilt offenbar, dass
Xt = Xyyn + (Xog/m — Xign) + -+ Xnt/n — Xno1)e/n) -

e Weil {X;} unabhingige und stationire Zuwichse hat, sind die Summanden auf der rechten Seite der
letzten Gleichheit unabhéngige und identische verteilte Zufallsvariablen. O
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Das folgende Lemma enthilt ein einfaches (jedoch niitzliches) Hilfsmittel zur Untersuchung von unbegrenzt teil-
baren Zufallsvariablen.

Lemma 3.1 Die Zufallsvariable X : O — R ist genau dann unbegrenzt teilbar, wenn sich die charakteristische
Funktion ¢x von X fir jedes n > 1 darstellen lisst in der Form

ox(s) = (¢n(s))" Vs€R, (1)

wobei @, die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen ist.

Beweis

e Die Notwendigkeit der Bedingung (1) ergibt sich unmittelbar

— aus der Definition der unbegrenzten Teilbarkeit und aus der Tatsache, dass

— die charakteristische Funktion der Summe von unabhéngigen Zufallsvariablen gleich dem Produkt
der charakteristischen Funktionen der Summanden ist (vgl. Theorem WR-5.18).

e Es gelte nun umgekehrt (1), und Yl("), Y™ seien unabhéngige Zufallsvariablen mit der charakte-
ristischen Funktion ¢,,.

— Dann ergibt sich durch die erneute Anwendung von Theorem WR-5.18, dass (¢,(s))" die charak-
teristische Funktion der Summe Y™ + ... + ¥;{" ist.

— Wegen (1) stimmen also die charakteristischen Funktionen von X und Yl(") + ...+ Y™ iiberein.
— Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen (vgl. Korollar WR-5.5) ergibt sich
nun, dass auch die Verteilungen von X und Yl(") + ...+ Y™ {ibereinstimen. O

Wir bendtigen noch einen Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen, der eine (teilweise) Verschirfung von
Theorem WR-5.20 ist und den wir hier ohne Beweis angeben.

Lemma 3.2

o Sei X1,Xs,...: Q — R eine beliebige Folge von Zufallsvariablen, und seien ¢x,,¢x,,... : R = C ihre
charakteristischen Funktionen.

e Falls es eine Funktion ¢ : R — C gibt, so dass ¢(s) stetig im Punkt s = 0 ist und lim,_, v (8) = @(s) fir
jedes s € R gilt,

— dann ist ¢ die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen X,

— und es gilt X, -5 X.

Auflerdem spielt der Begriff des Lévy—Mafses eine wichtige Rolle bei der Untersuchung von unbegrenzt teilbaren
Verteilungen.

Definition Sei v ein Maf iiber dem Messraum (R, B(R)). Man sagt, dass v ein Lévy—Maf ist, wenn v({0}) =0
und

/ min{y?, 1} »(dy) < 0. @)
R
Beachte

e Eine graphische Darstellung des Integranden in der Integierbarkeitsbedingung (2) von Lévy—Mafen ist
in Abb. 14 gegeben.
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e Man kann sich leicht iiberlegen, dass jedes Lévy—Maf v ein o—endliches Maf ist und dass
v((—e,€)%) < 00 Ve >0, (3)
wobei (—¢,e)¢ = R\ (—¢,¢).
o Insbesondere ist jedes endliche Maf v tiber (R, B(R)) ein Lévy-Mag, falls »({0}) = 0.
e Eine zu (2) dquivalente Bedingung ist

2
Y
v(dy) < o0, 4
| vt @
denn es gilt
y2 2 y2 V R
< mi 1} <2 .
1+y2_mm{y, }< 1147 y €
1,4
1,7
1]
0,9
0,9
0,4
£
:3||||:2||||7|1|||L/Ollllilllléllllé

X

Abbildung 14: Integrand in der Integierbarkeitsbedingung (2) von Lévy—Mafken

Der folgende Ansatz zur Konstruktion charakteristischer Funktionen von unbegrenzt teilbaren Verteilungen wird
in der Literatur die Lévy—Chintschin—Formel genannt.

Theorem 3.2 Seien a € R und b > 0 beliebige Konstanten, und sei v ein beliebiges Lévy—Maj. Dann ist durch
die Funktion ¢ : R — C mit

p(s) = exp (ias - % + /R (€% — 1 —isyL_1 1y(y)) V(dy)) VseR (5)

die charakteristische Funktion einer unbegrenzt teilbaren Zufallsvariablen gegeben.

Beweis
o Weil es fiir jedes s € R eine Konstante ¢ < oo gibt, so dass
e —1—isy| <ey?  Vye(-L1), (6)

folgt aus (2) und (3), dass die in (5) gegebene Funktion ¢ : R — C wohldefiniert ist.
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e Sei nun {c,} eine beliebige Zahlenfolge mit ¢, > ¢pq1 > 0 und lim, o ¢, = 0.

— Dann ist die Funktion ¢, : R — C mit

. b82 is
on(s) = exp(ls(a—/ yv(dy)) — - +/ (e —1) V(dy))
[—¢n,en]eN(—1,1) [—cn,cn]®
2

. bs
= exp(ls(a— /[_cmcn]cm(_l’l)yu(dy)) — 7) exp(/[

die charakteristische Funktion der Summe Z{™ + Z{™ von zwei unabhiingigen Zufallsvariablen
z™ und z{W
1 2 >
— denn der erste Faktor in (7) ist die charakteristische Funktion der Normalverteilung mit Erwar-
tungswert a — f[—c,. enlen(—1,1) Y v(dy) und Varianz b,

(e = 1) v(dy)) ()

Cnacn]c

— wihrend der zweite Faktor in (7) die charakteristische Funktion der zusammengesetzten Poisson—
Verteilung mit den Charakteristiken A = v([—cp, ¢,]¢) und Py = v(-N[—cp, cn]®) /v([—Cn, cn]°) ist;
vgl. die Teilaussage (b) von Theorem 2.10.
e Aufierdem gilt
lim ,(s) = ¢(s) VseR,
n—oo
wobei man sich leicht iiberlegen kann, dass die in (5) gegebene Funktion ¢ : R — C stetig im Punkt
s = 0 ist.

— Denn fiir die Funktion ¢ : R — C im Exponent von (5) mit
P(s) = / (eisy —-1- isy]I(_l,l)(y)) v(dy) VseR
R

gilt wegen (6), dass

l(s)] < cs? /

(71’1)

v v(dy) + / |eisy - 1| v(dy).

(71,1)c
— Hieraus und aus (3) folgt nun mit Hilfe des Satzes von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz,
dass lims_,99(s) = 0.

e Aus Lemma 3.2 ergibt sich somit, dass die in (5) gegebene Funktion ¢ : R — C die charakteristische
Funktion einer Zufallsvariablen ist.

e Die unbegrenzte Teilbarkeit dieser Zufallsvariablen folgt schliefslich aus Lemma 3.1 und aus der Tatsa-
che, dass fiir jedes n > 1 mit v auch v(-)/n ein Lévy—Maf ist und dass

b 2
nS

ols) = (exp(i 25— = 4 /R (€ —1-isyT 1 (@) (/n)(dy)))  VseR. g

Beachte
e Das Tripel (a,b,v), das in der Lévy—Chintschin—Formel (5) auftritt, wird Lévy—Charakteristik der zu-
gehorigen unbegrenzt teilbaren Verteilung genannt.
e Die Abbildung 1 : R — C mit
2

b .
n(s) =ias — % +/ (¥ — 1 —isyT_y11)(y)) v(dy) VseR (8)
R

im Exponent von (5) heifft Lévy—Exponent dieser unbegrenzt teilbaren Verteilung.
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3.1.2 Lévy—Chintschin—Darstellung

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass fiir jeden Lévy—Prozess {X;} und fiir jedes t > 0 die charakteristische
Funktion der unbegrenzt teilbaren Zufallsvariablen X; durch die Lévy—Chintschin-Formel (5) dargestellt werden
kann.

Dabei zeigen wir zunichst, dass die charakteristische Funktion von X; auf einfache Weise durch die charakteris-
tische Funktion von X, ausgedriickt werden kann. Hierfiir ben6tigen wir den folgenden Hilfssatz.

Lemma 3.3 Sei {X;, t > 0} ein stochastisch stetiger Prozess, d.h. fir beliebige © > 0 und to > 0 gelte

Jim P(X; = X,| > ) = 0.
Dann ist fir jedes s € R durch t — ¢x,(s) eine stetige Abbildung von [0, 00) nach C gegeben.

Beweis

e Fiir jedes s € R ist die Abbildung y — €'*¥ offenbar stetig im Punkt y = 0, d.h., fiir jedes € > 0 gibt

es ein §; > 0, so dass
: €
sup [ —1] < <.
y€(—481,61) 2

e Weil {X;} stochastisch stetig ist, gibt es auflerdem ein d2 > 0, so dass fiir jedes g > 0

sup P(|X; — X| > 01) <
t>0, |t—t0|<62

NS

o Hieraus ergibt sich, dass fiir beliebige s € R und ¢ > 0 mit [t — to| < J2

|<10Xt (S) — (pXtO (3)' frd ‘/ eiSXto (w) (eiS(Xt—XtO)(w) _ 1) P(dw)‘

Q

< / |eisy - 1| PXi*XtO (dy)
R

= / |ei8y — 1| PXt_XtO (dy) + / |eisy - 1| PXt_XtO (dy)
(=01,01) (=81,01)°

< sup  [e'%¥ — 1|+ 2 P(|X; — X¢o| > 61)

y€(—01,01)
< e.
e Damit ist die Behauptung bewiesen. d

Theorem 3.3 Sei {X;, t > 0} ein Lévy—Prozess. Dann ist fir jedes t > 0 die charakteristische Funktion px,
von X gegeben durch
ox, (s) = el 1) Vs eR, 9)

wobei 1 : R — C eine stetige Funktion ist. Insbesondere gilt somit ¢x,(s) = (px,(s))! fiir beliebige s € R, t > 0.

Beweis
e Weil {X;} unabhingige und stationdre Zuwichse hat, gilt fiir beliebige s € R und ¢,¢' > 0

SOXH_t/ (8) _ ]EeiSXHi’ —-E (eiSX‘eis(Xi+i’_Xt)) — ]EeiSXtEeiSX” = px, (S)SOth (S) .
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Fiir jedes s € R gilt also fiir die Funktion g, : [0,00) = C mit gs(t) = ¢x, (s), dass

gs(t+1") = gs(t)gs(t) Vi, t' >0. (10)

Weil X = 0, gilt aufserdem fiir jedes s € R

9:(0) =1, (11)

und in Lemma 3.3 hatten wir gezeigt, dass die Funktion g, : [0,00) — C fiir jedes s € R stetig ist.

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass es fiir jede Familie von stetigen Funktionen g; : [0,00) — C, die
den Bedingungen (10) und (11) geniigen, eine Funktion 7 : R — C gibt, so dass

gs(t) = et ) VseR, t>0. (12)

Es geniigt nun, ¢ = 1 zu setzen, um zu erkennen, dass ¢x, (s) = e7(®) fiir jedes s € R gilt und dass
somit 1 : R — C eine stetige Funktion ist. d

Wir zeigen nun, dass fiir jeden Lévy—Prozess {X;} die charakteristische Funktion von X; durch die Lévy-
Chintschin-Formel (5) dargestellt werden kann. Hierfiir benttigen wir den folgenden Hilfssatz zur Charakteri-
sierung der relativen Kompaktheit von Familien (gleichmafig beschriankter) endlicher Mafe.

Lemma 3.4 Sei py, s, ... eine Folge von endlichen Maflen, die iber der Borel-o-Algebra B(R) definiert sind.
Falls sup,,>1 pn(R) < ¢ fiir ein ¢ < 0o und falls es fir jedes € > 0 eine kompakte Menge B. € B(R) gibt, so dass

sup un(B;) <e, (13)
n>1

dann gibt es eine Teilfolge pn, , fin,, - - - und ein endliches Maf§ p iber B(R), so dass fiir jede stetige und beschrankte
Funktion f : R —» C
tim [ ) 10 @9) = [ 1) (). (14

k—o0

Der Beweis von Lemma 3.4 geht iiber den Rahmen dieser Vorlesung hinaus und wird deshalb weggelassen; er
kann beispielsweise im Buch von A.V. Skorokhod (2005), S. 122-123 nachgelesen werden.

Theorem 3.4 Sei {Xy, t > 0} ein Lévy-Prozess. Dann gibt es Konstanten a € R, b > 0 und ein Lévy—Mafl v,

so dass N

. b is .
vx,(s) = exp(las - % +/ (¥ — 1 —isyL_11)(y)) I/(dy)) VseR. (15)
R

Beweis
e Aus Theorem 3.3 ergibt sich, dass fiir jede Nullfolge ¢1,t2,... positiver Zahlen

tnn(s) _ 1
n(s) = lim S T lim

n—oo n n— oo

PXy,, (S) -1

n

(16)

e Weil n : R — C eine stetige Funktion ist, ergibt sich durch Taylor—Reihenentwicklung der Funktion
et () nach ¢, dass fiir jedes so < oo die Konvergenz in (16) gleichmiifig in s € [—so, so] erfolgt.

e Wir setzen nun ¢, = 1/n und bezeichnen die Verteilung von X/, mit P,. Mit dieser Schreibweise gilt

n—oo

lim n/R(eisy — 1) P,(dy) = n(s) (17)

gleichméRig in s € [—so, So].
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— Wenn auf beiden Seiten dieser Gleichung iiber s € [—so, o] integriert wird,

— dann ergibt sich aus dem Satz von Lebesgue {iber die majorisierte Konvergenz (und nach Vertau-
schung der Integrationsreihenfolge auf der linken Seite), dass fiir jedes so < oo

lim n/(l - w) Po(dy) = — = [ n(s)ds. (18)
R

n—00 SoY 280 —s0
e Weil 57 : R — C eine stetige Funktion ist mit 1(0) = 0, gibt es fiir jedes £ > 0 ein s¢9 > 0, so dass

1 so
— / n(s)ds| <e.

280 —s0

e Weil aufierdem 1 — sin(soy)/(soy) > 1/2 fiir |sey| > 2, ergibt sich somit aus (18),

— dass es fiir jedes € > 0 ein sg > 0 gibt, so dass

lim sup n / P,(dy) <e,
n—soo 2 J{y:|y[>2/s0}

— bzw. dass es fiir jedes £ > 0 ein sg > 0 und ein ng > 0 gibt, so dass
n / P,(dy) <4e Vn>ng. (19)
{y:1y[>2/s0}

e Wir verkleinern nun sq > 0 weiter (falls erforderlich), so dass die Ungleichung in (19) auch fiir jedes
ne{l,...,ng} gilt.
e Insgesamt haben wir somit gezeigt, dass es fiir jedes € > 0 ein so > 0 gibt, so dass

sup n/ P,(dy) < 4e. (20)
n>1  J{y:|y|>2/s0}

e Weil es ein ¢ < oo gibt, so dass

2 .
Y siny
— <c(l1- A4 0,
1+9y2 — ( Y ) y#

ergibt sich aus (18), dass es eine Konstante ¢’ < oo gibt, so dass

2
Yy /
sup n —— P,(dy) <c. 21
swp [ Paldy) < 1)

e Fiir jedes n > 1 sei das (endliche) Mafs p,, : B(R) — [0, 00) gegeben durch

i) =n [ Py VB EB®).

— Wegen (21) sind die Mafe {un, n > 1} gleichméfig beschrankt, und wegen

y2

ergibt sich aus (20), dass die Folge {un, n > 1} relativ kompakt ist, d.h. der Bedingung (13)
geniigt.

— Aus Lemma 3.4 folgt also, dass es eine Teilfolge i, , fin,,- .. und ein endliches Maf p iiber B(R)
gibt, so dass fiir jede stetige und beschrankte Funktion f : R — C

k—o0

lim /R F(9) fimy (dy) = /R £(v) p(dy) (22)
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e Weil fiir jedes s € R die Funktion fs; : R — C mit

. 1
(€Y — 1 —issiny) +2y fiir y # 0,
fs(y) = 2 Yy

- % firy=0
stetig und beschrankt ist, ergibt sich aus (17) und (22), dass
n(s) = lim n/(eisy —1) Py(dy) = lim (/ fs(v) pn(dy) +isn/ sinyPn(dy))

n—oo

= lim ( /R fs(y) pny, (dy) + isng, /R siny Py, (dy))

k—o0

= /fs(y)u(dy) +is lim nk/sinyPn,e (dy),
R k— o0 R

wobei sich die Existenz und Endlichkeit des letzten Grenzwertes aus der Tatsache ergibt, das alle
iibrigen Grenzwerte in dieser Gleichungskette existieren und endlich sind.

e Hieraus folgt, dass

2 .
n(s) =ia's — b% +/ (€Y — 1 —issiny) v(dy) Vs eR, (23)
R

wobei

k—o0

a = lim ny / siny Py, (dy), b= u({0})
R
und das Lévy—MaR v : B(R) — [0, 00] gegeben ist durch

1492 )
d fiir 0,
v(dy) = " p(dy) y #

0 fir y = 0.

e Aufierdem gilt
/R W11 (y) — siny| v(dy) < oo,

weil es eine Konstante ¢’ < oo gibt, so dass

, 1492
[yTL(_1,1)(y) — siny] R " Vy#0.

e Aus (23) ergibt sich somit, dass

bs? :
n(s) = ias — % +/ (%Y —1—isyL_11)(y)) v(dy) Vs€R,
R

wobei a = a' + [5 (yT(—1,1)(y) — siny) v(dy). O

Korollar 3.1 Sei {X;, t > 0} ein Lévy—Prozess. Dann sind simtliche endlich-dimensionalen Verteilungen von
{X:} eindeutig durch die Lévy-Charakteristik (a,b,v) von X; bestimmt.

Bewelis

e Aus den Theoremen 3.3 und 3.4 ergibt sich zusammen mit dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische
Funktionen (vgl. Korollar WR-5.5), dass die Verteilung von X; fiir jedes ¢t > 0 eindeutig durch die
Lévy—Charakteristik (a, b, ) von X; bestimmt ist.

e Weil {X;} unabhingige und stationdre Zuwachse hat, sind damit auch sdmtliche endlich—dimensionalen
Verteilungen von {X;} eindeutig durch die Lévy—Charakteristik von X; bestimmt. O
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3.1.3 Beispiele: Wiener—Prozess, zusammengesetzte Poisson—Prozesse, stabile Lévy—Prozesse

Bereits am Anfang von Abschnitt 3.1 hatten wir gezeigt, dass sowohl der Wiener—Prozess als auch beliebige
zusammengesetzte Poisson—Prozesse den drei Bedingungen in der Definition von Lévy—Prozessen geniigen.

Wir bestimmen nun die Lévy—Charakteristik (a, b, v) fiir diese und weitere Beispiele von Lévy—Prozessen.

1. Wiener—Prozess (mit Drift)
e Sei {X;, t > 0} ein (Standard—) Wiener—Prozess, d.h., insbesondere, dass X; ~ N(0,1).

e Dann gilt also
<,0X1(s)=e’52/2 VseR.
e Hieraus und aus der Lévy—Chintschin—Formel (5) ergibt sich nun, dass die Lévy—Charakteristik (a, b, )
des Wiener—Prozesse {X;} gegeben ist durch a =0,b=1und v = 0.

e Beachte: Fiir beliebige p € R und ¢ # 0 wird der stochastische Prozess {Y;, t > 0} mit ¥; = ¢ Xy + ut
ein Wiener—Prozess mit Drift genannt.

— Man kann sich leicht iiberlegen, dass {Y;} ebenfalls ein Lévy—Prozess ist und
— und dass seine Charakteristik (a, b, ) gegeben ist durch a = u, b = ¢ und v = 0.

2. zusammengesetzte Poisson—Prozesse

o Sei { X}, t > 0} ein zusammengesetzter Poisson—Prozess mit den Charakteristiken (A, Py), wobei A > 0
die Intensitit der Sprungzeitpunkte und Py die Verteilung der Sprunghohen bezeichnet.

e Dann gilt
vx,(s) = exp()\/ (e'*v — 1) PU(dy)) VseR,
R

vgl. die Teilaussage (b) von Theorem 2.10.
e Hieraus und aus (5) ergibt sich, dass die Lévy-Charakteristik (a, b,v) von {X;} gegeben ist durch

1
a:)\/ y Py(dy), b=0, v=APy. (24)
-1

e Beachte: Fiir das in (24) betrachtete Lévy-Mafl v ist v(B) die erwartete Anzahl von Spriingen je
Zeiteinheit mit Sprunghéhen in der Menge B € B(R).

3. Lévy—Prozesse vom GaufS—Poisson—Typ
e Sei {Xt(l), t > 0} ein zusammengesetzter Poisson—Prozess (mit den Charakteristiken (A, Py)), und sei
{Xt@), t > 0} ein Wiener-Prozess mit Drift (mit den Charakteristiken (u, c)).
o Auflerdem seien die stochastischen Prozesse {Xt(l)} und {Xt(Q)} unabhéngig.

e Dann kann man sich leicht iiberlegen, dass der jiiberlagerte” Prozess {X;, t > 0} mit X; = Xt(l) +Xt(2)
ein Lévy—Prozess ist, dessen Charakteristik (a, b, v) gegeben ist durch

1
a=u+)\/ y Py(dy), b=¢?, v=APy.
1

4. stabile Lévy—Prozesse
e Eine wichtige Eigenschaft der Normalverteilung ist ihre Faltungsstabilitat (vgl. Korollar WR-3.2), die
sich wie folgt charakterisieren l&sst:

— Sei X ~ N(u,0?) mit g € R und 62 > 0, und X, ..., X, seien unabhiingige Zufallsvariablen mit
X, ~ N(u,o0?) fiir jedes k =1,...,n.
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— Dann gilt
Xit+o o+ X, 2 VaX +pn—vn)  Vo>1. (25)
e Die Faltungsgleichung (25) ldsst sich auf die folgende Weise verallgemeinern.

— Die unbegrenzt teilbare Zufallsvariable X bzw. ihre Verteilung Px heifit stabil, falls es fiir jedes
n > 1 eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen Xj, ..., X,, gibt,

— so dass X}, ngﬁrjedeskzl,...,n und
X1+ + X, X +d, VYn>1, (26)

wobei a € (0,2] und d,, € R fiir jedes n > 1 gewisse Konstanten sind.
— Dabei heifit o € (0,2] der Stabilititsindex von X.

e Man kann zeigen, dass fiir jedes a € (0,2] eine Losung der (verallgemeinerten) Faltungsgleichung (26)
existiert, vgl. Samorodnitsky und Taqqu (1994) bzw. K.-I. Sato (1999). Dabei gilt fiir ein p € R

s u(n —nt/®), falls a # 1,
" pnlogn, falls o = 1.

e Neben dem klassischen Fall @ = 2, der zur Normalverteilung fiihrt, gibt es weitere wohlbekannte
Beispiele stabiler Verteilungen, fiir die man zeigen kann, dass sie der Gleichung (26) geniigen. Und
zwar

— fiir a = 1: die Cauchy—Verteilung mit den Parametern u € R, 02 > 0, deren Dichte f : R — [0, o0)

gegeben ist durch
f(z) = o1
1 (z—p)2+o0?
— fiir o = 1/2: die Lévy—Verteilung mit den Parametern pu € R, 0% > 0, deren Dichte f : R — [0, 00)
gegeben ist durch

VreR,

/
= (%)12m exp(— ﬁ), falls z > p,

0 ’ sonst.

e Es ist klar, dass die Faltungsgleichung (26) genau dann gilt, wenn

(ex(s)" =€ *px(n'/®s)  VseR, n>1. (27)

e Wenn X £ —X (wie beispielsweise bei der Cauchy—Verteilung mit p = 0),
— dann gilt d,, = 0 fiir jedes n > 1,
— und aus (27) folgt, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass
ox(s) =eclsl” Vs eR. (28)

e Auferdem kann man zeigen, dass fiir jede stabile Zufallsvariable X die Charakteristik (a,b,v) in der
Lévy—Chintschin-Darstellung (5) von ¢x gegeben ist durch eine (beliebige) reelle Zahl a € R,

c?, falls a =2,

0, fallsa<?2,

b=

und
0, falls a = 2,

v(dy) = C1

c (29)
e To,00) (y) dy + Mﬁ I(_00)(y)dy, fallsa<?2,

wobei ¢ # 0 und c¢q,ce > 0 gewisse Konstanten sind mit ¢; + ¢ > 0.
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e Die Tails von stabilen Zufallsvariablen konnen entweder exponentiell beschrénkt sein (fiir & = 2) oder
polynomial abklingen (fiir @ < 2):

— Wenn X ~ N(u,0?), d.h., X hat eine stabile Verteilung mit Stabilitéitsindex a = 2, dann gilt
P(|X
lim  LUX[>2)

T—00 e*EQ/(z‘ﬂ)

=0 ,
d.h., X hat sogenannte ,leichte” (exponentiell beschrinkte) Tails.
— Wenn X dagegen eine stabile Zufallsvariable mit Stabilitdtsindex o < 2 ist, dann kann man zeigen,

dass P(IX
L P(X[> )

a
T—00 T«

fiir ein ¢, < 00, d.h., X hat ,schwere” (polynomial abklingende) Tails.

e Beachte: Der Lévy-Prozess {X¢, t > 0} heifit stabiler Lévy—Prozess, falls X; eine stabile Verteilung
hat.

3.1.4 Subordinatoren

Eine weitere Klasse von Lévy—Prozessen, die insbesondere die zusammengesetzten Poisson—Prozesse mit positiven
Sprunghdhen als Spezialfall umfassen, sind die sogenannten Subordinatoren.

Definition Ein Lévy—Prozess {X;, t > 0} heifit Subordinator, wenn mit Wahrscheinlichkeit 1
th S Xt2 th,tz Z 0 mit t1 S t2, (30)

wobei sich aus (30) wegen X = 0 sofort ergibt, dass X; > 0 fiir jedes ¢t > 0.

Bevor wir einige konkrete Beispiele von Subordinatoren niher diskutieren, zeigen wir zunichst, wie sich die
Lévy—Chintschin—Darstellung (15) von ¢x, spezifizieren 14sst, wenn {X;} ein Subordinator ist.

Theorem 3.5 Der Lévy—Prozess {Xy, t > 0} ist genaw dann ein Subordinator, wenn sich der Lévy—Exponent
1(s) von X1 darstellen lisst in der Form

n(s) = ias + /000 (e*¥ —1)v(dy) Vse€eR, (31)

wobei a > 0 uwnd fiir das Lévy—Maf v zusdtzlich gilt, dass
v((—=00,0)) =0 und / min{y, 1} v(dy) < co. (32)
0

Beweis Wir zeigen zuerst die Hinlénglichkeit der Bedingungen (31) und (32).

e Falls » =0, dann gilt X; = a > 0, und aus Theorem 3.3 ergibt sich,
— dass ¢x, (s) = €*** und somit X; = at fiir jedes t > 0 gilt,
— d.h., {X;} ist ein Subordinator.

e Sei nun v(1/n,00) > 0 fiir jedes hinreichend grofe n > ng. Aus (31) und (32) ergibt sich dann, dass
fiir jedes s € R

©0x,(s) = €% exp </000 ('Y — 1) I/(dy)) =¢% lim exp (/100 ('Y — 1) I/(dy)) .

n—0o0 /n
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e Fiir jedes n > ng ist dabei ¢, : R = C mit

oo

n(s) = exp / @ Wdy))  VseR

die charakteristische Funktion einer nichtnegativen Zufallsvariablen Z,,,

— die eine zusammengesetzte Poisson—Verteilung mit den Charakteristiken (A, Py) hat

— und zwar mit der ,Poisson-Intensitit” A = v(1/n,o0), wobei 0 < A < o0,

— und mit der ,Sprungh6hen-Verteilung” Py (-) = v(-N (1/n,00))/v(1/n,00), vgl. Abschnitt 2.2.2.

e Es gilt also
X, La+ lim Z,, (33)
n—oo

wobei a > 0 und {Z,} eine Folge von nichtnegativen Zufallsvariablen ist.

— Aus (33) folgt insbesondere, dass
P(X;>0)=1. (34)

— Aufierdem gilt fiir jedes n > 1

X0 £ Xy (Xajn = Xa/m) + -+ (X = Xamiy/m) »

wobei die Zufallsvariablen X/, Xo/n — X1/n, - -+ Xn/n — X(n—1)/n unabhéngig und identisch
verteilt sind.

— Hieraus und aus (34) folgt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1
Xin = Xk=1)/n 20 Vn>1,k=1,...,n.
— Aus der Stationaritit der Zuwéchse des Lévy—Prozesses {X;} ergibt sich nun, dass
Xp/m— Xpet)m 20 VEn>1

bzw.
Xgp =X, 20 V1,2 € Qmit 0 < 1 < go. (35)
o Fiir t1,t2 > 0 mit ¢; < t2 seien {qs)} und {qy(f)} zwei Folgen rationaler Zahlen, so dass q,(}) < qg) fiir
jedesn > 1 und qg) 4 t1 bzw. qg) T ta.
— Dann ergibt sich aus (35), dass fiir jedes ¢ >0

P(th - Xt1 < _5) = P(Xt2 - Xq(n2) + (qu) - qu)) + qu) — th < —E)
< P(Xy, - X+ X o =Xy < —€) —no00 0,

— wobei sich der letzte Grenzwert aus der Tatsache ergibt, dass wegen der stochastischen Stetigkeit
von {X;}

Xp—X@—0 und X -—Xy 0.

o Damit ist gezeigt, dass P(Xy, — Xy, < 0) = lim. o P(Xy, — Xt < —¢) = 0 bzw. P(Xy, — Xy, > 0) =1,
d.h., {X;} ist ein Subordinator.

Die Notwendigkeit der Bedingungen (31) und (32) kann man sich wie folgt {iberlegen.

e Der Lévy—Prozess {X;, t > 0} sei ein Subordinator, d.h. insbesondere, dass X; > 0.

— Dann ergibt sich unmittelbar aus dem Beweis von Theorem 3.4, dass die Lévy—Charakteristik
(a,b,v) von X7 so gewdhlt werden kann, dass v((—o0,0)) = 0.
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— Gemafs Theorem 3.4 gilt somit fiir die charakteristische Funktion ¢ x, von X, dass fiir jedes s € R

. b52 > isy .
pxi(s) = ew(ias— o= + [ (€ —1—isyLo(y) v(dy))
0
bs?

= exp(ias - 7) exp (/000 (e — 1 —isyLo,1)(y)) I/(dy)) .

— Hieraus ergibt sich mit Hilfe von Theorem 3.2 und dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische

Funktionen (vgl. Korollar WR-5.5), dass X3 4 Y1 + Y5, wobei Vi, Y5 zwei unabhéingige und unbe-
grenzt teilbare Zufallsvariablen sind mit ¥; ~ N(a, b) sind.

— Weil andererseits X7 > 0 gilt, ist dies nur moglich, wenn b = 0.

e Wir haben somit gezeigt, dass fiir beliebige s € R und ¢ € (0,1)
. © .
ox,(s) = € exp (/ (¥ — 1 —isyT o1y (y)) y(dy))
0

= exp (is (a— /El yl/(dy))) exp (/OE (eisy —1—isy) u(dy)) exp (/:o (eisy -1) l/(dy))
= exp(is(a - /ElyV(dy))) ©1(8) pa(s),

wobei

o1(5) = exp (/05 (€Y — 1 — isy) V(dy)) ; ©2(s) = exp (/Oo (v — 1) V(dy)) )

€

e Dabei sind ¢ und ¢, die charakteristischen Funktionen von gewissen (unabhéngigen) Zufallsvariablen,
die wir mit Z; bzw. Z, bezeichnen, wobei

1
Xlga—/ yu(dy) + 2o+ Zs . (36)

— Weil die charakteristische Funktion ¢1(s) von Z; zweimal an der Stelle s = 0 differenzierbar ist,

existiert der Erwartungswert von Z;, wobei E Z; = <p§1) (0)/i; vgl. beispielsweise S. 183 im Buch
von Grimmett und Stirzaker (2001).

— AufRerdem kann man sich leicht iiberlegen, dass gogl) (0) = 0 und somit E Z; = 0, d.h. insbesondere
P(Z; <0)>0.

— Andererseits gilt auch P(Z; < 0) > 0, weil Z, fiir jedes € € (0, 1) eine zusammengesetzte Poisson—
Verteilung hat.

— Wegen der (angenommenen) Unabhangigkeit der Zufallsvariablen Z; und Z» folgt hieraus, dass
P(Z1+ 25 <0) > P(Z1 <0)P(Z, <0)>0. (37)

e Wegen (36) und (37) kann also X; > 0 nur dann mit Wahrscheinlichkeit 1 gelten, wenn
1
a—/ yr(dy) >0 Vee(0,1).
g

e Hieraus folgt, dass a > 0 und [;~ min{y, 1} v(dy) < oo. O

Beachte

e Das Paar (a,v) in (31) wird Lévy-Charakteristik des Subordinators {X;} genannt.
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e Es ist klar, dass die in (32) betrachtete (verschiirfte) Integrierbarkeitseigenschaft des Lévy—Mafies v
dquivalent ist mit der Bedingung, dass

/OOO Y y(dy) < oo. (38)

14y

e Aufierdem kann man sich leicht {iberlegen,
— dass fiir jedes t > 0 die Abbildung s — Ee'*Xt analytisch in die Teilmenge {iu : u > 0} der
komplexen Ebene fortgesetzt werden kann und
— dass sich dabei die folgende Formel fiir die Laplace—Transformierte Ee "Xt von X; ergibt: Fiir
beliebige ¢, u > 0 gilt

oo
Ee uXt = ¢té(w) wobei &(u) = au + / (1—e) v(dy). (39)
0
e Die Funktion ¢ : [0,00) — [0,00) in (39) wird Laplace-Ezponent des Subordinators {X;} genannt.

Aufler den zusammengesetzten Poisson-Prozessen mit positiven Sprunghohen, die wir bereits am Anfang dieses
Abschnittes erwdhnt haben und deren Lévy—Mafs v endlich ist, gibt es noch weitere Klassen von Subordinatoren
(mit unendlichem Lévy-Mag).

Beispiel (a-stabile Subordinatoren)

e Sei {X;, t > 0} ein Subordinator mit a = 0, dessen Lévy—Maf v gegeben ist durch

o
—_ dy firy >0,
v(dy) = { T(1—a) yr+= (40)
0 fir y <0,

wobei a € (0,1) und T : (0, 00) — (0, 00) die Gammafunktion bezeichnet mit
I‘(p):/ e VyP~tdy, Vp>0.
0

e Beachte: Das in (40) gegebene Lévy—Mafk v hat die Form (29).
e Auferdem kann man in diesem Fall leicht zeigen, dass (28) gilt bzw. (dquivalent hierzu) dass

Ee Xt = Vi u>0. (41)
— Denn fiir beliebige u > 0 und « € (0,1) gilt die Identitat

@ * _ dy
oz % 1—e W .
u r<1—a>/o( ) i

— Dies ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen: Es gilt

(o] e Yy
_ a—uyy,,—l-«o — —uz —1l—a
/0(1 e" W)y dy /0 (/ ue dz)y dy
—1l-a —uz
/0 (/ dy)ue dz
U
a
u®
@

/ e UE L~ ]y = _/ e T %dx

I'l-oa).

— Aus (39) und (40) ergibt sich nun, dass die Laplace-Transformierte Ee~%X¢ von X; durch (41)
gegeben ist.

— Die Zufallsvariable X; hat also fiir jedes t > 0 eine stabile Verteilung mit dem Stabilititsindex
a € (0,1), d.h., der Subordinator {X;} mit dem in (40) gegebenen (unendlichen) Lévy—Maf v ist
ein a—stabiler Lévy—Prozess.
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3.2 Martingale

In diesem Abschnitt diskutieren wir einige grundlegende Begriffe und Ergebnisse der Martingaltheorie, die wir
dann in Abschnitt 3.3 bei der weiteren Untersuchung von Lévy—Prozessen anwenden werden.

3.2.1 Bedingte Erwartung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Als Hilfsmittel ben6tigen wir die Begriffe der bedingten Erwartung bzw. der bedingten Wahrscheinlichkeit be-
ziliglich einer beliebigen Teil-o—Algebra G C F der Ereignis—o—Algebra F des zugrundeliegenden Wahrscheinlich-
keitsraumes (Q2, F, P).

e Zur Ilustration betrachten wir zunichst den folgenden (elementaren) Spezialfall.

— Die o—Algebra G = o(Ay,..., A,) sei eine endliche Familie von Teilmengen von {2, die durch die Mengen
Ay,..., A, € F generiert wird, wobei |J;_; 4; = Q und 4; N A; = 0 fiir beliebige i,j € {1,...,n} mit
i # j gelte.

— Auferdem sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P)
mit E | X| < oo.

e Dann ist bedingte Erwartung E (X | G) von X beziiglich G eine Zufallsvariable E(X | G) : @ — R, deren
(Funktions—) Werte gegeben sind durch

E(X|G)w) =) EX|4) I(4)w) VYweQ, (1)
i=1
wobei der bedingte Erwartungswert E (X | A;) gegeben ist durch

E(XT(4,) |
E(X | 4) = PA) falls P(4;) >0, @

0, sonst,.

Beachte

e Falls P(4;) > 0, dann ist die in (2) gegebene Zahl E (X|A;) der bedingte Erwartungswert von X unter
der Bedingung A;, d.h., der Erwartungswert beziiglich der bedingten Verteilung { Px4,(B), B € B(R)},

wobei PUX: € BY A,
Prja,(B) = T IO

e Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, dass die o—-Algebra G durch die Urbilder einer (diskreten) Zu-
fallsvariablen Y erzeugt wird, die nur endlich viele verschiedene Werte mit positiver Wahrscheinlichkeit
annimmt:

V B € B(R).

—Sei Y : Q@ = {0,1,...,n} eine Zufallsvariable, die nur die Werte 0,1,...,n mit positiver Wahr-
scheinlichkeit annimmt, beispielsweise eine binomialverteilte Zufallsvariable, und

— sei G die o—Algebra o(Y) = Y 1(B(R)), d.h., die kleinste (endliche) Teil-oc—Algebra von F, die
die Urbilder Y 1(0),Y 1(1),...,Y 1(n) enthilt,

— dann wird die bedingte Erwartung E (X | G) auch mit dem Symbol E (X | Y) bezeichnet (und
bedingte Erwartung von X beziiglich Y genannt).

e Sei w € 0, so dass Y(w) = i. Dann ist der Funktionswert E (X|Y)(w) der Zufallsvariablen E (X|Y")
gegeben durch den bedingten Erwartungswert

E(X | V)W) =E(X|Y =i),

wobei E (X | Y = i) eine Kurzschreibweise ist fiir E(X | {Y =1}).
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e Die bisher erlduterte Vorgehensweise bei der Definition der bedingten Erwartung E (X |G) beziiglich
einer (Teil-) o—Algebra G C F kann auch dann beibehalten werden,

— wenn G aus abzdhlbar unendlich vielen Teilmengen von () besteht,

— d.h., wenn G beispielsweise durch die Urbilder einer Poisson—verteilten Zufallsvariablen erzeugt
wird,

— wobei dann lediglich die endliche Summe in (1) durch eine unendliche Summe ersetzt werden muss.

e Die folgenden Eigenschaften der bedingten Erwartung E (X|Y) ergeben sich unmittelbar aus der De-
finitionsgleichungen (1) und (2):

— Die Zufallsvariable E (X|Y) : 2 — R ist (G, B(R))-messbar.
— Fiir beliebige A € G gilt

/ E (X[Y)(w)P(dw) = / X (w)P(dw). 3)
A A
— Insbesondere gilt E(E (X|Y)) =EX.

Die folgende (allgemeine) Definition der bedingten Erwartung beruht auf dem Satz von Radon—Nikodym der Mafi—
und Integrationstheorie. Sie enthélt die oben betrachteten Definitionsgleichungen (1) und (2) als Spezialfall.

e Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit E |X| < oo,
e und sei G C F eine beliebige Teil-o—Algebra von F.

e Dann konnen wir das (endliche) signierte Maf @) : G — R betrachten, wobei

Q(A) = /X(w)P(dw) VAEG. ()
A

o Fiir jedes A € G gilt somit die Implikation: Q(A4) = 0, falls P(4) = 0.

e Mit anderen Worten: Das in (4) definierte signierte Maft @ ist absolutstetig beziiglich der Einschrankung
von P auf die Teil-o—-Algebra G.

e Aus dem Satz von Radon—Nikodym folgt nun, dass es eine (G, B(R))-messbare Abbildung Z : O — R gibt,
so dass

/ Z(w) P(dw) = / X(W)P(dw) VAEQ, (5)
A A
wobei die Funktionswerte der Abbildung Z mit Wahrscheinlichkeit 1 eindeutig bestimmt sind.

Defintion Jede (G, B(R))-messbare Abbildung Z : Q@ — R, fiir die (5) gilt, heifit eine Version der bedingten
Erwartung von X beziiglich G und wird mit E (X | G) bezeichnet.

Aus der Definitionsgleichung (5) und aus den allgemeinen Rechenregeln fiir das Lebesgue-Integral ergeben sich
die folgenden Eigenschaften der bedingten Erwartung, die wir hier lediglich (ohne Beweis) erwihnen.

Theorem 3.6 Seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen iber (Q, F, P) mit
E|X| < o, ElY| < o0, E|XY]| < o0,

und sei G C F eine beliebige Teil-o—Algebra von F. Dann gilt
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1. E(X|[{0,Q)=EX,E(X|F)=X

2. E(aX +bY |G) =aE(X |G)+bE(Y | G) fiir beliebige a,b € R,

. EX|G<EXY|Q), falls X <Y,

4. E(XY |G) =YE(X | G), falls Y eine (G, B(R))-messbare Zufallsvariable ist,

5. E(E(X | Go) | G1) =E(X | G1), falls G und G Teil-o-Algebren von F sind mit Gy C G,

6. E(X | G) = EX, falls die 0—Algebren G und o(X) = X 1 (B(R)) unabhingig sind, d.h., falls P(AN A') =
P(A)P(A") fir belzebzge A€ G und A € 0(X).

7. E(f(X)|G) > f(E(X]|G)), falls f : R = R eine konveze Funktion ist, so dass E|f(X)| < oo.

Beachte Auflerdem sind die folgenden Eigenschaften bzw. Schreib— und Sprechweisen von Interesse.

e Unmittelbar aus der Definitionsgleichung (5) ergibt sich, dass
—E(E(X|G)) =EX, wenn A = Q gesetzt wird,
— E(a| G) = a fiir beliebige a € Rund G C F,
— E(Y | G) =Y fiir jede (G, B(R))-messbare Zufallsvariable Y.
e Seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen iiber (2, F, P) mit E |X| < oo,
— und sei G = Y~1(B(R)) die Teil-o—Algebra von F, die durch die Urbilder von Y erzeugt wird.
— Dann heifit E(X | G) die bedingte Erwartung von X beziiglich Y, wobei auch die Schreibweise
E (X |Y) benutzt wird.

e Wenn es eine Borel-messbare Funktion g : R — R gibt, so dass sich die bedingte Erwartung E (X | Y)
in der Form E (X |Y) = g(Y) darstellen ldsst, dann spricht man von reguldrer bedingter Erwartung.

Beispiele

1. Absolutstetige Zufallsvektoren
e Sei (X,Y) : @ — R? ein beliebiger absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte
fx,y : R% = [0, 00] und der Randdichte fy : R —[0,00] von Y, wobei fy(y) = [; fx,v(z,y)dz.
¢ Die Funktion g : R — [0, 00) mit g(y) = [ |¢|fx,v(2,y) dz sei beschrénkt.
e Dann ist eine Version der bedingten Erwartung E(X |Y) gegeben durch

fue L V() y
E(X |Y)(w) = fr(Y () » falls frTw)) >0, (6)

0, falls fy (Y (w)) = 0.

2. Funktionale unabhéngiger Zufallsvariablen

e Seien X,Y : O — R unabhingige Zufallsvariablen, und sei g : R2 — R eine Borel-messbare
Abbildung, so dass die Funktion ¢’ : R — [0, 00) mit ¢'(y) = E |g(X,y)| beschrankt ist.
e Dann ist eine Version der bedingten Erwartung E (g(X,Y") | Y) gegeben durch

E(g(X,Y)|Y)=g¢"(Y), (7)

wobei die Abbildung ¢g” : R — R gegeben ist durch ¢"(y) = E g(X, ).
3. Funktionale unabhingiger stochastischer Prozesse
o Seien {Xy, t > 0} und {Y;, t > 0} unabhéngige stochastische Prozesse, d.h.,

— {X;} und {Y;} seien unabhingige Familien von (F, B(R))—-messbaren Abbildungen, und
-G = U(UtZO Y; ' (B(R))) sei die durch den Prozess {Y;} erzeugte Teil-o—Algebra von F.
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— Sei g : (R*®)? — R eine Borel-messbare Abbildung, so dass die Funktion g’ : R® — [0, 00) mit
g'(y) = E|g({X¢},y)| beschrankt ist.
e Fir X = g({X;},{Y:}) gilt dann E|X| < oo, und die bedingte Erwartung E (X | G) wird mit dem
Symbol E (X | {Y;}) bezeichnet.
e Auflerdem ist eine Version der bedingten Erwartung E (X | {Y;}) gegeben durch

EX [{¥}) =g"({¥:}), ®)

wobei die Abbildung ¢g” : R® — R gegeben ist durch ¢"(y) = Eg({X:},v).

Schliefslich erwdhnen wir noch kurz den Begriff bedingter Wahrscheinlichkeiten beziiglich o—Algebren.

Definition

e Sei A € F ein beliebiges Ereignis, und sei G C F eine beliebige Teil-o—Algebra von F.
e Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A | G) von A beziiglich G gegeben durch

P(A|G) =E(1(4) [ 9),

d.h., die Definition bedingter Wahrscheinlichkeiten beziiglich c—Algebren wird auf den in (5) definierten
Begriff der bedingten Erwartung zuriickgefiihrt.

3.2.2 Filtrationen und Stoppzeiten

Definition Sei (2, F, P) ein vollstdndiger Wahrscheinlichkeitsraum.
e Eine Familie {73, ¢t > 0} von Teil-o—Algebren von F heifit Filtration, wenn Fy C F; C F fiir beliebige
s,t > 0 mit s < ¢ gilt.

— Die Filtration {F;, t > 0} heiftt vollstandig, wenn Fy (und damit auch F fiir jedes t > 0) samtliche
Nullmengen enthélt.

— Die Filtration {F;, t > 0} heifst rechtsstetig, wenn F; = [, Fu fiir jedes ¢t > 0.

e Sei {X;, t > 0} ein stochastischer Prozess iiber (Q,F,P), und fiir jedes ¢t > 0 sei F;X die kleinste
o—Algebra, fiir die
{we: (X, (w),..., X, (w)) € B} e FX

fiir beliebige n > 1, B € B(R") und t1,...,t, € [0,#] gilt. Dann heift {F;X, ¢t > 0} die natiirliche
Filtration, die von {X;} erzeugt wird.

e Sei {F:, t > 0} eine beliebige Filtration, und sei T' : Q — [0, 0] eine beliebige Zufallsvariable iiber
(Q,F, P). Man sagt, dass T eine Stoppzeit (beziiglich der Filtration {F;}) ist, wenn

weQ: TWw)<t}eF Vte[0,00). 9)

Beachte Wir werden stets (0.B.d.A.) voraussetzen, dass die jeweils betrachtete Filtration {F;} vollstandig ist.

Lemma 3.5 Sei {F;, t > 0} eine rechtsstetige Filtration. Die Zufallsvariable T : Q — [0,00] ist genau dann

eine Stoppzeit, wenn
{T<tteF Vte[0,00). (10)

Beweis

e Fiir jedes € > 0 gilt offenbar, dass {T' <t} = (,,¢(4,140) 1T < u}-
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e Aus (10) und aus der Rechtsstetigkeit der Filtration {F;} ergibt sich somit, dass

{(T<te(Fu=F Vte[0,00).

u>t

e Sei nun T eine Stoppzeit. Dann gilt

{T<t}= |J {T<t-ete |J AcCcFH Vte[0,0).

e€(0,t) €€(0,¢)

Definition Sei {X¢, t > 0} ein stochastischer Prozess iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit der
Filtration {F, t > 0}. Man sagt, dass der Prozess {X;} adaptiert (beziiglich der Filtration {F;}) ist, wenn

{X; € Bl e F; Vt>0, B € B(R). (11)

Auferdem heifit die Abbildung Ts :  — [0, co] mit Ts(w) = inf{t > 0: X;(w) € B} die Ersterreichungszeit
der Borel-Menge B € B(R) durch den Prozess {X;}.

Fiir ,cadlag” Prozesse, deren Trajektorien mit Wahrscheinlichkeit 1 rechtsstetige Funktionen mit linksseitigen
Grenzwerten sind (vgl. Abschnitt 1.4), diskutieren wir nun einige Beispiele von Stoppzeiten.

Theorem 3.7 Sei {F;, t > 0} eine rechtsstetige Filtration und sei {X¢, t > 0} ein adaptierter cadlag Prozess.
Fir jede offene Menge B € B(R) ist dann die Ersterreichungszeit Tg eine Stoppzeit. Wenn B € B(R) eine
abgeschlossene Menge ist, dann ist die Abbildung Tp : Q — [0, 00] mit

Tp(w) = inf{t > 0: X;(w) € B oder X;_(w) € B}

eine Stoppzeit, wobei Xy = limgyy X.

Beweis

e Sei B € B(R) zunichst eine offene Menge.

— Wegen Lemma 3.5 geniigt es zu zeigen, dass {Ts < t} € F; fiir jedes ¢ € [0, 00) gilt.

— Andererseits gilt

{Ts<t}y= |J {X.eB},
5€QN[0,t)
weil B eine offene Menge ist und {X;} rechtsstetige Trajektorien hat.

— Hieraus ergibt sich der erste Teil der Behauptung, weil {X,; € B} € F, C F; fiir jedes s < t.
e Sei nun B € B(R) eine abgeschlossene Menge.

— Fiir jedes € > 0 bezeichnen wir mit B, = {z € R: d(z, B) < £} die sogenannte e—,Parallelmenge”

der Menge B, wobei d(z, B) = min{|z — y| : y € B} der kleinste euklidische Abstand des Punktes
2 € R zu einem Punkt von B ist.

— Dann ist B, eine offene Menge, und man kann sich leicht {iberlegen, dass

{Tg <t} ={X, € ByU{X,_ e B}U () |J {X.€Byn}.
n>1s€Qn[0,t)

— Weil {X;} adaptiert ist, gehoren sdmtliche Ereignisse auf der rechten Seite der letzten Gleichheit
zZu ft. O
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Theorem 3.8 Seien T,T' : Q — [0, 00] beliebige Stoppzeiten. Dann sind auch min{T,T'}, max{T,T'}, T + T’
bzw. oT fiir jedes a > 1 Stoppzeiten.

Beweis
e Weil T und T” Stoppzeiten sind, gilt {T' < t} € F; bzw. {T' <t} € F; und somit
{min{T,T'} <t} ={T <t}U{T' <t} e F;,

d.h., min{T, T'} ist eine Stoppzeit.

e Vollig analog ergibt sich, dass max{T,T"'} ein Stoppzeit ist, denn aus {T' < ¢t} € F; und {T" <t} € F
folgt, dass
{max{T, T} <t} ={T <t} N{T" <t} e F.

e Um zu zeigen, dass auch T + T" eine Stoppzeit ist, geniigt es zu zeigen, dass {T + T" > t} € F; fiir
jedes t > 0.

— Dies ergibt sich aus der Identitét
{T+T >t} ={T>t}u{T" >t}u{T>t, T">00U{0<T <t, T+ T >t}.

— Denn es ist klar, dass die ersten drei Ereignisse auf der rechten Seite der letzten Gleichheit zu F;
gehoren,

— und fiir das vierte Ereignis gilt

0<T<t,T+T' >t}= |J {s<T<t,T'>t—s}eF.
s€eQN[0,t)

o Auflerdem gilt fiir jedes o > 1, dass {aT <t} = {T < t/a} € Fyjo C Fi. O

Manchmal ist es niitzlich, beliebige (nichtnotwendig diskrete) Stoppzeiten durch monotone Folgen von Stoppzeiten
zu approximieren, die jeweils nur abzdhlbar unendlich viele Werte mit positiver Wahrscheinlichkeit annehmen
kénnen. Aus dem Beweis des folgenden Theorems ergibt sich, wie eine solche monotone Folge von diskreten
Stoppzeiten konstruiert werden kann.

Theorem 3.9 SeiT : Q — (0,00] eine beliebige endliche Stoppzeit iber dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P),
d.h., es gelte P(T < o0) = 1. Dann gibt es eine Folge {T("), n > 1} von diskreten Stoppzeiten, so dass mit
Wahrscheinlichkeit 1

7O >7@) > | und lim 7 =T. (12)

n— oo

Beweis

e Fiir jedes n > 1 sei die Zufallsvariable 7™ : Q — [0, 00) gegeben durch

() 0, falls T = 0,
™™ =¢ k+1 (13)

k k+1
on falls 2—n<T§2Ln fiir ein £k =0,1,....

e Fir k/2" <t < (k+1)/2™ gilt dann
(n) m . K k
{1 <t} ={T"™ < —2n} ={T < -} €Fpjn CF;. (14)

e Hieraus folgt, dass T(™ eine Stoppzeit ist, wobei 7V > T > | und lim,_eo T =T. O
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Korollar 3.2 Sei T : Q — [0, 00] eine beliebige endliche Stoppzeit. Der Prozess {Xy, t > 0} sei cadlag und iber
dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) wie T' gegeben. Dann gilt {w € Q : Xp(,,)(w) € B} € F fiir jedes
B € B(R), d.h., die Abbildung X1 : Q — R mit

Xp(w) = Xp() (W) (15)

ist (F, B(R))-messbar.

Beweis

o Weil {X ()} cadlag ist, ergibt sich aus (12) und (14), dass X7 = limy, 00 Xgn).
e Es geniigt nun zu beachten, dass Xy, : @ — R eine (F, B(R))-messbare Abbildung ist, denn fiir jedes
B € B(R) gilt
oo N k
{Xro € B} = U({Xk/zn € B} n{T! )=2—n}) €F. O
k=0

3.2.3 Submartingale und Supermartingale; Beispiele

Definition Sei {X¢, t > 0} ein stochastischer Prozess iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit der
Filtration {F, t > 0}.
e Der Prozess {X;} sei adaptiert, und es gelte E | X;| < oo fiir jedes t > 0.
e Man sagt, dass {X;} ein Martingal ist, wenn E (X, | F5) = X, fiir beliebige s,¢ > 0 mit s < ¢, wobei
E (X, | ;) die bedingte Erwartung von X, beziiglich der s—Algebra F; bezeichnet; vgl. Abschnitt 3.2.1.

e Aufierdem sagt man, dass {X;} ein Submartingal bzw. Supermartingal ist, wenn E (Xy | F5) > X, bzw.
E (X; | Fs) < X, fiir beliebige s,t > 0 mit s < .

Beispiele

1. Poisson—Prozess

e Sei {X;, t > 0} ein (homogener) Poisson—Prozess mit der Intensitdt A > 0.

e Dann kann man sich leicht iiberlegen, dass der stochastische Prozess {Y;, t > 0} mit Y; = X; — tA
ein Martingal beziiglich der (natiirlichen) Filtration {F7X, ¢t > 0} ist.

— Aus der Unabhingigkeit und Stationaritét der Zuwichse von {X;} und aus den Teilaussagen
4 und 6 von Theorem 3.6 ergibt sich n&mlich, dass

E(Xt|‘7-§() = E(Xs+(Xt_Xs)|'7:§X)=E(Xs|‘7:sx)+E(Xt_Xs|‘7:§X)
= X,+E(X;—X,)=X,+ (t—s)A

fiir beliebige s, > 0 mit s < ¢,
— d.h,,
E(X;—tA| FX)=X,—-s\ Vs<t.
o Auferdem kann man zeigen, dass der stochastische Prozess {Y/,t > 0} mit Y/ = (X; — t)\)% — ¢\
ein Martingal ist.
— Sei X; = X; — t\.



3 LEVY-PROZESSE UND MARTINGALE 83

— Dann ergibt sich aus der Unabhéngigkeit der Zuwiichse von {X;} und aus den Eigenschaften
der bedingten Erwartung (vgl. Theorem 3.6), dass fiir beliebige s, > 0 mit s <t
E(Y | FY) = E(X-tA| 7
E((X, + (X - X.)" —tA | 7))
= E(X24+2X,(X; - X,) + (X; — X,)2 —tA | FX)
= X2-sA+2X,E(X; - X,) +E ((X; — X,)?) — (t — 8)A
= X;-s\=Y],

— wobei in der vorletzten Gleichheit die Tatsache genutzt wurde, dass Var (X; — X,) = (t — s)A.

2. zusammengesetzte Poisson—Prozesse

Sei {X}, t > 0} ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit den Charakteristiken (A, Py), wobei
A > 0 die Intensitét der Sprungzeitpunkte und Py die Verteilung der Sprunghdhen bezeichnet.
Wenn die zusétzliche Integrierbarkeitsbedingung E |U| < oo erfiillt ist, dann ist der stochastische
Prozess {Yz, t > 0} mit Y; = X; — tAEU ein Martingal.
Denn genauso wie in dem oben diskutierten Fall des (nicht zusammengesetzten) Poisson—Prozesses
ergibt sich, dass

E(X; —tAEU | FX) = X, —sAEU Vs <t.

3. Wiener—Prozess

Sei {X¢,t > 0} ein Wiener—Prozess. Dann kann man auf die gleiche Weise wie bei den beiden
vorhergehenden Beispielen zeigen, dass {X;} ein Martingal beziiglich der natiirlichen Filtration
{FX, t > 0} dieses Prozesses ist.

AuRerdem kann man zeigen, dass auch die stochstischen Prozesse {Y/,t > 0} und {Y;,t > 0}
Martingale sind, wobei
~ 2
V/=X?—t bzw. Y, =e X vt/

und u € R eine beliebige (jedoch fixierte) Zahl ist.
Denn genauso wie im Poisson—Fall ergibt sich, dass fiir beliebige s,t > 0 mit s <

EY/ | FX)=...=X2 - s+ 2X,E(X; — X,) +E((X; - X,)?) —(t—s) = X2 —s=Y],

weil E(X; — X,) =0 und E ((X; — X,)?) =t —s, d.h., {¥/} ist ein Martingal.
Auf dhnliche Weise ergibt sich, dass fiir beliebige s,¢ > 0 mit s < ¢

]E(equ—u2t/2 | fX) — ]Eeu(Xt—Xs) equ—uzt/2

woaus folgt, dass {Y;} ein Martingale ist, weil Eet(X:=X:) = u’(t=9)/2,

4. Lévy—Prozesse

Genauso wie bei den ersten drei Beispielen ldsst sich fiir jeden Lévy-Prozess {X;, t > 0} mit
E|X:| < oo ein Martingal konstruieren.

— Denn fiir beliebige s,t > 0 mit s < ¢ gilt
E(X; | FX)=X,+(t—s)EX;,

— d.h., {Y;, t > 0} mit ¥; = X; — tE X; ist ein Martingal beziiglich der Filtration {F;X, ¢t > 0}.
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e Im allgemeinen, d.h., wenn E | X | < oo nicht vorausgesetzt wird, ist fiir jedes u € R ein (komplex-
wertiges) Martingal {Y;, ¢t > 0} gegeben durch

v JiuXi—tn(u
Y, = eluXe—tn)

wobei 1 : R — C der Lévy-Exponent von {X;} ist; vgl. die Formel (8) in Abschnitt 3.1.
— Denn fiir beliebige u € R und ¢ > 0 gilt E |V;| = e~ (%) < oo.
— Aufserdem gilt fiir beliebige © € R und s, > 0 mit s <t
E(Y: | F\) = E(X | FX)
E (X~ on() giu(Xe=X)=(t=o)n(w) | FX)
= uXemon(w) | (g(Xe=Xo)~(t=a)n(w) | FX)
= eluXa—sn(u) g giu(Xe—Xa)—(t—s)n(u)

eiqu—sn(u) ]EeiuXi_s—(t—s)n(u) — eiqu—sn(u) — i}: ’

wobei sich die dritte Gleichheit aus Teilaussage 4 in Theorem 3.6 ergibt, wihrend die vorletzte
Gleichheit aus Theorem 3.3 folgt.

5.  Markow—-Prozesse
e Wir zeigen nun, wie Martingale fiir Funktionen von Markow—Prozessen (mit endlich vielen Zustan-
den) konstruiert werden kénnen.
— Sei also {X;, t > 0} ein Markow—Prozess mit Werten in der Menge F = {1,2,...,¢},
— und sei Q die in Abschnitt 2.3.2 eingefiihrte Intensitdtsmatrix von {X;}.
e Fiir jeden Vektor b = (by,...,b,) " € R¢ ist dann der stochastische Prozess {V;,t > 0} mit

t
Yy =bx, —bx, — / (Qb)x,dv  Vt>0 (16)
0

ein Martingal, wobei das Integral in (16) pfadweise gebildet wird.
— Weil {X;} ein homogener Markow—Prozess ist, gilt fiir beliebige i € E und s, > 0 mit s < ¢

E (bxt “ by, — /t(Qb)XU dv | X, = z)

t—s
— B(x ~bx - [ (@bx.do | Xo=i).
0

— Um zu zeigen, dass der in (16) gegebene Prozess {Y;} ein Martingal ist, geniigt es also zu
zeigen, dass fiir beliebige i € £ und h > 0

h
E (bx, | Xo = i) — b; =/0 E((Qb)x, | Xo = i) dv, (17)

denn man kann sich leicht iiberlegen, dass
h

h
E([ @)x v Xo=1)= [ E(@b)x. | Xo=i)dv.

— In Theorem 2.16 hatten wir gezeigt, dass die Ubergangsfunktion {P(h),h > 0} des Markow—
Prozesse {X,} fiir jedes h > 0 durch P(h) = exp(hQ) gegeben ist.
— Hieraus folgt, dass
E (bx, | Xo = 1) = ] exp(Qh)b (18)
und
E ((Qb)x, | Xo =1i) = e; exp(Qu)Qb, (19)
wobei e/ ein (-dimensionaler (Zeilen-) Vektor ist, fiir den séimtliche Komponenten gleich 0
sind, bis auf die i—te Komponente, die gleich 1 ist.
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— Aus (18) und (19) ergibt sich nun, dass (17) dquivalent ist mit

h
e; exp(Qh)b — b; = / e; exp(Qu)Qbdv, (20)
0

wobei sich die Giiltigkeit dieser Gleichung aus Lemma 2.3 ergibt, wenn auf beiden Seiten von
(20) die Ableitung nach h gebildet wird.

6. abgeschlossene Martingale

o Sei X :  — R eine beliebige Zufallsvariable mit E |X| < oo, und sei {F;, t > 0} eine beliebige
Filtration.

e Dann kann man sich leicht iiberlegen, dass der stochastische Prozess {Y;, ¢ > 0} mit
Y, =E(X | F) (21)

ein Martingal ist, denn aus Teilaussage 6 von Theorem 3.6 ergibt sich, dass fiir beliebige s, > 0
mit s <t
E(E(X|F)|F)=EX|F).

e Manchmal sagt man, dass der in (21) gegebene stochastische Prozess ein abgeschlossenes Martingal
ist.
Beachte
e Fiir die Martingale {Y;} und {Y;}, die in den Beispielen 1 — 4 betrachtet wurden, gilt EY; = EY; =0
fiir jedes t > 0. Ein Martingal mit dieser Eigenschaft wird ein zentriertes Martingal genannt.

e Fiir die Martingale {37}}, die in den Beispielen 3 und 4 betrachtet wurden, gilt dagegen EY; = 1 fiir
jedes t > 0.

e Die Definitionsgleichung (16) des Martingals {Y;} in Beispiel 5 wird Dynkin-Formel fiir Markow—
Prozesse genannt.

Aus den Monotonieeigenschaften der bedingten Erwartung (vgl. die Teilaussage 3 von Theorem 3.6) ergibt sich,
dass jeder adaptierte Prozess { X}, ¢t > 0} mit nichtfallenden Trajektorien und mit E|X;| < oo fiir jedes ¢t > 0 ein
Submartingal ist.

Insbesondere ist jeder ,integrierbare” Subordinator ein Submartingal, d.h. jeder (nichtnegative) Lévy—Prozess
{X}, t > 0} mit nichtfallenden Trajektorien, so dass E|X1| < oo.

Theorem 3.10 Der Prozess {X;, t > 0} sei adaptiert und f : R — R sei eine konvexze Funktion, so dass
E|f(X:)| < oo fiir jedes t > 0. Dann ist {f(X:), t > 0} ein Submartingal, wenn

o {X;} ein Martingal oder

o {X;} ein Submartingal und f : R — R eine nichtfallende konvere Funktion ist.

Beweis Aus der Jensen—Ungleichung fiir bedingte Erwartungen (vgl. die Teilaussage 7 von Theorem 3.6) ergibt
sich in beiden Féllen, dass fiir beliebige s,¢ > 0 mit s < ¢
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3.2.4 Gleichgradige Integrierbarkeit
Sei T eine endliche Stoppzeit, und der stochastische Prozess {X;, t > 0} sei cadlag mit E|X;| < oo fiir jedes
t € R. In Korollar 3.2 hatten wir gezeigt, dass dann X eine wohldefinierte Zufallsvariable ist.

Zur Herleitung von Bedingungen, so dass auch E|Xr| < oo gilt, benttigen wir den Begriff der gleichgradigen
Integrierbarkeit von Zufallsvariablen.

Hierfiir benutzen wir die folgende Schreibweise: Sei X : 2 — R eine beliebige Zufallsvariable mit E | X| < co. Fiir
jedes A € F setzen wir dann E [X; A] = E (X I(A)).

Definition Die Folge X7, Xo,...: Q :— R von Zufallsvariablen heifit gleichgradig integrierbar, wenn E | X,| < oo
fiir jedes n > 1 und

lim
T—00

(SIiII)E [ Xnl; | Xn| > '73]) =0. (22)

Lemma 3.6 Die Folge {X,, n > 1} ist genau dann gleichgradig integrierbar, wenn

(i) sup,>1 E|Xn| < 0o und

(il) wenn es fir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass E[|X,|; A] < ¢ fir jedes n > 1 und fir jedes A € F mit
P(A) <é.

Bewelis

e Wir zeigen zuerst, dass (22) gilt, wenn die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt sind.

— Offenbar gilt zP(|X,| > z) < E|X,| fir beliebige n > 1 und = > 0. Hieraus und aus (i) folgt, dass
fiir jedes § > 0 und fiir jedes hinreichend grofe x > 0

sup P(|X,| > z) < 1 supE | X,| < 4.
n>1 T n>1

— Wegen (ii) gilt somit limsup,_, o, (sup,>; E[|X,];|Xs| > z]) < e fiir jedes € > 0.

— Hieraus ergibt sich die Giiltigkeit von (22), weil € > 0 beliebig klein gewahlt werden kann.
e Sei nun {X,,, n > 1} gleichgradig integrierbar.

— Dann gilt fiir jedes hinreichend grofie z > 0

supE | X,| < sup{E[|Xp|; | Xn| > 2] + 7} < 00,
n>1 n>1
d.h., die Bedingung (i) ist erfiillt.

— Fiir jedes £ > 0 sei nun z > 0 so gewihlt, dass sup,,>; E[|Xn[;|Xn| > 2] < /2.
— Fiir jedes 0 > 0 mit § < £/(2z) und fiir jedes A € F mit P(A4) < ¢ gilt dann

E[an|7A] < ]EHana |Xn| > SL'] +$P(A) <eg,

d.h., die Bedingung (ii) ist ebenfalls erfiillt. O

Die Bedeutung der gleichgradigen Integrierbarkeit fiir die Konvergenz von Zufallsvariablen wird durch das folgende
Lemma deutlich.

Lemma 3.7 Sei X1,X5,...: Q — R eine beliebige Folge von Zufallsvariablen mit E|X,| < oo fir jedes n > 1
und lim,,_,, X,, = X mit Wahrscheinlichkeit 1 fir eine gewisse Zufallsvariable X : @ — R. Dann sind die
beiden folgenden Aussagen dquivalent: (a) {X,, n > 1} ist gleichgradig integrierbar. (b) Es gilt E|X| < co und
limp o0 E [ X, — X| = 0.
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Beweis

e Sei {X,, n > 1} gleichgradig integrierbar.
— Weil sup,,>, E | Xp| < oo wegen Teilaussage (i) in Lemma 3.6 und weil lim,,_,., X, = X vorausge-
setzt wird, ergibt sich aus dem Lemma von Fatou, dass E|X| < occ.

— Andererseits kann man sich leicht iiberlegen (vgl. Korollar WR-5.1), dass aus der Konvergenz
lim,,_, o X, = X mit Wahrscheinlichkeit 1 folgt, dass fiir jedes € > 0

lim P(|X, - X|>¢)=0. (23)
n—oo
— Auflerdem gilt fiir jedes e > 0

E|X,-X| < E[X,-X[;|Xp—X| <] +E[|X, — X|; | X, — X| > ¢]
< e+ E[|Xpn;|Xn =X >e] +E[|X]; | Xn — X]| > €].

— Wegen (23) ergibt sich dann aus der Teilaussage (ii) in Lemma 3.6 mit A = {|X,, — X| > ¢}, dass
der zweite Summand des letzten Ausdruckes gegen 0 strebt.

— Der ditte Summand konvergiert ebenfalls gegen 0, weil E | X| < oo.
— Hieraus folgt, dass lim,_,- E|X,, — X| = 0, weil £ > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann.

e Wir nehmen nun umgekehrt an, dass (b) gilt.

— Dann gilt
supE | X,| <supE|X, - X|+E|X| < 0. (24)
n>1 n>1

— Fiir jedes € > 0 sei ng > 1 so gewihlt, dass fiir beliebige n > ng und A € F

E[|X, - X|; 4] <E|X, - X| <

N ™

— Sei nun § > 0 so gewahlt, dass P(A) < § die Giiltigkeit der folgenden Ungleichung impliziert:

€
—_ . . <_‘
ogiag"ioE”X" X|,A]+]E[|X|,A]_2

— Hieraus folgt, dass es fiir jedes £ > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir jedes A € F mit P(4) < ¢

supE[|X,[; A] < sgr;E[IXn - X;Al+E[[X[;A] <e.

n>1

o Wegen Lemma 3.6 ergibt sich hieraus und aus (24), dass {X,,,n > 1} gleichgradig integrierbar ist. O

Korollar 3.3 Sei X1,Xs,...: Q — R eine Folge von Zufallsvariablen, so dass E|X,| < oo fir jedes n > 1 und
lim,, 00 Xn = X mit Wahrscheinlichkeit 1. Wenn {X,,,n > 1} gleichgradig integrierbar ist, dann gilt E|X| < oo
und lim,, . EX,, = EX.

Beweis Wegen |[EX,, —EX| <E|X, — X| ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus Lemma 3.7. O

3.2.5 Ungleichung von Doob

Ein wichtiges (beweistechnisches) Hilfsmittel ist die folgende Ungleichung von Doob fiir Submartingale. Dabei
benutzen wir die Schreibweise z; = max{z,0} fiir jedes z € R.
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Theorem 3.11 Der Prozess {Xy, t > 0} sei adaptiert und cadlag. Wenn {X;} ein Submartingal ist, dann gilt
fiir beliebige x > 0 undt >0

P(sup X, >z) < E (&)

25
0<v<t T (25)

Beweis

e Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass P(X; > 0) = 1 fiir jedes ¢t > 0, denn fiir jedes z > 0 gilt

P( sup X, >z)=P( sup max{X,,0} > z)
0<v<t 0<v<t

und aus Theorem 3.10 ergibt sich, dass der stochastische Prozess {)?t, t > 0} mit X, = max{X¢,0}

ebenfalls ein Submartingal ist.

e Sei nun {Xy, t > 0} ein nichtnegatives Submartingal, und sei A = {max;<k<, X;, > «} fiir beliebige
t1, ..ty €[0,¢] mit t; < ... < t,.

— Man kann sich leicht iiberlegen, dass sich das Ereignis A darstellen lisst als die Vereinigung A =
A; U...UA, einer Folge von paarweise disjunkten Mengen Ai,..., A,, wobei

Alz{Xt1>IL'}E.7:t1, Ak:{thSx,...,th_lSx,th>$}€.7-'tk VkE{Z,...,n}.
— Weil {X¢, t > 0} ein nichtnegatives Submartingal ist, gilt

— Hieraus folgt, dass

n
EX,, >E[X;,;A ZIE[Xt s Ag] > Z P(Ay) =zP(A).
k=1
e Sei nun B eine beliebige endliche Teilmenge des Intervalls [0, %] so, dass 0 € B und t € B.
— Dann gilt also
mP(meaé(XU >z) <EX;. (26)
v

— Wegen der Monotonie von Wahrscheinlichkeitsmafien gilt aufferdem fiir jede monoton wachsende
Folge By, Ba, ... C [0,t] von endlichen Mengen, dass

lim P(maxX >z :P(U{HEI%XX”>$}):P({ sup Xv>m}).

n—>00 vEB nzl v n vEUnZlB"
— Hieraus und aus (26) folgt, dass fiir B = |J,,»; B, = ([0,t) N Q) U {t}

wP(sup Xy, > x) <EX;.
vEB

o Weil {X ()} rechtsstetige Trajektorien hat, ergibt sich hieraus die Giiltigkeit von (25). O

Beachte
e Sei {X}, t > 0} ein (Standard—) Wiener—Prozess, und fiir g > 0 sei {Y;, t > 0} mit Y¥; = X; — tu ein
Wiener—Prozess mit negativer Drift.

— In Beispiel 3 von Abschnitt 3.2.3 hatten wir gezeigt, dass {e*(Ye+tm)—=v’t/2 ¢ > 0} fiir jedes u € R
ein Martingal beziiglich der (natiirlichen) Filtration {F7X, ¢t > 0} ist.

— Fiir u = 2u ergibt also insbesondere, dass {€*#¥t, t > 0} ein Martingal ist.
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— Weil die Ungleichung sup,¢fo 4 Y» > # genau dann gilt, wenn sup,¢( 4 e** > e*, ergibt sich
aus Theorem 3.11, dass

limt_,oo E e2HYt

P(supY; > z) = lim P( sup Y, >z) = lim P( sup e*¥ > e?) <
(tZO ) =00 (ve[O,t] ! ) t—00 (ve[O,t] ) eZne

— Weil Ee?#Yt =1 fiir jedes t > 0, ergibt sich hieraus, dass

P(supY; >2) <e **  Vz>0. (27)
£>0

e Um zu zeigen, dass in (27) sogar die Gleichheit gilt, ben6tigen wir ein optionales Sampling—Theorem,
fiir dessen Herleitung wir zun#chst sogenannte , gestoppte Martingale” betrachten.

3.2.6 Gestoppte Martingale
Lemma 3.8

o Der Prozess {X:, t > 0} sei adaptiert und cadlag. Auferdem sei T : Q — [0,00) eine endliche Stoppzeit
und sei {T™, n > 1} die in (13) eingefihrte Folge von diskreten Stoppzeiten mit T(") > T+ ynd
lim,,_oo 7™ = T.

o Wenn {X;} ein Martingal ist, dann ist die Folge X 1) a¢y X7 pg, - - - gleichgradig integrierbar fir jedest > 0,
wobei s At =min{s,t}.
Beweis

o Weil E| Xyl < Xk keony E |Xk/2n| + E|X;| < oo fiir beliebige n > 1 und ¢ > 0, geniigt es zu
zeigen, dass die Bedingung (22) in der Definition der gleichgradigen Integrierbarkeit erfiillt ist.
— Aus Theorem 3.10 folgt, dass {|X¢|, t > 0} ein Submartingal ist. Somit gilt

sup B [ Xgo ael; [ X7y ne] > 2]
n>1

k
= sup( D ElIXuen H{T™ = 5} 0 {IX gl > o]
21t k<ont)

FE X {T™ > 40 {| Xl > 2}])

k
sup(( 0 EIXEHT™ = 230 {Xpeonl > o]
n>1
=7 {k:k<2nt}

IA

FE X5 {T™ > £} 0 {| Xzl > 2}])
SUp E [|X1[; | X pgl > 2] < sup | XY > 2] = B[ X,[;Y > ],
n>1 n>1

wobei Y = sup,,>, | Xy pg-
— Andererseits ergibt die Anwendung von Theorem 3.11 auf das Submartingal {|X;|, ¢ > 0}, dass
E | X |
z

P(Y > ) < P(sup |X,|>2) <
0<v<t

Vt,z>0.

— Hieraus folgt insbesondere, dass lim,_,, P(Y > z) = 0.

e Aus dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz ergibt sich nun insgesamt, dass

lim sup E[|Xreael; [ Xreoae] > 2] < lim E[|X¢;Y > 2] =0. 0
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Theorem 3.12 Der Prozess {X;, t > 0} sei adaptiert und cadlag. Wenn {X;} ein Martingal und T : Q — [0, 00)
eine endliche Stoppzeit ist, dann ist auch der stochastische Prozess {Xtnai,t > 0} ein Martingal.
Beweis

e Ahnlich wie im Beweis von Korollar 3.2 kann man zeigen, dass X fir jedes t > 0 eine Fy;—messbare
Zufallsvariable ist.

o Es muss also lediglich noch gezeigt werden, dass fiir beliebige ¢t > 0, v € [0,¢) und A € F,
]E|XT/\t| < X und ]E[XT/\t;A] :]E[XT/W;A] . (28)

e Dabei betrachten wir zunichst die in (13) eingefiihrte Folge {T(™, n > 1} von diskreten Stoppzeiten
und zeigen, dass fiir jedes n > 1 und fiir beliebige t > 0, v € [0,t) und A € F,

E | Xpmael < 00 und E [ X7mae; Al = E[Xpmags Al - (29)

— Genauso wie im Beweis von Lemma 3.8 ergibt sich, dass E | X m) | < 00.

— Seien nun tq,...,t; € (v,t) die Werte, die die Stoppzeit T(™ mit positiver Wahrscheinlichkeit
zwischen v und ¢ annehmen kann.

— Dann ergibt sich aus den Teilaussagen 4 und 5 von Theorem 3.6, dass

E Xz | Fo) = E (B (Xpeag | Fro) | Fo)

E(EIT™ < te)Xpeong | Foo) | Fo) + EE@T™ > te) Xpeopg | Fo) | Fo)

= E@MT™ < tp)E (Xreng, | Fo) | Fo) + BT > t)E(X; | F) | Fo)
= E(LT™ < tp)Xgmng, | Fo) +E@T™ > )Xy, | F)
= K (][(T(") < tk)XT(")/\tk | '7:11) +E (][(T(n) > tk)XT(")/\t;c | -7:v)

= EXgpmag, | Fo)

= EXgmat, | Fo) =E(Xreing | Fo) = Xpmiag -

— Damit ist (29) bewiesen.
o Weil {X,;} is cadlag ist, gilt lim, oo X7em)ar = X1ar und limy, o0 Xpmypg = XTAv-

e Gemif Lemma 3.8 sind die Folgen {Xrmpy, n > 1} und {Xrmyp, n > 1} auberdem gleichgradig
integrierbar.

e Wegen (29) ergibt sich somit die Giiltigkeit von (28) mit Hilfe von Korollar 3.3. O

3.2.7 Optionales Sampling—Theorem

Fiir jede endliche Stoppzeit T : Q — [0, 00) betrachten wir die o—Algebra Fr, die gegeben ist durch
Fr={AeF: An{T <t} € Ffirjedest >0}, (30)

wobei die folgenden Eigenschaften der ,,gestoppten” o—Algebra Fr niitzlich sind.
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Lemma 3.9 Fiir beliebige endliche Stoppzeiten S, T : Q — [0,00) mit P(S < T) =1 gilt Fs C Fr. Auferdem
gilt fiir jeden adaptierten cadlag Prozess {Xy, t > 0}

(we: Xp(w)eBYeFr VBeBM), (31)

d.h., X ist eine (Fr, B(R)) -messbare Zufallsvariable.

Beweis
e Wir zeigen zunichst, dass Fs C Fr, wenn P(S <T) = 1.
— Sei A € Fg, d.h,, fiir jedes t > 0 gelte AN{S <t} € F.
— Hieraus folgt, dass AN{T <t} =AN{S <t} n{T <t} € F fiir jedes t > 0, weil
{T<t}={S<t}n{T <t} und {T<tyeF Vt>0.
e Wir zeigen nun, dass {Xr € B} N {T <t} € F; fiir beliebige B € B(R) und ¢ > 0.

— Fiir jedes t > 0 fassen wir dabei den (eingeschrinkten) Prozess {X;, s € [0,t]} als Abbildung
X :]0,t] x @ = R auf, die gegeben ist durch

(s,w) = Xs(w). (32)
— Weil der Prozess {X;} cadlag ist, gilt fiir beliebige (s,w) € [0,1] x Q

on

Xs(w) = Xo(w) Loy (s) + lim D Tkvyejon, ktjom) () Xneon (w) -
k=1

— Weil {X;} adaptiert ist, sind sdmtliche Summanden auf der rechten Seite des letzten Ausdruckes
(B([0,t]) ® F¢, B(R))—messbar.
— Damit besitzt auch ihr Grenzwert diese Messbarkeitseigenschaft, d.h., die in (32) gegebene Abbil-
dung ist (B([0,]) ® F;, B(R))-messbar.
— Auferdem betrachten wir die Abbildung g : QN {T <t} — [0,%] x Q mit
g(w) = (T(w)aw) ) (33)

wobei diese Abbildung (F; N {T < t}, B([0,t]) ® F;)-messbar ist.
— Hieraus folgt, dass die Superposition X og : QN {T < ¢t} — R der in (32) bzw. (33) gegebenen
Abbildungen (F; N {T < t}, B(R))-messbar ist. 0

Wir kommen nun zum sogenannten optionalen Sampling—Theorem fiir Martingale bzw. fiir gestoppte Martingale.
Theorem 3.13 Der Prozess {X;, t > 0} sei adaptiert und cadlag. Wenn {X;} ein Martingal und T : Q — [0, 00)
eine endliche Stoppzeit ist, dann gilt

E(X; | Fr) = X7 Vt>0. (34)

Beweis
e Wir zeigen zunichst, dass
E(Xt |fT(n)) = Xt Vn>1,t>0, (35)

wobei {T(™, n > 1} die in (13) eingefiihrte Folge von diskreten Stoppzeiten ist.

— Hierfiir sei t, =t und ¢t; < ... < ty_1 <t bezeichne die Werte, die die Zufallsvariable T(") A ¢ mit
positiver Wahrscheinlichkeit annehmen kann.
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— Dann gilt fiir jedes A € Frn)

k—1
(Xi = Xpoop) WA) = D (X = X ) U(T™ At = 1) 1(A)
i=1
k

= Y (Xy — X )I(TM At < 1) T(A).

=2
— Hieraus folgt, dass
k
E ((Xt - XT(,,)M)][(A)) - YE ((Xti — X, )I(T™ At < t,-)]I(A))
1=2

= > (0 - X1 A< 1) 7))

k
= S E(IT™ At <t)WAE (Xo, - X, | Firy) )
=2
= 07

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Definitionsgleichung (30) der o—Algebra Fp ) und aus
Teilaussage 4 von Theorem 3.6 ergibt.

— Somit gilt
E(X; | Fron) = E(Xgoag | Fron) = Xpeag

weil Xpenpy €ine (Fre, B(R)) -messbare Zufallsvariable ist; vgl. Lemma 3.9.

e Aus Lemma 3.9 folgt auferdem, dass Fr C Fr), weil T' < M),

e Mit Hilfe der Teilaussage 5 von Theorem 3.6 ergibt sich nun hieraus und aus (35), dass
E(X¢ | Fr) = E(EX; | Freo) | Fr) =E(Xgea | Fr) -

o Weil lim,,_,o, T | T, weil der Prozess {X;, t > 0} cadlag ist und weil die Folge { X mp;, 1 > 1}
gemif Lemma 3.8 gleichgradig integrierbar ist, gilt also

E(X, | Fr)= nli_{réoE(XT(n)/\t | Fr) = E(X1ae | Fr) = Xoae s

wobei sich die letzte Gleichheit aus Lemma 3.9 ergibt. O

Korollar 3.4 Der Prozess {X;, t > 0} sei adaptiert und cadlag. Wenn { Xy} ein Martingal und S,T : Q — [0, 00)
beliebige endliche Stoppzeiten mit P(S <T) =1 sind, dann gilt

E (X7t | Fs) = Xsae  VE2>0. (36)
Insbesondere gilt
EXra:e = EXo Vt>0. (37)
Beweis

e Sei {X;} ein Martingal. Aus Theorem 3.12 folgt dann, dass der stochastische Prozess {Xra¢,t > 0}
ebenfalls ein Martingal ist.

— Es ist klar, dass mit {X;} auch {X7a:} cadlag ist. Aufierdem ergibt sich aus Lemma 3.9, dass
{ X1t} adaptiert ist.
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— Wir kénnen also Theorem 3.13 auf das Martingal {XrTa¢,t > 0} anwenden und erhalten, dass
E(Xtpt | Fs) = Xrasayy = Xsae  VE2>0,

— wobei sich die letzte Gleichheit aus der Annahme ergibt, dass S < T

e Wenn wir die ,Stoppzeit” S = 0 in (36) einsetzen, dann ergibt sich, dass E(X7a; | Fo) = Xo bzw.
E X7a: = E X fiir jedes t > 0. O

3.3 Anwendungsbeispiele

Um die in Abschnitt 3.2 dargelegten Begriffe und Ergebnisse der Martingaltheorie bei der Untersuchung von Lévy—
Prozessen anwenden zu kénnen, benétigen wir noch zwei weitere grundlegende Eigenschaften von Lévy—Prozessen,
die wir hier ohne Beweis angeben.

Theorem 3.14 Sei {X;, t > 0} ein Lévy—Prozess mit den Charakteristiken (a,b,v).
e Dann gibt es eine cadlag Modifikation {X;, t > 0} von {X;}, so dass {X,} ebenfalls ein Lévy—Prozess ist
und zwar mit den gleichen Charakteristiken (a,b,v) wie {X;}.
o Wenn der Lévy—Prozess {X;, t > 0} cadlag ist, dann ist die (durch {X,} erzeugte) natirliche Filtration
{FX, t > 0} rechtsstetig.

Ein Beweis von Theorem 3.14 kann zum Beispiel in Applebaum (2004), S. 74-77 nachgelesen werden.

Wegen Theorem 3.14 werden wir in den weiteren Abschnitten dieses Skriptes (0.B.d.A.) voraussetzen, das die
jeweils betrachteten Lévy—Prozesse cadlag sind.

3.3.1 Regeneration von Lévy—Prozessen zu Stoppzeiten
In Theorem 2.22 hatten wir fiir Fall, dass {X;, ¢ > 0} ein (Standard—) Wiener—Prozess ist, ein Schranke fiir die
Tailfunktion von max;c[o,1] X; hergeleitet.

Im nachfolgenden Abschnitt 3.3.2 werden wir zeigen, dass diese Schranke ,optimal” ist, d.h. mit der Tailfunktion
von maxye[o,1] X¢ ilibereinstimmt. Hierfiir zeigen wir zunéchst, dass Lévy—Prozesse zu endlichen Stoppzeiten die
folgende Regenerationseigenschaft besitzen.

Theorem 3.15
o Sei {X¢, t > 0} ein Lévy—Prozess tber (Q,F,P) und sei T : Q — [0,00) eine endliche Stoppzeit beziglich
der natiirlichen Filtration {F{*, t > 0} von {X,}.

o Dann ist der Prozess {Y;, t > 0} mit Yy = X4t — X1 ebenfalls ein Lévy—Prozess, der adaptiert ist beziglich
der Filtration {Gy, t > 0} mit G, = Fi',,, wobei

— der Lévy-Prozess {Y;} unabhingig von Fi ist und
— {3} die gleiche Lévy—Charakteristik wie {X:} hat.

Beweis

e Wir betrachten zunéchst den Fall, dass T : Q@ — [0, 00) eine beschrinkte Stoppzeit ist, d.h., es gelte
P(T < ¢) =1 fiir ein ¢ < 0.
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— Fiir beliebige n > 1 und w1, ..., u, € R sind dann durch den Ansatz

}N/;(J) — eiqug —tn(u;)

(komplexwertige) Martingale {}N’;(j ), t > 0} fiir jedes j = 1,...,n gegeben, wobei 5 : R — C der
Lévy—-Exponent von {X;} ist; vgl. Beispiel 4 in Abschnitt 3.2.3.
— Dann gilt fiir beliebige A € FX und tg,t1,...,tp > 0mit tg <t; <...<t,

n V), e(T+tj)n(ug'))

n
E (][(A) eXP(iZUj(XTth,- - XT+tj—1))) =K (][(A) H =) (T+ti—1)n(u;)
=1 =1 Yy, ©

ﬁ (T+t] e(tj—tj—1)n(uj))
Jj=1 T-HJ 1
n Y(J)
E (IE (]I(A) H N(j’)i*‘tf elti—ti—m(us) | ‘7:7)“(+tn_1)) 7

J=1 “T+4t;1

I
/-\

wobei sich die letzte Gleichheit aus Teilaussage 5 von Theorem 3.6 ergibt.
— Aus Lemma 3.9 und aus Teilaussage 4 von Theorem 3.6 ergibt sich nun, dass

E (E (1(4) 1:[ %e“]‘“ o) | 75, )

(tn_tn—l)n(un) ~
T+t i—ti_n(w)) © n
- ]E(][(A)(H St gt ) = E (T, | 7))
Jj=1 “THtj—1 T4tn—1
n—1 ?(J)

= E(]I(A)(f[ ~5)+ta olti—ti- nn(un) e(tn—tn_nn(un)),

J=1 “THt;_1

weil aus dem optionalen Sampling—Theorem in Korollar 3.4 folgt, dass
E (Y’I(’?f—)tn | 7 1)"(+tn_1) = YT(’:LL)tn_l )

wobei der Zeitpunkt ¢ > 0 in der Formel (36) des Korollars 3.4 so zu wéhlen ist, dass ¢ + t,, < t.
— Durch Iteration dieser Uberlegungen ergibt sich dann insgesamt, dass

E (1(4) exp(i Zu (Vi, = Y,_0) ) = E (1(4) exp(iznj ui(Xrss, = Xr40,.,)) )

n

= P(A) H elti—ti—1)n(u;) — (exp i XtJ th_1))) ,

j=1

d.h., fiir beliebige A € FX und to,t1,...,t, > 0mit tg <t; < ... < t, gilt
E (][(A) exp(iYui(Ys, — Ytj_l))) =P(A)E (exp(i 3 uy(Xy, — th_l))) . )
j=1 j=1
e Wir zeigen nun, dass (1) auch fiir endliche (nicht notwendig beschrénkte) Stoppzeiten gilt.

— Sei also T': 2 — [0, 00) eine beliebige endliche Stoppzeit.
— Man kann sich leicht iiberlegen, dass dann AN {T < k} € F5,, fiir beliebige £ > 1 und A € F5*.
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— Somit ergibt sich aus (1), dass

E (][(Ak) exp(iZuj (Yk,tj - Yk,tj_l))) = P(Ak) E (eXp(IZU] (th - th_l))) ) (2)

WObei Ak = A n {T S k} und Yk,t = X(T/\k)+t - XT/\k.

— Durch Grenziibergang fiir K — oo auf beiden Seiten von (2) ergibt sich nun mit Hilfe des Satzes
von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz, dass (1) auch fiir beliebige endliche Stoppzeiten
gilt.

e Fiir A = Q folgt aus (1), dass {Y;} ein Lévy—Prozess mit der gleichen Verteilung wie {X,} ist.

e Aufierdem ergibt sich aus Lemma 3.9, dass der Lévy—Prozess {Y; } adaptiert ist beziiglich der Filtration
{gt, t Z 0} mit Qt = ‘7:7)"(+t‘

e Es bleibt also noch zu zeigen, dass {Y;} unabhéngig von F3 ist, d.h., dass

— fiir jede Folge ti,...,t, von nichtnegativen Zahlen und fiir beliebige By,...,B, € B(R) und
AeF¥
— die Ereignisse Y;jl(Bl) N...N Y;:l(Bn) und A unabhingig sind.
o Hierfiir betrachten wir die bedingte Verteilung Py, |y, |7x : B(R") x @ — [0, 1] mit

Py, . v 7x(B,w) = P((Yyy,...,Y,,) ' (B) | 77 ) (w) VBeBR"), we, ®3)

wobei P(A | FX) = E(1(A4) | ).
— Man kann sich leicht iiberlegen, dass (3) impliziert, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

B (g0 Y2 | F)@) = [ 0) Py, iy (0s00) (4)

n

fiir jede Borel-messbare Funktion g : R* — C mit E |g(Y}1, ey Y}n)| < oo0.
— AuRerdem folgt aus (1), dass fiir beliebige A € F5X und t1,...,t, >0

E (1(4) exp(iiujytj)) — P(A)E (exp(iiumj)) :
j=1 j=1

— Hieraus und aus (4) ergibt sich, dass die charakteristischen Funktionen von Py, LrenYe, |Fx und
Pyt1 .....Y;, mit Wahrscheinlichkeit 1 iibereinstimmen.

n

— Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen folgt nun, dass auch die Verteilungen
Py, LoenYan | FX und Py, ..y, mit Wahrscheinlichkeit 1 ibereinstimmen.

— Dies ist gleichbedeutend damit, dass fiir beliebige By, ..., B, € B(R) und A € ;¢ die Ereignisse
Y, '(B1)N...NY; "(B,) und A unabhiingig sind. O

3.3.2 Reflexionsprinzip des Wiener—Prozesses; Verteilung des Maximums
Mit Hilfe von Theorem 3.15 leiten wir nun das folgende Reflexionsprinzip des Wiener—Prozesses her; vgl. hierzu

Abb. 15. Es betrifft eine weitere Invarianzeigenschaft des Wiener—Prozesses (zusétzlich zu den bereits in Theo-
rem 2.23 hergeleiteten Eigenschaften dieses Typs).

Theorem 3.16

o Sei {Xy,t > 0} ein (Standard-) Wiener—Prozess iber (0, F,P) und sei T : Q — [0,00) eine endliche
Stoppzeit beziiglich der natiirlichen Filtration {FX, t > 0} von {X;}.
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e Dann hat {X;} die gleiche Verteilung wie der ,reflektierte Prozess” {Y;, t > 0} mit
Y = Xoae — (Xe — X7ae) (5)

d.h., {Y;} ist ebenfalls ein (Standard-) Wiener—Prozess.

Beweis

e Die stochastischen Prozesse {X}, t > 0} und {X;, t > 0} seien gegeben durch
X! =Xpne  bzw. Xy =Xp— Xr.

e Aus Theorem 3.15 folgt dann, dass
— {X,} ein Wiener—Prozess ist, der unabhingig von (T, {X}}) ist.
— AuRerdem ergibt sich aus Teilaussage 1 von Theorem 2.23, dass {X;} 4 {-X;}.

— Insgesamt gilt also
(TAXAXKD) < (TAXD) ~{K0)) - (6)
e Es geniigt nun zu beachten,
— dass Xy = X[ + )Z'(t,T)Jr und Y; = X — X'(t,T)Jr fiir jedes t > 0, wobei z; = max{z,0}.
— D.h., X; bzw. Y; sind messbare Abbildungen von (T, {X/}, {X’t}) bzw. (T, {X;}, —{)Z't})
— Wegen (6) gilt somit {X;} 4 {¥:}. O

T~

Abbildung 15: Reflexionsprinzip des Wiener Prozesses

Beachte
e Sei {X;, t > 0} ein Wiener—Prozess. Die natiirliche Filtration {F, ¢ > 0} von {X;} ist dann geméf
Theorem 3.14 rechtsstetig.
o Aus Theorem 3.7 folgt somit, dass fiir jedes z > 0 die Ersterreichungszeit T{)g} =min{t > 0: X; =z}
eine Stoppzeit beziiglich {F;X} ist.
e Aufserdem ergibt sich aus Korollar 2.5, dass P(T{)g} <o) =1, dh, T{)g} ist eine endliche Stoppzeit.

Die Anwendung von Theorem 3.16 auf die Ersterreichungszeit T{)g} fiihrt nun zu der folgenden Identitét.
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Korollar 3.5 Sei {X;, t > 0} ein Wiener—Prozess und sei { M, t > 0} der Mazimum—Prozess mit

M; = max X, Vt>0. (7
s€[0,t]
Dann gilt fir beliebige y > 0 und z > 0
PXy<z—y, My >2)=P(X:>y+2). (8)

Beweis

e Die in (7) betrachtete Abbildung M, : Q@ — [0,00) ist eine wohldefinierte Zufallsvariable, weil die
Trajektorien von {X;} stetige Funktionen sind, vgl. auch die Formel (24) in Abschnitt 2.4.5.

— Fiir die endliche Stoppzeit T = T{’g} = min{t > 0: X; = 2} ergibt sich dann aus Theorem 3.16,
dass

d d
{X;} = {V;}  bzw. (TE, {Xe}) = (T8, {Vi)),
— wobei T{{;} = min{t > 0 : Y; = z} die Ersterreichungszeit des Niveaus z durch den in (5)

eingefithrten Wiener—Prozess {Y;} ist.
— Hieraus folgt, dass

P(T{ <t, X, <z-y)=P(T{, <t, Vi <z-y), 9)
e Weil aufierdem T{)g}(w) = T{i }(w) fiir jedes w € , ergibt sich aus (5), dass
{T{i} <t}n{Y%: <z—y}={T{)§} <t}n{2z—-X; <z-—y}.
— Hieraus und aus (9) folgt nun, dass
P(TE <t, Xy <z—y)=P(T7 <t,22-X; <z—y) =PI <t, Xi > z2+y).
— Damit ist die Behauptung (8) beweisen, weil offenbar
P(TE <t, X; >z+y) =P(X; >2+y)

und
P(T{)g}St,Xt<z—y):P(Mt22,Xt<z—y). O

Mit Hilfe von Korollar 3.5 kénnen wir nun zeigen, dass die in Theorem 2.22 hergeleitete Schranke fiir die Tail-
funktion von M; = max,c[o,4 Xs ,optimal” ist, d.h. mit der Tailfunktion von M; iibereinstimmt.

Theorem 3.17 Sei {X;, t € [0,1]} ein Wiener—Prozess. Dann gilt fir beliebige t > 0 und z > 0

2 ® 2
P(M, > z) = ’/E/ eV /2 gy (10)

e Fiir y = 0 ergibt sich aus Korollar 3.5, dass P(X; < z, My > z) = P(X; > 2).

e Wenn wir nun auf beiden Seiten dieser Gleichung die Wahrscheinlichkeit P(X; > z) addieren und
dabei beriicksichtigen, dass {X; > z} = {X; > z, M; > z}, ergibt sich

Beweis

P(M; > 2)=2P(Xy >2) bzw. P(M; > 2) =2P(X; > 2) Vz>0,

weil P(X; = z) = 0 fiir die (normalverteilte) Zufallsvariable X; und somit auch P(M; = z) = 0 fiir
jedes z > 0. O
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3.3.3 Wiener—Prozesse mit negativer Drift

Sei { Xy, t > 0} ein (Standard—) Wiener—Prozess und fiir g > 0 sei {Y;, ¢t > 0} mit ¥; = X; —tu ein Wiener—Prozess
mit negativer Drift.

Wir beweisen nun eine Formel fiir die Tailfunktion des Supremums sup;>q Y, wobei P(sup;~oY; > ) fiir jedes
x > 0 als ,Ruinwahrscheinlichkeit” iiber dem unendlichen Zeithorizont [0, c0) aufgefasst werden kann.

Dabei zeigen wir insbesondere, dass die Schranke fiir P(sup;» Y; > z) ,exakt” ist, die wir bereits in Formel (27)
des Abschnittes 3.2.5 hergeleitet hatten.

Theorem 3.18 Sei {X;, t > 0} ein Wiener—Prozess. Dann gilt fiir beliebige yu > 0 und z > 0

P(squ} > :17) = e Mo wobei Yy = Xy — tu. (11)
>0

Beweis

e Fiir beliebige u, z > 0 betrachten wir das Martingal {e*¥*—*(#*/2=#%) ¢ > 0} und die (endliche) Stopp-

o Ty At=inf{s >0: Y, =2} At Vt>0.
e Aus Korollar 3.4 ergibt sich dann, dass fiir beliebige u,t,2 > 0

E exp(uYr,at — (T(ey A t)(u?/2 — pu)) = Ee*¥o =1
bzw.
E [exp(uz — Ty (u®/2 — pu)); Typy < t] + E [exp(uY; — t(u?/2 — pu)); Tppy > t] = 1. (12)

o Weil aus Korollar 2.4 folgt, dass lim;_, ¥; = —oo mit Wahrscheinlichkeit 1, gilt fiir jedes u > 2u

Jim (exp(uY} —t(u?/2 — pu)) T(Tyyy > t)) =0

mit Wahrscheinlichkeit 1.
e Auferdem gilt

exp(uY; — t(u?/2 — pu)) I(Typy > t) < exp(uz — t(u?/2 — pu)) LTy >t),<e™

wobei der letzte Ausdruck eine (beziiglich P) integrierbare Majorante ist.

e Aus dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz folgt also, dass fiir jedes u > 2u
; 2 . _
tll,r&]E [exp(uY; — t(u®/2 — pu)); Tipy > t] =0.
e Hieraus und aus (12) ergibt sich nun, dass
e " =FE [exp(—T{m}(u2/2 — pu)); Ty < 0] Yu>2u.

e Insbesondere ergibt sich fiir u = 2u, dass fiir jedes x > 0

e = P(T(,) < 00) = P(supY; > z) .
>0

e Damit gilt auch P(suptzo Y; > z) = e 2 fiir jedes z > 0. O
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3.3.4 Subordinatoren als Prozesse von Ersterreichungszeiten

In diesem Abschnitt diskutieren wir zwei weitere Beispiele, bei dem Theorem 3.16 auf die Ersterreichungszeit
T{)g} =min{t > 0: X; = 2z} des (Standard-) Wiener—Prozesses { X, t > 0} angewendet wird; z > 0.

Zur Erinnerung: Ein Subordinator {Y;, ¢t > 0} heifit a—stabiler Lévy—Prozess mit Stabilitdtsindex a € (0, 1), wenn
a = b =0 und das Lévy—Maf v gegeben ist durch

a 1
—— ——dy firy>0,
v(dy) = T —a) yite (13)

0 fir y <0,

wobei a € (0,1) und T : (0, 00) — (0, 00) die Gammafunktion bezeichnet mit
oo
F(p):/ e YyPldy, Vp>0.
0

Beachte
e In Formel (41) des Abschnittes 3.1.4 hatten wir gezeigt, dass in diesem Fall
Ee vt = ¢ tv" Vit,u>0. (14)

e Der a-stabile Lévy—Prozess {Y;} mit a = 1/2 wird manchmal Lévy-Subordinator genannt.

Theorem 3.19 Sei{X;, t > 0} ein Wiener—Prozess. Dann ist der Prozess der Ersterreichungszeiten {Ty, t > 0}
mit
T, =min{s > 0: X, = t/V/2} (15)

ein Lévy—Prozess, der die gleiche Verteilung wie der Lévy—Subordinator hat.

Beweis

e Wir zeigen zunichst, dass der in (15) gegebene Prozess {1} ein Lévy—Prozess ist.
— Offenbar gilt Ty = 0.
— Aus Theorem 3.15 folgt, dass {7}} unabhingige und stationire Zuwéichse hat.
— Auflerdem ergibt sich aus Theorem 3.17, dass fiir jedes € > 0

lim P(T, >¢) = 1%imP( max X, < t/V2) =0,
m

—0 s€[0,e]

d.h., {T}} ist stochastisch stetig.
e Es ist nun noch zu zeigen, dass (14) gilt mit o = 1/2.

— Dabei konnen wir dhnlich wie im Beweis von Theorem 3.18 vorgehen.

— Fiir beliebige t,u > 0 und n > 1 betrachten wir das Martingal {e“XS_S“Q/ 2 s > 0} und die
Stoppzeit T; A n beziiglich der natiirlichen Filtration {FX, s > 0} von {X,}.

— Aus Korollar 3.4 ergibt sich dann, dass fiir beliebige t,u4 > 0und n > 1
L) exp(uXTt/\n - (Tt A n)u2/2) = ]EeuXo =1

bzw.
E [exp(ut/v2 — Tyu?/2); T, < n] +E [exp(uX, —nu?/2); T, >n] = 1. (16)



3 LEVY-PROZESSE UND MARTINGALE 100

— Weil P(T; < o0) = 1 und weil X,, < t/4/2, wenn T; > n, ergibt sich genauso wie im Beweis von
Theorem 3.18, dass

lim E [exp(uX, —nu?/2); Ty >n] =0 Vt,u>0.

n—oe

— Hieraus und aus (16) folgt, dass
E exp(ut/V2 - Tyu?/2) =1 Vt,u>0
bzw. mit der Substitution u' = u?/2

]Eexp(t\/ﬂ—Ttu) =1 Vt,u>0. 0

Wir verallgemeinern nun das Modell von Theorem 3.19 und betrachten Prozesse von Ersterreichungszeiten fiir
Wiener-Prozesse mit Drift.

Theorem 3.20 Sei {X;, t > 0} ein Wiener—Prozess. Fiir beliebige p € R und § > 0 ist dann der Prozess der
Ersterreichungszeiten {Ty, t > 0} mit

T; = min{s > 0: X, + us =t} (17)
ein Lévy—Prozess, wobei
Ee T = exp(—t6(v/2u + p? — p) Vi,u>0. (18)

Der Beweis von Theorem 3.20 verlduft dhnlich wie der Beweis von Theorem 3.19. Er wird deshalb weggelassen.

Beachte

e Fiir die in Theorem 3.20 betrachteten Ersterreichungszeiten T; mit der in (18) gegebenen Laplace—
Transformierten kann man zeigen, dass fiir jedes z>0

P(T; < x) \/ﬁ eftr ? exp(— L (262t + ©y)) dy . (19)

e Man sagt, dass Zufallsvariablen mit der in (19) gegebenen Verteilungsfunktion eine inverse Gauf—
Verteilung besitzen.

Die in den Theoremen 3.19 bzw. 3.20 betrachteten Subordinatoren {7}, ¢t > 0} spielen eine wichtige Rolle bei der
Zeitransformation von Lévy—Prozessen.

Es gilt namlich die folgende Invarianz-Eigenschaft von Lévy-Prozessen, die wir hier ohne Beweis angeben.
Theorem 3.21

o Sei {Xy, t >0} ein Lévy—Prozess und sei {Yz, t > 0} ein Subordinator, der iber dem gleichen Wahrschein-
lichkeitsraum (0, F, P) wie {X:} gegeben ist.

o Wenn {X,} und {Y:} unabhdngig sind, dann ist der Prozess {Z;, t > 0} mit
Zt(w) = th(w)(w) YweQ

ebenfalls ein Lévy—Prozess.

Ein Beweis von Theorem 3.21 kann zum Beispiel in Applebaum (2004), S. 53-55 nachgelesen werden.
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4 Stochastische Prozesse mit allgemeineren Indexmengen

In diesem Kapitel betrachten wir Beispiele von stochastischen Prozessen bzw. zufilligen Feldern {X;, ¢t € I'}, fiir
die die Indexmenge I die gesamte reelle Achse R oder der d-dimensionale euklidische Raum R? fiir d > 2 ist.

Dariiber hinaus werden wir auch den Fall diskutieren, dass {X;, ¢t € I} ein zufilliges Mafs ist, wobei I dann
eine o—Algebra ist. Dabei betrachten wir insbesondere stochastische Prozesse mit stationdren Zuwéchsen bzw.
stationdre zuféllige Mafle.

4.1 Zihlprozesse im R!

Wir modifizieren das in Abschnitt 2.1 eingefiihrte Konzept von Z&hlprozessen { Ny, ¢t > 0} dahingehend, dass wir
Zahlprozesse ,;mit Vergangenheit” betrachten, d.h., die in Abschnitt 2.1 betrachteten Ereigniszeitpunkte S,, liegen
jetzt nicht nur in [0, 00), sondern sie sind auf der gesamten reellen Achse R verteilt.

Definition

e Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei {S,, n = 0,+1,+2,...} eine (monotone)
Folge von reellwertigen Zufallsvariablen iiber (Q,F, P) mit ...S 1 < Sp <0< 81 < Sz < ..., so dass
mit Wahrscheinlichkeit 1

lim S, =0 und lim S, =—-00.
n— oo n——0oo

e Der stochastische Prozess { Ny, t € R} mit

% A(Sk <) firt >0,
N, = k=t O (1)
0 WSk >t) fiirt <0,

wird Zdhlprozess genannt. Die Zufallsvariablen S,, heiffen Ereigniszeitpunkte.

Beachte

e Der in (1) gegebene Zahlprozess {N,t € R} ist cadlag und hat stiickweise konstante Trajektorien,
deren Unstetigkeitsstellen die Ereigniszeitpunkte S,, sind. Dabei gilt N; > 0 fiir £ > 0 und Ny < 0 fiir
t <O0.

e Durch den Ansatz
Ng=+#{n: S, € B} V B € B(R) (2)

ist dann ein zufilliges Zahlmaf {Np, B € B(R)} iber (2, F, P) gegeben.

Definition

e Man sagt, dass der Zahlprozess { Ny, t € R} stationdre Zuwdchse hat, wenn fiir beliebige tg,...,t, € R
mit tg < ... < t, die Verteilungen der Zufallsvektoren (N¢, 1 — Negthy-- -5 Nt +h — Nt,,_,+n) nicht
von h > 0 abhéngen.

e Aufierdem sagt man, dass {N;,t € R} ein Prozess mit unabhingigen Zuwdichsen ist, wenn die Zu-
fallsvariablen (Ny, — Ny, ..., Ny, — Ny, _,) fiir beliebige t,...,t, € R mit 5 < ... < t,, unabhingig
sind.

e Das zufillige Zahlmali {Ng, B € B(R)} heifit stationdr, wenn fiir beliebige By, ..., B, € B(R) und
h € R die Verteilungen der Zufallsvektoren (N, +#, ..., NB,+r) nicht von h abhingen.
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Theorem 4.1  Sei {N;,t € R} ein Zihlprozess iber (2, F, P), und das Zihlmaf {Np, B € B(R)} sei gegeben
durch (2). Der Prozess {Ni,t € R} hat genau dann stationdre Zuwdichse, wenn {Ng, B € B(R)} stationdr ist.

Beweis

e Wenn das zufillige Zahlmaf {Np, B € B(R)} stationdr ist, dann gilt fiir beliebige h € R und
toyer o tn € Rmit to < ... <ty

(Nty+h = Nighs -5 Newih = Niw i 48) = (Nigy ta)4ho - -5 N1, ta]+h)

d
= (N(t1,t2], . "N(tn—l,tn]) = (.Z\[t1 - Nto, . .,Ntn - Ntn—l) )

d.h., der Zahlprozess {N¢,t € R} hat stationdre Zuwichse.
e Sei nun umgekehrt {Ny,t € R} ein Zahlprozess mit stationdren Zuwéichsen.
— Dann ist das Mengensystem G C B(R) derjenigen Borel-Mengen B € B(R), fiir die

Npin L Ng

fiir jedes h € R gilt, ein sogenanntes d-System, dass die Familie aller Intervalle der Form (to, t;]
enthalt, vgl. Abschnitt WR-3.2.3.

— Aus dem Satz iiber monotone Klassen (vgl. Theorem WR-3.2) ergibt sich nun, dass G = B(R).
— Auf dhnliche Weise kann man zeigen, dass
d
(NBy+h;---sNB, 1) = (NBy,-- -, NB,)

fiir jedes n > 1, fiir beliebige Borel-Mengen By, ..., B, € B(R) und fiir jedes h € R gilt. d

4.1.1 Homogener Poisson—Prozess

In diesem Abschnitt betrachten wir zunéichst den Fall, dass die ,,Zwischenankunftszeiten” T,, = S,,—S,,_1 zwischen
den aufeinanderfolgenden Ereigniszeitpunkten Sy, Ss, ...

e eine Folge {T),, n > 2} von unabhingigen und identisch verteilten Zufalllsvariablen bilden mit T}, ~ Exp(}\)
fiir ein A > 0.

o Auferdem sei S; unabhingig von {T),, n > 2}, und es gelte S; ~ Exp(}).

e Dann ist der Zahlprozess {Ny,t > 0} mit N; = > 77 | I(Sk < t) ein (homogener) Poisson—Prozess in [0, c0)
mit der Intensitdt A; vgl. Abschnitt 2.2.1.

Wir zeigen, wie der Zahlprozess {N¢, ¢t > 0} auf einfache Weise zu einem Zahlprozess { Ny, t € R} auf der gesamten
reellen Achse R fortgesetzt werden kann, so dass {Ny,t € R} stationdre und unabhingige (poissonverteilte)
Zuwichse hat.

Theorem 4.2 Sei{T,, n =0,+1,+2,...} eine Folge von unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
mit T, ~ Exp(A) fir ein A > 0. Auferdem sei

Soiei T firn > 1,
S, = 3)
- Egzn Ty firn <O0.

Dann hat der in (1) gegebene Zihlprozess {Ny,t € R} stationdre und unabhingige Zuwdchse, wobei | N¢| ~ Poi(|t|\)
fiir jedes t € R.
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Beweis

e Fiir jedes t > 0 sei N} = —N_;. Mit Hilfe von Theorem 2.9 ergibt sich dann aus (1) und (3), dass

— die stochastischen Prozesse {Ny,t > 0} und {N{,t > 0} stationire und unabhingige Zuwéchse
besitzen,

— wobei Ny ~ Exp(tA) und N] ~ Exp(t)) fiir jedes ¢t > 0.
e Auferdem ergibt sich aus (1) und (3), dass
— die beiden Prozesse {N¢,t > 0} und {N/,t > 0} unabhéngig sind.
— Hieraus und aus der Faltungsstabilitdt der Poisson—Verteilung ergibt sich insbesondere, dass

Ni, — Nyy = Ny, + N’y ~ Poi((ts —t1)A) Vi1 <0,t>0.

e Damit ist klar, dass fiir beliebige tg,...,t, € R mit tg < ... < t, und fir A > 0 die Komponenten
der Zufallsvektoren (N¢, 41 — Nigthy- - -y Nty +n — Ni,_,+n) unabhingige Zufallsvariablen sind und dass
ihre Verteilungen nicht von h abhéngen. O

Beachte

e Manchmal wird die in (3) eingefiihrte Folge von Ereigniszeitpunkten {S,} dahingehend modifiziert,
dass der ,Ereignispunkt” Sy = 0 zusétzlich hinzufiigt wird und die Zufallsvariablen S, fiir n # 0
definiert werden durch

22:1 T, fiirn>1,

S, = :
- Zk:n-H T, firn <O.

(4)

e Dann bilden die Zwischenankunftszeiten T;, = S,, — S,,—1 eine stationire Folge {T},} von unabhingigen
und identisch (exponentiell) verteilten Zufallsvariablen.

e Andererseits sieht man leicht, dass der in (1) gegebene Z&hlprozess {INy, t € R} in diesem Fall keine
stationdren Zuwichse hat, denn wegen Sy = 0 gilt

lim(Nyg — N;) = —lim N, = 1 lim(N; — Np) = lim N; = 0.
#’3( 0 — V) im Ny und 1tlﬂr)l( + — No) lim NVt 0

Das folgende Resultat zeigt,

e wie sich das in (4) betrachtete Modell eines (inhomogenen) Zahlprozesses vom Poisson-Typ durch Grenz-
iibergang aus einer bedingten Version des in (3) eingefiihrten Modells des homogenen Poisson—Prozesses
ergibt.

e Dabei wird das letztere Modell unter der Bedingung betrachtet, dass in einer (kleinen) e~Umgebung des
Nullpunktes ein Ereigniszeitpunkt liegt.

Hierfiir benttigen wir die folgenden Bezeichnungen. Sei Thin = min{Ty, T} }, und fiir beliebige t1,t2 € R sei

Nt2 - Nt1 s fa.lls t1 S t2,

Nyt =
Nt1 — th , falls t1 > to.

Theorem 4.3

o Sei {Ny,t € R} der in Theorem 4.2 betrachtete Poisson—Prozess mit stationdren und unabhdngigen Zuwdch-
sen.

o Auferdem sei {N{,t € R} ein Zihlprozess mit Sj = 0, dessen Zwischenankunftszeiten T, = S), — SI,_, eine
stationdre Folge von unabhéingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen bilden mit T, ~ Exp(\).



4 STOCHASTISCHE PROZESSE MIT ALLGEMEINEREN INDEXMENGEN 104

e Dann gilt fir jedesn = 1,2, ..., fir beliebige t1,...,t, € R mit t; < ...<t, und fir beliebige k1,...,k, >0
PN}, S ki Np, Sha) = lim(P(Nom oz, < btsoo Ny oy < K To < T | Tin <€)
g

+P(Nt1+T1,T1 S kl;' "aNtn+T1,T1 S kn;TO > Tl | Tmin S 5)) . (5)

Beweis

e Wir zeigen die Giiltigkeit von (5) nur fiir n = 1.
— Fiir beliebige ¢t > 0 und k£ > 0 gilt dann
lim(P(Nt—To,—To <k,To <Ti|Tmin <€)+ P(Negry,1y <k, To > Tt | Tinin < 6))

0

- 11$(P(T0+...+Tk+1 >t,To < Tt | Tomin < €)

+P(To+ .+ T > 6,To > Ty | Tonin <))

. P(TO < E)
= 1 ="
slﬁ)l(P(Tmin <e)

( P(Ty <e¢)
P(Tmin S E)

P(To+ ...+ Tpy1 > t,To < Ty | To < ¢)

+1lim P(T2+...+Tk+2>t,T0>T1|T1ga))

1 1
= 5P(T1+...+Tk+1 >t)+§P(T2+...+Tk+2>t)

= P(Ti+...+Tpy1 >t) = P(N/ <k).
— Auf die gleiche Weise ergibt sich, dass fiir t <0 und k£ >0

lim (P (N7, ~1, < b, To < T4 | Tin < €) + P(Newr 1 S b, To > T | Tin <)) = PN < ).
£

e Die Giiltigkeit von (5) fiir n > 2 ergibt sich durch #hnliche Uberlegungen. O

4.1.2 Allgemeines Konstruktionsprinzip fiir Zahlprozesse mit stationiren Zuwichsen

e Der am Ende von Abschnitt 4.1.1 erwihnte Zuhammenhang
— zwischen (Poissonschen) Zahlprozessen mit stationdren Zuwéchsen und stationiren Folgen von (unab-
hangigen und exponentiell verteilten) Zwischenankunftszeiten

— kann als Spezialfall eines wesentlich allgemeineren Szenarios aufgefasst werden.
e Dabei gehen wir nun umgekehrt vor und setzen voraus,

— dass Sy = 0 gilt und

— dass die Zwischenankunftszeiten T,, = S,, —S,_1 zwischen den aufeinanderfolgenden Ereigniszeitpunk-
ten Sp,—1 und S, eine beliebige stationdre Folge {T),} von (nichtnotwendig unabhingigen) positiven
Zufallsvariablen iiber einem gewissen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) bilden.

Es gelte also
{Ta} £ {Toia} (6)

und damit auch {T,} 4 {Th4no} fiir jede natiirliche Zahl ng > 1. Auferdem setzen wir in diesem Abschnitt
lediglich voraus, dass
O<u=ET,<cc. (7
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Beachte

e Es ist klar, dass die Invarianzeigenschaft (6) insbesondere dann gilt, wenn {T,,} eine Folge von unab-
hangigen und identisch verteilten Zufallsvariablen ist.

e Weitere Beispiele von stationdren Folgen {T),}, die nicht aus unabhingigen Zufallsvariablen bestehen,
lassen sich mit Hilfe der Sprungzeitpunkte von reversiblen Markow—Prozessen konstruieren, die ihre
Werte in dem endlichen Zustandsraum E = {1,...,£} annehmen, wobei £ > 1 eine beliebige, jedoch
vorgegebene natiirliche Zahl ist; vgl. Abschnitt 4.1.4.

Wir zeigen nun, wie man ausgehend von einer stationéren Folge {T),} von positiven Zufallsvariablen tiber (22, F, P)
einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) und einen Zahlprozess {Ny, t € R} iiber (9, F, P) konstruieren kann, so
dass {NV;} stationdre Zuwéichse hat.

Hierfiir fithren wir zunéchst einige Bezeichnungen ein.

e Mit K = []>2__(0,00) bezeichnen wir den Produktraum, in dem die zufillige Folge {T,} ihre Werte
annimmt,
— und mit B(K) = @, B(0,00) die 0—Algebra der Borel-Mengen in K.

— Die Verteilung von {T},} tiber (K, B(K)) bezeichnen wir mit Q.
— Auferdem betrachten wir den Verschiebungsoperator U : K — K mit U({t,,}) = {tn_1}-

o Weil {T),} stationdr ist, ergibt sich aus (6), dass die Verteilung @ von {7} invariant beziiglich U ist, d.h.,
es gilt
Q(U(B)) =Q(B) VBeB(K), ®)
wobei U(B) = {U(t) : t = {t,} € B}.

e Ausgehend von der ,folgenstationdren” Verteilung @ iiber (K, B(K)), die die Invarianzeigenschaft (8) besitzt,
kann man nun einen Zahlprozess {IVy, ¢ € R} mit stationdren Zuwéchsen konstruieren.

— Hierfiir sei L die Menge aller Folgen s = {sp, n = 0,+1,+2,...} reeller Zahlen, so dass

5.1 <8<0<s1 <8< ... und lim |s,| = o0,
|n|—o00

— Mit B(LL) bezeichnen wir die o—Algebra der Borel-Mengen in L.

e Auferdem betrachten wir fiir jedes h € R den (zeitkontinuierlichen) Verschiebungsoperator Tp : L — L

Trh({sn}) = {sn—h}  V{sa} €L, 9)

der die ,Punkte” s, von s = {s,} € L um h Lingeneinheiten nach links bzw. den Ursprung um h Lingen-
einheiten nach rechts verschiebt, falls h > 0.

e Schlieflich sei Ly = {s = {sp} € L : so = 0} und fiir jedes t = {t,} € K sei die Abbildung
ts® ={s®} el

gegeben durch
S hei th fiirn>1,
st = 0 fiir n = 0,

— i tr fiirn <O0.
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Definition Ein Wahrscheinlichkeitsmafs P iiber (I, B(L)) heifst T—invariant, wenn
P(Ty(A)) = P(A) VheR, Ae BL), (10)

wobei Tp,(4) = {Th(s) : s € A}.

Theorem 4.4 Sei Q ein U-invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf dber (K, B(K)) mit 0 < p = [ t; Q(dt) < oo
Dann ist durch den Ansatz

1 b
=_ // L4(Tr(s™))dhQ(dt) VA€ B(L) (11)
B JkJo
ein T—invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf$ Pg uber (L, B(IL)) gegeben.

Bewelis

e Fiir beliebige t = {t,,} € K, A € B(L) und j > 0 gilt offenbar

U (t); , Sitl 4
/ L4 (Th (s ))) dh = / ST L (TR () dh. (12)
0

J
k=1 tk

e Weil @ ein U-invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf ist, ergibt sich aus (11) und (12), dass fiir jedes n > 0

Po(4) = /0 L (Ta () dh Q(dt)
- (nT / /UJ“)I (Ta(s¥®))) dhQ(dt)
e L e
= n+1 // n+1tk I4(Th(s™)) dhQ(dt).

e Hieraus folgt, dass fiir jedes t € R
Zk 1 t
Po(Tu() = g [ [T i (1)) ana)
Ek 1
= A(T (t) t
= L/ (Th-o(s)) dh Q)

D} 1twt
= L/ L4 (T () dh Q(dt)

e Insgesamt ergibt sich also die Abschitzung

2]t]

IPo(4) = Po(Tu(A)] < =3

Vn>0.

e Weil die linke Seite des letzten Ausdruckes nicht von n abhingt und n beliebig grofs gewihlt werden
kann, gilt also Pg(A) = Pg(T;(A)) fiir beliebige A € B(LL) und ¢t € R. O
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Beachte Durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge ergibt sich, dass (11) dquivalent ist mit

PQ(A)Z% /OOOQ(t: t1>h, Tp(s®W) € A)dh  VAeB(L). (13)

Korollar 4.1

e Die Folge von Zufallsvariablen {Sy} sei iiber dem kanonischen Wahrscheinlichkeitsraum (L,B(LL), Pg) de-
finiert, wobei Sy, ({sn}) = sk fiir jedes k € {0,%£1,£2,...} und das Wahrscheinlichkeitsmaff Pgy durch (11)
gegeben ist.

e Durch den Ansatz
. Shey WSy <) fiirt >0,
Ny = (14)
—Y0_ ISy >t) firt<0

ist dann ein Zihlprozess {J\~7t,t € R} dber (L, B(L), Pg) gegeben, der stationdre Zuwdchse hat.

Beweis Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der in Theorem 4.4 gezeigten T-Invarianz des Wahrschein-
lichkeitsmafies Pg. O

Beachte Fiir den in Abschnitt 4.1.1 betrachteten Spezialfall, bei dem die Zwischenankunftszeiten T,, = S,, —
Sp—1 eine Folge von unabhangigen und identisch (exponentiell) ver~teilten Zufallsvariablen bilden, kann man
sich leicht tiberlegen, dass dann der in (14) gegebene Zahlprozess { Ny, t € R} ein homogener Poisson—Prozess
ist.

4.1.3 Erneuerungsprozesse mit stationiiren Zuwichsen

Wir setzen nun voraus, dass Sp = 0 und dass die Zwischenankunftszeiten 7,, = S, — Sp,—1 eine Folge von
unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit einer beliebigen Verteilungsfunktion F bilden.

e Sei {S,} die in Korollar 4.1 betrachtete Folge von zufélligen Zeitpunkten mit
...§71<§0<0<§1 <§2<....

e Wir zeigen, dass dann

— die neuen ,Zwischenankunftszeiten” Ty = Sp — Sp_1 fiir n # 1 ebenfalls eine Folge von unabhéngigen
und identisch verteilten Zufallsvariablen mit der gleichen Verteilungsfunktion F' wie T, bilden,

— wobei jedoch die Abstinde Sy und —So vom Nullpunkt zum kleinsten positiven Zeitpunkt 51 bzw.
zum grofiten negativen Zeitpunkt Sy eine besondere Rolle spielen,

— denn im allgemeinen miissen die Zufallsvariablen —Sp und S; weder unabhingig sein noch die Vertei-
lungsfunktion F' der Absténde T, mit n & {0, 1} besitzen.

Beachte

e Wenn die Zwischenankunftszeiten T}, = S,,—S,,_1 eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen bilden, dann sagt man, dass der in (1) gegebene stochastische Prozess {N;,t € R}
ein gewdhnlicher Erneuerungszihlprozess bzw. kurz ein Erneuerungsprozess ist, wobei S,, der n-te
Erneuerungszeitpunkt heifst.

e Auferdem sagt man, dass der in (14) gegebene Zahlprozess {Nt, t € R} mit stationdren Zuwéchsen ein
verzégerter Erneuerungsprozess ist.
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Theorem 4.5

o Die Verteilung Q von {T,} tber (K B(K)) sei das Produktmaf, das durch die (eindimensionale Rand-)
Verteilungsfunktion F erzeugt wird, so dass 0 < p = fooo(l — F(y))dy < oc.

o Fiir die in Korollar 4.1 betrachtete Folge {§n} von zufalligen Zeitpunkten gilt dann:

1. Firn # 1 sind die Zufallsvariablen fn = §n - §n_1 unabhdngig und identisch verteilt mit der Vertei-
lungsfunktion F'.

2. Die zufdllige Folge {Tn, n # 1} und der Zufallsvektor (—§0, §1) sind unabhdngig.

3. Die gemeinsame Verteilung von (—§0,.§1) st gegeben durch

~ ~ 1 [
Po(=$0>u. 51 > v) = - / (1-Fy)dy VYu,v>0. (15)
u+v

Beweis
e Fiir k£ > 1, fiir beliebige u, v, uy,...,ur > 0 und fiir beliebige ny,...,n; # 1 mit n; < ... < ny sei
A= {—§0 >u, S; >0, Spy — Sny1 > UL, -ny Spy — Sppo1 > ug} .

e Dann ergibt sich aus (13), dass

PQ(_§0 > u, §1 >, §n1 - Sn1—1 > ULy ey gnk _gmc—l > uk)

/ Q(t: t1 > h, Th(S(t)) GA) dh
0

o0
/ Qt:ty>h,h>u,ty —h >0, tn, >ur, ..., tn, >ug)dh
0

Tlm TI=T|=

[e'S) k
/ Q(t:t1>h,h>u,t1—h>v)dhH(l—F(uj))
0 j=1

+v

0o k
_ / (1-F(n)dh [ - Fuy)),

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Annahme ergibt, dass @ ein Produktmaf {iber (K, B(K))
ist. g

4.1.4 Semi-Markowsche Zihlprozesse; Simulationsalgorithmus
Eine weitere Klasse von Zahlprozessen in R mit stationdren Zuwichsen ergibt sich, wenn das in Theorem 4.4 be-
trachtete U-invariante Wahrscheinlichkeitsmaf§ @ iiber (K, B(K)) die folgende (verallgemeinerte) Produktdarstel-

lung besitzt. Dabei verwenden wir einige grundlegende Begriffe aus der Theorie der zeitdiskreten Markow—Ketten,
vgl. das Skript zur Vorlesung ,,Markow—Ketten und Monte—Carlo—Simulation” im SS 2003.

Theorem 4.6

o Sei £ > 1 eine beliebige natiirliche Zahl und sei E = {1,...,£} ein endlicher Zustandsraum.

— Auflerdem sei P = (pij)i j=1,....c eine irreduzible und aperiodische £ x £ Matriz mit

¢
P =20, Y pi=1, (16)
J=1
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— sei ™= (m,...,m) " die (eindeutig bestimmte) positive Losung der Gleichung
=P, (17)
— und fir beliebige i,j € E sei Fj; : R — [0,1] eine Verteilungsfunktion mit F;;(0) = 0.
o Die Verteilung Q der stationdren Folge {T,} iber (K, B(K)) sei gegeben durch

m—1

Q(t E K: tn S U(), tn+1 S Ul R tn+m S um) = Z 7Ti0 H pikik+1 Ekik+1 (uk) (18)
10se-im EE k=0

fiir beliebige n € {0,+1,£2,...}, m > 0 und ug, . ..,um > 0, so dass

p(:]ETl) = Z TioDij /000(1 — Fi;(y))dy < o0.

i,jEE

e Dann gilt fiir die in Korollar 4.1 betrachtete Folge {gn} von zufilligen Zeitpunkten, dass fiir beliebige n < 0,
m >0 und v,Up,..., Uy >0

PQ ({—§0 > ug, §1 > ’U} n ﬂ {gk - gk—l > uk})
ke{n,....m}I\{0}

o

= l Z Digiq / (1 - ino’h (y)) dy H Tin Piriri1 (1 - F:ikz'k.u (uk)) . (19)

B imeE uo+v ke{n,...,m¥\{0}
Der Beweis von Theorem 4.6 verlduft dhnlich wie der Beweis von Theorem 4.4. Er wird deshalb weggelassen.

Definition
e Wenn die Verteilung @ der Zwischenankunftszeiten T,, = Sy, — Sp—1 durch (18) gegeben ist, dann sagt
man,
— dass der in (1) gegebene stochastische Prozess {N;,t € R} ein semi—Markowscher Zihlprozess ist.

— In diesem Fall wird der in (14) gegebene Zéhlprozess {N;,t € R} ein verzigerter semi-Markowscher
Zihlprozess (mit stationdren Zuwéchsen) genannt.

e Fiir / = 1 ergeben sich die in Abschnitt 4.1.3 betrachteten Erneuerungprozesse als Spezialfall.

Beachte
e Die in (16) betrachtete stochastische Matrix P kann als die Ubergangsmatrix einer Markow-Kette
aufgefasst werden, wobei 7 die zugehorige stationdre Anfangsverteilung ist, vgl. Theorem MC-2.5.
e Wenn die Verteilungsfunktionen Fj; nicht von j abhéngen und gegeben sind durch

1—Fij(z) =e 192 vz>0, (20)

— wobei ¢g(1), ..., q(£) eine beliebige Folge positiver Zahlen ist,

— dann kann man zeigen, dass {§n} die Folge von Sprungzeitpunkten eines stationidren Markow—
Prozesses {X¢, t € R} ist, vgl. auch Theorem 2.17.

e Wenn der Markow—Prozess { X, t € R} zusétzlich reversibel ist, d.h.,
— wenn die Eintragungen g;; seiner Intensitétsmatrix Q = (g;;) dem Gleichungssystem

Tigij = 7;qi Vi, j€E
geniigen, wobei & = (71,...,7¢) " die (zeit-) stationiire Anfangsverteilung des Markow-Prozesses
{X;} ist mit 77 Q = 0,
— dann ist durch Theorem 4.6 ein Algorithmus zur Simulation des stationidren Markow—Prozesses
{X¢, t € R} gegeben.
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4.2 Poissonsche Zihlmafie im R?

e Zur Erinnerung: Sei d > 2 eine beliebige natiirliche Zahl. Die o—Algebra B(R?) der Borel-Mengen im
d-dimensionalen euklidischen Raum R? ist die kleinste Familie G von Teilmengen des R?, die

— alle Quader der Form B = (a1,b1] X ... X (aq, bq] fiir beliebige a;,b; € R mit a; < b; firi =1,...,d
enthélt und

— die abgeschlossen ist bezliglich der Bildung des Komplementes sowie der Vereinigung von abzihlbar
vielen Mengen aus G, d.h., fiir beliebige A, A1, As,... € G gilt R? \ A € G und Un21 A; €G.

e Das d-dimensionale Lebesgue-MaR vy : B(R?) — [0, 00] wird eindeutig bestimmt durch seine Werte

d

vq(B) = H(bi —a;)

fiir alle Borel-Mengen der Form B = (a1,b1] X ... X (ag, bg] mit a;,b; € R und a; < b; fiir jedesi =1,...,d.

Theorem 4.7

e Sei {Np, B € B(R?)} ein zufilliges Zihlmap, d.h., fir paarweise disjunkte By, Ba, ... € B(RY) gelte

(o]
Nyz=, 5. = D_Nb., (1)
n=1

und sei M? die Familie der halboffenen d—dimensionalen Quader in R?, d.h.,

Md= {BCRd : B= (al,bl] X ... X (ad,bd],ai,bieR, angz‘v’zzl,,d} (2)

o Dann ist die Verteilung des zufilligen Zihlmafes {Np} eindeutig bestimmt durch die Familie der ,endlich—
dimensionalen” Wahrscheinlichkeiten {Pg, g, (k1,..-,kn) : n > 1, ki,...,k, > 0, By,..., B, € M%},
wobes

Ps, .., (k1,...,k;) = P(NB, =k1,...,NB, = k).

n

Der Beweis von Theorem 4.7 kann mit Hilfe des Satzes iiber monotone Klassen gefiihrt werden (vgl. Theorem WR-
3.2), wobei man dhnlich wie im Beweis von Theorem 4.1 vorgehen kann.

4.2.1 Definition und elementare Eigenschaften

Wir fithren nun den Begriff des Poissonschen Zihlmafes im d-dimensionalen euklidischen Raum R? ein.

Definition  Sei Bo(R?) die Familie aller beschriinkten Borel-Mengen in R? und sei u : B(RY) — [0, 00] ein
beliebiges lokal-endliches MaR, d.h., u(B) < oo gilt fiir jedes B € By(R?).

e Man sagt, dass {Np, B € B(R%)} ein (inhomogenes) Poissonsches Zihlmafl mit dem Intensititsmaf u
ist, wenn

1. die Zufallsvariablen Np,, Np,,... unabhingig sind fiir paarweise disjunkte By, Bs,... € Bo(R?)
und

2. Np ~ Poi(u(B)) fiir jedes B € By(R?) gilt.
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e Wenn zusétzlich vorausgesetzt wird, dass das Intensitdtsmaf u proportional zum d—dimensionalen
Lebesgue-Mafs vy ist, d.h., fiir eine Konstante A < oo gilt

u(B) = wa(B) VB e B(RY),
dann sagt man, dass {Np} ein homogenes Poissonsches Zihlmafl mit der Intensitdt A (bzw. kurz ein

homogener Poisson—Prozess) im R? ist.

Beachte Aus Theorem 4.7 ergibt sich, dass die Bedingungen 1 und 2 in der Definition des Poisson—Prozesses
durch die folgenden (scheinbar schwicheren) Bedingungen ersetzt werden kénnen:

1*. Die Zufallsvariablen Ng,, Ng,,... sind unabhingig fiir paarweise disjunkte By, Bs,... € M? und
2*. Np ~ Poi(u(B)) gilt fiir jedes B € M¢.
Wir diskutieren zunichst einige elementare Eigenschaften von Poisson-Prozessen im R?.

Theorem 4.8 Sei {Ng, B € B(R?)} ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmaf p.

e Dann gilt

p* (By) ... e
K

P(NB1 = kl;"'aNB = kn) = kll n'(Bn) exp(—Zu(B,)) (3)

n

fiir beliebige n > 1, ky,...,k, > 0 und paarweise disjunkte By, ..., B, € By(R?).

o Auferdem geniigen die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Ng, = kyi,...,Np, = k, | Ng = k) fir jedes
B € Bo(R?) mit 0 < u(B) < oo und fiir paarweise disjunkte B, ..., B, € Bo(R?) mit |J]_, B; = B einer
Multinomialverteilung, d.h., es gilt

K ph(BY)... it (By)

P(Np, = k1,-..,Np, = kn | N5 =k) = 17— 1+ (B) (4)

fur beliebige k,ky,....kn >0 mitk=Fk +...+ k,.

Der Beweis von Theorem 4.8 ergibt sich unmittelbar aus den Bedingungen 1 und 2 in der Definition des homogenen
Poisson—Prozesses.

Mit Hilfe der Theoreme 4.7 und 4.8 13sst sich eine einfache Methode zur Konstruktion von Poisson—Prozessen mit
endlichem Intensitdtsmaf herleiten.

Korollar 4.2  Sei p : B(RY) — [0,00) ein beliebiges Maf mit 0 < pu(R?) < oo, und N : Q — [0,00) bzw.

S1,82,...:Q = R? seien unabhingige Zufallsvariablen mit
N ~Poi(u(®D), S~ 2O yisg, 5
(u(R%) sy Vi )
Dann ist das zufillige Zihlmap {Ng, B € B(R?)} mit
Ng=#{i: 1<i<N,S;€ B} VB¢ B(R? (6)

ein Poisson—Prozess mit dem Intensitatsmaf .
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Beweis

Beachte

Mit der Schreibweise

ergibt sich aus (5) und (6), dass

k!

P(Np, =ki,...,Np, =kn | N =k) = okl knl ¥

" (Bo) P (B1) ... p*~ (Bu)

fiir jedes n > 1, fiir beliebige, paarweise disjunkte By, ..., B, € B(R?) und fiir ko, k1,...,k, > 0 mit
k=ko+ ki +...+ kn, wobei By = R? \ U, B;.

Hieraus folgt, dass

P(Np, =ki,...,Np, =ka)= > P(N=k)P(Np, =ki,...,Np, =kn| N=k)
k=k1+...+kn
S R g A
] ek (By) pF (By) ... (Bn
k k+2+k k! (k—k1—...—kn)!k1!___kn!p (Bo) p"(B1) ... p* (B,)
> o (B0 yh—k1—mkn (By) @ H(R\F0)
i By) ... u* (B,
k:k1;.+k (k—Fki—...—kp)! Tl k! uk Y(By) ... pkn(By)
e—R(R\Bo) k n H(Bl)ukl (B)
= R B H

Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Formel (3) in Theorem 4.8, dann erkennt man, dass das in
(6) gegebene zufillige Z&hlmak die gleichen endlich-dimensionalen Verteilungen hat wie ein Poisson—
Prozess mit dem Intensitdtsmafs p.

Hieraus und aus Theorem 4.7 ergibt sich sich nun die Behauptung. O

Wenn das Intensitdtsmaf p in Korollar 4.2 die Form u(B) = Ayg(B N C) hat fiir ein A < oo und
eine beschréinkte Borel-Menge C' € Bo(R?) mit 0 < v4(C) < oo, dann sind die in (5) betrachteten
(unabhéngigen) Zufallsvektoren Sy, .Ss, ... gleichverteilt in C.

Wenn zusétzlich angenommen wird, dass die Menge C ein d-dimensionaler Quader der Form
C= (al,bl] X ... X (ad,bd] (7)

ist, dann hat der Zufallsvektor S; = (Si1,--.,Siq) fiir jedes ¢ = 1,...,n unabhingige Komponenten
Sil, ey Sz'd, wobei Sij ~ U(aj, bj) fiir jedes J = 1, ey d.

Die Aussage von Korollar 4.2 wird deshalb manchmal die bedingte Gleichverteilungseigenschaft von
homogenen Poisson—Prozessen in beschrinkten Borel-Mengen genannt.

Das folgende Resultat iiber die Summation von unabhingigen Poisson-Prozessen ist ein Analogon der Faltungs-

stabilitét

von Poisson—Verteilungen.

Theorem 4.9 Sei {Ng)}, {Ng)}, ... eine Folge unabhdingiger Poisson—Prozesse in R mit den Intensititsmafen

H1, 2, .-

., s0 dass das Maf p = Y2, p; lokal endlich ist. Dann ist das zufillige Zihlmaf {Np} mit Ng =

YN g) ein Poisson—Prozess mit dem Intensitdtsmaf p.
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Beweis

e Wir zeigen zunichst, dass
Ng ~ Poi(u(B)) VB € By(R%). (8)
— Weil {Ng)}, {Ng)}, ... unabhéngige Zahlmafe sind, sind die Zufallsvariablen NI(;), N](;), ... un-
abhingig, wobei N ~ Poi(u;(B)) fiir jedes i > 1 und fiir jedes B € Bo(R?).

— Aus der Faltungsstabilitit von Poisson—Verteilungen ergibt sich somit, dass fiir jedes n > 1 und
fiir jedes B € By(R?)

S ONG ~Poi(Y w(B)).
i=1 =1

— Hieraus und aus der Monotonie von Wahrscheinlicheitsmafien ergibt sich, dass fiir beliebige k¥ > 0
und B € Bo(R?)

P(Np<k) = P(}_ Ny <k)= lim P(3 Ny <k)
i=1 i=1
. ‘

—  lim z exp(—Yi, :“z(B)) (X /‘i(B))J

n—co 4 4!

7=0
k

S exp(—u(B)) (u(B))’
= i

7=0

— Damit ist (8) bewiesen.
e Um den Beweis zu beenden, ist noch zu zeigen, dass die Zufallsvariablen Ng,, Np,,..., N, fiir jedes

n > 2 und paarweise disjunkte By, ..., B, € By(R?) unabhiingig sind.

— Weil die Zufallsvariablen {Ng?, i=1,...,m,j = 1,...,n} fir beliebige m,n > 1 unabhingig
sind, ergibt sich aus dem Satz iiber die Unabhingigkeit zusammengesetzter Abbildungen (vgl.
Theorem WR-3.18), dass auch die Zufallsvariablen {> ;" | N ](3?, j =1,...,n} unabhingig sind.

— Wegen der Monotonie von Wahrscheinlicheitsmafen kann man nun leicht zeigen, dass die Zufalls-
variablen

{Ne,,i=1,...,n} ={> "N, i=1,...,n}
=1

ebenfalls unabhéngig sind. O

Wir zeigen nun noch, dass die Einschrinkung von Poisson-Prozessen auf Borelsche Teilmengen des R? erneut zu
Poisson-Prozessen fiihrt.

Theorem 4.10 Sei {Ng, B € B(R?)} ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmafl pu, und sei By € B(R?) eine
beliebige Borel-Menge. Dann ist das zufillige Zihlmafi {Np, B € B(R?)} mit Ng = Npnp, ein Poisson—Prozess
mit dem Intensititsmaf fi, wobei i( B) = u(B N By) fiir jedes B € B(RY).

Beweis
e Weil {Ng} ein Poisson—Prozess mit dem Intensitdtsmaf p ist, gilt
Np = Npnp, ~ Poi(u(B N By)) = Poi(i(B)) VB € By(R?).

e Weil fiir beliebige paarweise disjunkte By, ..., B, € By(R?) auch die Mengen B; N By,...,B, N By
paarweise disjunkt sind, sind die Zufallsvariablen Np, = Np,nB,;---;NB, = NB,nB, Uunabhingig. O
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4.2.2 Messbare Indizierung der Atome

In diesem Abschnitt betrachten wir den Begriff der messbaren Indizierung der (zufélligen) Atome von Poisson—
Prozessen, der einen konstruktiven Zugang zu Poisson-Prozessen im R? und somit die mathematische Grundlage
von Simulationsalgorithmen bildet, vgl. auch die Abschnitte 4.2.3 und 4.2.4.

Beachte Man sagt, dass die Folge {S;} von Zufallsvektoren Sy, S5, ... : @ — R? U {co} mit

N {5,- falls N > i,

00, sonst

eine messbare Indizierung der (zufélligen) Atome des in (6) gegebenen zufilligen Zahlmafes {Np} ist.

Von nun an werden wir stets voraussetzen, dass das Intensitétsmaft p : B(R?) — [0, 0o] diffus ist, d.h., es gelte
u({z}) =0 VzeR:. (10)
Der folgende Hilfssatz wird manchmal Disjunktheitstheorem genannt. Wir nutzen dieses Ergebnis, um zu zeigen,

dass man auch fiir Poissonsche Zahlmafie mit einem beliebigen (diffusen und lokal endlichen) Intensitétsmaf eine
messbare Indizierung der Atome konstruieren kann.

Lemma 4.1

o Seien {N](Bl), B € B(R%)} und {N](32), B € B(R?)} zwei unabhingige Poisson—Prozesse mit den Intensitits-
maflen py bzw. o, so dass 0 < py(R?), pua(R?) < oco.

o Auflerdem seien {§l(1)} und {52(2)} unabhdngige messbare Indizierungen der Atome von {Ng)} bzw. {N](;)},
die gemaf$ (9) gegeben sind.

e Dann gilt fiir beliebige 1,5 > 1

P({SV £571u{SV =5 = 0}) =1. (11)

Beweis

e Es geniigt zu zeigen, dass fiir beliebige 7,5 > 1 mit i # j
P({5}V = 5"} {5} # o0}) =0.

e Mit der Schreibweise p((B) = u;(B)/u;(R?) fiir i = 1,2 und B € B(R?) ergibt sich aus der Unabhéin-
gigkeit der Zufallsvektoren Sz(l) und SJ(?), dass
P({5;” = $7} n{8[" # o0}) = P({S{" = 5"} n {(N®) > j})
= P(N® > jP(S) = 8P) = P(N® > j) / P(s) =81 5% = 5) P(S$) € ds)
R4
= PV 2 ) [ P =9 pP ) = POV 2 ) [ 5 ((s)p s) =0,
R4 R4

wobei in der letzten Gleichheit die Tatsache genutzt wurde, dass das Intensitdtsmafl p; diffus ist und
dass somit p(!) ({s}) = 0 fiir jedes s € R%. O
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Beachte Aus Lemma 4.1 ergibt sich insbesondere, dass durch {S;} mit

SM, o falls NS >,

g, — (2) (1) (2) S (1)

S; = Si_N&) , falls Np, + Ngy >i> N/, (12)
00 sonst

eine messbare Indizierung der Atome des zufélligen Mafies {Np} mit Ng = N g) + N 1(32 ) gegeben ist.

Wir iibertragen nun den in (12) gegebenen Ansatz auf den Fall von beliebigen (endlichen bzw. abzahlbar unend-
lichen) Summen unabhéngiger Poisson—Prozesse.

Theorem 4.11 Sei p : B(R?) — [0, 0] ein beliebiges diffuses und lokal endliches Maf. Dann gibt es eine Folge
S1,82,...:Q = RTU {oo} von Zufallsvektoren, so dass das zufillige Zihlmaf {Ng, B € B(R?)} mit

Ngp=#{i: S;€e B} VBeR! (13)

ein Poisson—Prozess mit dem Intensitatsmaf p ist.

Beweis

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass sich p als (abziéhlbar unendliche) Summe von endlichen Mafien
P, pa, - - - : B(R?) = [0, 00) darstellen lisst, so dass

uB) =Y w(B) VBeB®). (14)

e Dabei konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass y;(R%) > 0 fiir jedes j > 1.
e Gemif Korollar 4.2 gibt es dann fiir jedes j > 1 unabhiingige Zufallsvariablen N (), Sfj ), Séj), ... mit

NG ~ Poi(u (RY), 89D~ O yis g
(5 (R7)) Dy Yiz

— so dass durch den Ansatz
NP =#{i: 1<i<ND 9 eB} VBeB®RY

ein Poisson—Prozess {N ](Bj), B € B(R?)} mit dem IntensitéitsmaR y; gegeben ist.
— Dabei konnen die Folgen {N(l),S{I),Sél), b {N(2),S§2),S§2), ...}, - .. so gewihlt werden, dass
sie ihrerseits unabhéngig sind.
— Damit sind auch die Poisson-Prozesse {N g )}, {N ](32 )}, ... unabhéngig.
e Aus Theorem 4.9 ergibt sich nun, dass das zuféllige ZdhlmaR {Np} mit Ng =Y 2| N g) ein Poisson—
Prozess mit dem Intensitdtsmafs y ist.
e Dariiber hinaus ergibt sich aus Lemma 4.1, dass durch die Folge {S;} von Zufallsvektoren mit

(s, falls N > 4,
S s falls N + N® > > N,
Si=1 :
S o wuen > falls N 44 NG >3 > NO 4 4 NG fiir ein j > 2,
o0 sonst

\

eine messbare Indizierung der Atome von {Np} gegeben ist, so dass (13) gilt. O
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4.2.3 Simulationsalgorithmus; Akzeptanz— und Verwerfungsmethode

Sei {Ng, B € B(R%)} ein Poisson—Prozess mit dem (diffusen und lokal endlichen) IntensitéitsmaR u, und seien
Bi,...,B, € M? paarweise disjunkte Quader mit der in (2) gegebenen Form, so dass u(B;) > 0 fiir jedes
1=1,...,n.

Um den Poisson-Prozess {Np} in der beschrinkten Borel-Menge C' = |JI_, B; zu simulieren, geniigt es zu
beachten,

e dass das zufillige Zahlmaf {JV B} mit Ng = N Bnc gemif Theorem 4.10 ein Poisson—Prozess mit dem
endlichen Zahlmaf f ist wobei z(B) = u(B N C),

e und dass man deshalb gemif Theorem 4.8 bzw. Korollar 4.2 wie folgt vorgehen kann:

Schritt 0 Generiere eine Realisierung von N¢ ~ Poi(u(C)).

Schritt 1 Falls No = k, dann generiere eine Realisierung des multinomial verteilten Zufallsvektors
(N1,...,Np) ~Mult(k;p1,---,pn),

wobei p; = u(B;)/p(C) fir jedes i =1,...,n.

Schritt 2 Falls (Ny,...,N,) = (ki1,...,k,), dann generiere

k1 unabhingige Zufallsvektoren 59), ey S,S) ~ u(-N By)/u(B),

k, unabhingige Zufallsvektoren S\™,. .., S,(c:) ~ u(-N Byp)/pw(Br),

wobei die Zufallsvektoren (S\",. .., S,S)), (8L .,S,(c:)) ebenfalls unabhiingig sind.

Beachte

e Seien (sg), e, 3211)), e, (sg”), .. .,s,(cz)) Realisierungen von (S’fl), .. .,S’,(;)), e, (Sf"), ... ,S,(c:b)).
e Dann ist die (nichtgeordnete) Menge {sgl), ey sgl), ey sgn), ey sgz)} von Punkten im R?¢ eine Reali-

sierung der Atome des Poisson-Prozesses {Ng} in der Menge C' = |J;._, B;.

Wenn die Anzahl n der Quader By, ..., B, € M? grof ist, aus denen die Menge C' = U, B; besteht, dann kann
die praktische Umsetzung der Simulationsschritte 1 und 2 mit einem grofien Rechenaufwand verbunden sein.

e In diesem Fall kann es effizienter sein, den Poisson-Prozess {Np} mit der folgenden Akzeptanz— und Ver-
werfungsmethode in C' zu simulieren.

e Diese Methode hat dariiber hinaus den Vorteil, dass das Gebiet C C R?, in dem Poisson-Prozess {Ng}
simuliert wird, eine beliebige beschrinkte Borel-Menge sein kann.

— Sei also C' € By(R?) eine beliebige beschrinkte Borel-Menge mit 0 < u(C) < oo, und sei
6 = (al,bl] X ... X (ad,bd]

ein (beschrénkter) d-dimensionaler Quader mit C' C C.

— Um den Poisson—Prozess {Ng} in der Menge C' zu simulieren, kann man nun gemé&f Theorem 4.10 wie
folgt vorgehen:
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Schritt 0 Generiere eine Realisierung von Ng ~ Poi(u(C)).

Schritt 1 Falls Ng = k, dann generiere so lange Realisierungen s1, s, ... der unabhéngigen Zufallsvektoren
S1,82,... ~ pu(-NC)/u(C), bis k der Pseudozufallszahlen s,..., s, in der Menge C liegen, wobei

nzryg?{#{i:siec,lgigj}zk}.
JZ

Schritt 3 Dann ist die (nichtgeordnete) Menge {s; : s; € C,1 < i < n} von Punkten im R? eine
Realisierung der Atome des Poisson—-Prozesses {Ng} in der Menge C.

4.2.4 Transformationssitze; radiale Simulation von homogenen Poisson—Prozessen

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei verschiedene Arten von Transformationen von Poisson—Prozesse im RY.

Fiir beliebige d,d' > 1 seien die Borel-Mengen E € B(R?) und E' € B(R?') gegeben.

e Auferdem sei T : E — E’' eine Borel-messbare Abbildung, d.h., es gelte

T !}(B)={2x€E: T(z)eB'}eB(E) VB e€B(E),

e wobei die Urbilder von beschrinkten Borel-Mengen beschrinkt seien, d.h., es gelte

T }(B') € Bo(E) VB e€By(E).

Beachte Sei {Np, B € B(E)} ein beliebiges Zdhlmaf in E mit dem Intensitdtsmf p : B(E) — [0, 00]. Man
kann sich leicht iiberlegen, dass dann durch den Ansatz

Ny = Np-1gy VB € B(E) (15)

ein zufélliges Zahlmafi {Ng,, B' € B(E')} in E' gegeben ist, wobei das Intensitdtsmaf ' : B(E") — [0, o0]
von {Ng, } gegeben ist durch

(15)

(B =ENp ‘© ENp-1(p) = u(T"Y(B)) VB e€B(E). (16)

Theorem 4.12 Sei {Np, B € B(E)} ein Poisson-Prozess in E mit dem (diffusen und lokal endlichem) Intensi-
tatsmaf .

e Dann ist das in (15) gegebene zufillige Zihimaf {Ng,, B' € B(E')} ein Poisson—Prozess in E', dessen
Intensitatsmaf ' durch (16) gegeben ist.

o Wenn {S;} eine messbare Indizierung der Atome von {Np} ist und wenn die Abbildung T : E — E'
eineindeutig ist, dann ist durch

S =T'(S:) (17)
eine messbare Indizierung {S}} der Atome von {Ng,} gegeben, wobei die Abbildung T’ : EU{oo} — E'U{co}
gegeben ist durch

T(z) = T(z), fallsze€E,
00, falls x = oo.
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Beweis
L] Offenbar gllt NI = NT—I(BI) ~ POI(M(T_I(BI))

e Wenn Bj,...,B! € BY(E') paarweise disjunkte Borel-Mengen sind, dann sind auch die Urbilder
T-1(By),...,T71(B!) paarweise disjunkt und die Zufallsvariablen

.ZVIB/1 =NT—1(B’1) geee ’N.IB’n =NT—1(B;)

sind somit unabhingig.

o Auflerdem ist die Abbildung S} = T'(S;) : & — E'U{oo} fiir jedes ¢ > 1 messbar, weil die Abbildungen
Si: 2> EU{oco} und TV : EU {0} — E'U {00} messbar sind, und es gilt fiir jedes B' € B(E')

NIB/ = NT—l(BI) =#{i: S; € Tﬁl(Bl)} =#{i: TI(Sz) € BI} .

e Also ist {T'(S;)} eine messbare Indizierung der Atome von {Ng, }. O

Beispiele Sei {Np, B € B(E)} ein homogener Poisson-Prozess in E = (0, 00) mit der Intensitit A = 1.
1. Sei E' = E = (0,00) und T(z) = 2.
e Dann ist {Np, } ein Poisson—Prozess in (0, c0).
e Das Intensitdtsmaf u' von { N, } ist absolutstetig beziiglich dem (1-dimensionalen) Lebesgue-Maf§
v1(- N (0,00)), wobei die Dichte gegeben ist durch
dy/ 1
& D=2
2. Sei E' = E x E und die Abbildung T : E — E x E sei gegeben durch T(z) = (z,2?).

e Dann ist die Folge {S;} der Sprungzeitpunkte des (Poissonschen) Zahlprozesses { Ny, t > 0} mit
Ni = N(g,5) eine messbare Indizierung der Atome von {Ng}.

Vz>0.

o Auferdem ist {S!} = {(S;,S?)} eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson-Prozesses
{Np } in (0,00)%,
e dessen IntensitéitsmaR yu' auf dem Funktionsgraphen {(x,z?) : x > 0} konzentriert ist.

e Beachte: Das heifit insbesondere, dass die Atome von {Ng,} mit Wahrscheinlichkeit 1 in einer
1-dimensionalen Teilmenge von (0, 00)? liegen.

Wir betrachten nun noch eine andere Art der Transformation von Poisson-Prozessen in R¢, mit deren Hilfe man
Poisson-Prozesse {Ng,} in hoherdimensionalen Riumen E' C R? mit d' > d konstruieren kann, so dass der
Tréager des Intensitdtsmafes y' von {Ng, } eine d'-dimensionale Menge ist.

Theorem 4.13

e Sei {Np, B € B(E)} ein Poisson—Prozess in E mit dem Intensititsmafl p, so dass u(E) > 0, und sei {S;}
eine messbare Indizierung der Atome von {Np}.

o Auferdem seim > 1 eine beliebige natirliche Zahl und Uy, Us, ...: Q — R™ sei eine Folge von unabhdangigen
und identisch verteilten Zufallsvariablen mit der Verteilung Py, die von {S;} unabhdingig sind.

e Dann ist durch
N'(BxC)=4#{i: (S;,U;) e BxC} VB e B(E), C € B(R™) (18)

ein Poisson—Prozess {Ng.} in E' = E x R™ mit dem Intensitdtsmaff u' = p x Py gegeben.
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Beweis

e Wir betrachten zunéchst den Fall, dass p ein endliches Maf ist.

— Dann konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die messbare Indizierung {S;} der Atome von {Ng}
durch (5) und (9) gegeben ist.
— Dann sind die Zufallsvektoren S, S5, ... mit S} = (S;,U;) unabhéngig, und es gilt

s 2 p it

— Aus Korollar 4.2 ergibt sich nun, dass durch den Ansatz
Np =#{i:1<i<N,Sie B} VB el&xR?)
ein Poisson—Prozess N, in E' = E x R™ mit dem Intensititsmaf§ u' gegeben ist, wobei
1(B)
w(E)
— Damit ist die Behauptung unter der zusdtzlichen Annahme bewiesen, dass p endlich ist.

e Wenn u ein beliebiges (diffuses und lokal endliches) Mafs ist,

— dann kénnen wir p' = p X Py als (abzéhlbar unendliche) Summe von endlichen Mafen g}, b, ...
darstellen

4 (B x C) = u(E)( x Py(C)) = u(B) x Py(C) VB € B(E), C € B(R™).

— und anschlieffend so wie im Beweis von Theorem 4.11 vorgehen. d

Beachte

o Ahnlich wie bei den zusammengesetzten Poisson-Prozessen in [0, 00), die in Abschnitt 2.2.2 eingefiihrt
worden sind, konnen die in Theorem 4.13 betrachteten Zufallsvariablen U; als ,Marken” der Atome S;
aufgefasst werden.

e Dabei sagt man, dass die Folge {(S;,U;)} der markierten Atome eine messbare Indizierung eines un-
abhingig markierten Poisson—Prozesses ist.

Mit Hilfe der Theoreme 4.12 und 4.13 konstruieren wir nun einen Algorithmus zur radialen Simulation von
homogenen Poisson-Prozessen im R?.

o Sei T1,T5,... : © — [0,00) eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit
T; ~ Exp(1) fiir jedes ¢ > 1,

e Fiir jedes A > 0 ergibt sich dann aus Theorem 4.12, dass durch

V B € B([0, 00))

ein Poisson-Prozess {Np, B € B([0,00))} in [0, 00) gegeben ist, dessen Intensitdtsmaf p absolutstetig ist
mit der Dichte

Vx>0.

e Dabei ist durch

eine messbare Indizierung {S;} der Atome von {Np} gegeben.
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o Auferdem sei Uy, Us,...: Q — [0, 27) eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
mit U; ~ U([0, 27)), die unabhingig von {7;} ist.

e Dann ergibt sich aus Theorem 4.13, dass {(S;,U;)} eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson—
Prozesses in [0, 00) x [0,2m) ist, dessen Intensitdtsmaft durch p x U(0, 27) gegeben ist.

e Die erneute Anwendung von Theorem 4.12 auf die Abbildung T : [0,00) X [0,27) — R? mit
T(s,u) = (scosu, ssinu) Vs>0,u€|0,2m) (19)

ergibt schlieRlich, dass {T(S;, U;) } eine messbare Indizierung der Atome eines homogenen Poisson—Prozessen
in R? mit der Intensitét \ ist.

Um einen homogenen Poisson—Prozess mit der Intensitéit A im Kreis B(0,r) = {z € R? : |z| < r} mit Radius
r > 0 zu simulieren, kann man also wie folgt vorgehen:

Schritt 0 Generiere die Pseudozufallszahlen t1,1s, ..., 1,y gemaf der Verteilung Exp(1), wobei

Schritt 1 Generiere die Pseudozufallszahlen w1, us, ..., Uy () geméf der Verteilung U(0, 27).

Schritt 2 Berechne die Pseudozufallsvektoren (si,u1), ..., (Un(r), Un(r)), Wobei

Vi>1.

Schritt 3 Transformiere die Pseudozufallsvektoren (s1,u1), .. ., (tn(r), Un(r)) mit Hilfe der in (19) gegebe-
nen Abbildung T : [0, 00) x [0,27) — R2.

Schritt 4 Generiere so die Realisierung T(s1,u1), .- ., T(Un(r), Un(r)) eines homogenen Poisson—Prozesses
mit der Intensitit A im Kreis B(0,r) = {z € R? : |z| <r}.



