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[ 1 Motivation ]

Netz von , Messstellen” innerhalb Netz von , Messstellen® innerhalb
Bayerns Bayerns nach der Entclusterung
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1 Motivation 2

Differenzenkarte
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[ 2 Notation ]

Ein Zufallsfeld ist eine zufillige Funktion {Z(z,w) : = € R?,w € Q}, die sowohl
von den Punkten z € R? als auch von den Elementarereignissen w € €2 abhingt

und zwar so, dass
— Z(x,-) eine Zufallsvariable und

— Z(-,w) eine Realisierung der zufilligen Funktion ist.

Die Realisierung einer zufilligen Funktion wird in der Geostatistik als
regionalisierte Variable aufgefasst und vereinfachend als z(x) bezeichnet.

Ein Zufallsfeld heiBt stationdr (isotrop), wenn die Charakteristiken des
Zufallsfeldes gegeniiber Verschiebungen (Drehungen) invariant sind.

Sei W C R? das Beobachtungsfenster.

Es gebe nun z1,...,z, Messstellen mit x; € W,:=1,...,n, und
z(x1),...,2(xn) seien Messwerte in diesen Stellen.
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[3 Versicherungsdaten ]

Die Daten stammen aus der Kfz-Haftpflichtversicherung (VKB).
Insgesamt: 20.000 Datensatze.

Ein einzelner Datensatz besteht aus Angaben zu 40 Variablen.

e Versicherungsbestand: 10.000 Datensidtze, die 1999 aus dem Gesamtbestand
willkiirlich ausgewahlt wurden.

e Stornobestand: 10.000 Datensatze, die ebenfalls willkiirlich aus dem Bestand
der in Jahren 1996/1997/1998 stornierten Vertrage ausgewidhlt wurden.
Der Stornobestand wurde in Teilstornobestidnde mit dem Jahr der Kiindigung
1996, 1997 und 1998 unterteilt.
Die Teilstornobestande wurden zusatzlich nach dem Eigenheimstatus der
Versicherungsnehmer sortiert: in Nichteigenheimbesitzer (NE) und
Eigenheimbesitzer (E).
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3 Versicherungsdaten 5

e Es hat eine Bereinigung der Daten stattgefunden mittels

— Entfernung der fehlerhaften Datensitze (beziiglich der Variablen PLZ,
STODAT1, KZEHB1),

— Entclusterung in den GroBraumen Augsburg, Miinchen und Niirnberg, indem
bestimmte Postleitzahlengebiete gestrichen wurden.

e Riumliche Informationen wurden aus der Postleitzahl mit Hilfe von
GauB-Kriiger-Koordinaten gewonnen, die (x, y)-Koordinaten der so genannten
Messstellen.

e Die Untersuchungen wurden beziiglich des Merkmals
(relative Haufigkeit je Einwohner)x10.000

durchgefiihrt.
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{4 Ordinary Kriging (OK)}

Interpolationsverfahren, das nach dem siidafr. Geostatistiker D. G. Krige benannt

wurde.

e Ziel: Schitzung des Merkmals Z(xg) an Stellen zg € W, an denen nicht
gemessen wurde, wobei die Information iiber die rdumliche Korrelation der
Messdaten genutzt werden soll.

e Modellannahmen: Es liegt eine Realisierung eines intrinsisch 2. Ordnung
stationaren Zufallsfeldes vor, d.h.,

E(Z(z+h)— Z(z)) =0, Vz,z+ h € R2,
Var(Z(z + h) — Z(z)) =E ((Z(w—l—h) — Z(w))Q) =2v(h), Vz,z+hecR?%

Sei das (theoretische) Variogramm ~(h) = %]E ((Z(a: + h) — Z(m))2> bekannt.
AuBerdem sei E (Z(z)) = p, p unbekannt, Vo € R2.

Universitat Ulm E. Graf
Abteilung Stochastik Oktober 2002




4 Ordinary Kriging (OK) 7

e Die Form des Schatzers ist gegeben durch
Z(xo) — Zg'LZ(x’L)a
i=1

wobei g; (noch zu ermittelnde) Gewichte sind.

e Der Schiatzer soll folgende Giiteeigenschaften erfiillen

— er soll erwartungstreu sein, wobei
n n | n
E(Z(x0)) =E ) giZ(zi) =» gin=p <> » g =1,
i=1 i=1 i=1

— die Varianz des Schitzfehlers
02 = Var(Z(z0) — Z(z0)) = E ((Z(mo) - Z(wo))2)

soll minimal sein.
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4 Ordinary Kriging (OK) 8

Somit liegt ein Optimierungsproblem der Form

)
2 _
O-S —
< = - '21 '21 9i9;7(®i — x;) + 2 '21 g9iv(zi — zo) —7(0) — min
1=1 7= 1=
Zl g = 1 (Nebenbedingung) ,
\ 1=

vor, das mit der Lagrange-Optimierungsmethode gelost werden kann.

1. Die Lagrange-Funktion ist dann gegeben durch

n n n
L(g1,---,9n,l1) = - '21 _21 9i957(xi — xj) + 2 -21 giv(zi — o)
1—=1 7= 1=
—(0) — 211(_21 gi — 1)

mit dem Lagrange-Multiplikator [;.
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4 Ordinary Kriging (OK)

2. Nun miissen die partielle Ableitungen von L beziiglich g1,..., gn,l1 gebildet und
gleich 0 gesetzt werden. Dies ergibt die folgenden Ausdriicke:
Vi=1,...,n

n !
=2 > giv(®i —x5) + 2y(w; —w0) =2l = O,
j=1
n
— > 9iv(@i —zj) +hh = (zs —zo),
j=1
und
n

2 9i=1
i=1
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4 Ordinary Kriging (OK) 10

3. Das Gleichungssystem fiir das Ordinary Kriging setzt sich somit aus n + 1
Gleichungen mit n + 1 Unbekannten zusammen

( 0 oo (T — ) 1\ (g?K\ (7($1—$0)\

’Y(xn - wl) 0 1 ggK 7(53% — 330)

N 10 )\ix )\ 1)

n
= Z(xo) = > _ g% Z(ws).
i=1

Bemerkung: Das Variogramm wird vorher aus den Messwerten z(z1),...,z(xn)
geschatzt. An das geschatzte Variogramm wird dann das theoretische angepasst.
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[5 Schatzung des Variogramms)

Mit

Yij =

(z(a:z) — z(xj))2

2

Y

,3=1,...,n, z;,x; € W

kann die Verschiedenheit von zwei Messwerten beschrieben werden.

Das Eintragen von (|z; — x;,7;), V4,5 = 1,...,n, in ein Koordinatensystem liefert

eine Variogrammwolke.

(2(x+h)-z(x)*
2

A

||

Variogrammwolke

RSIT4:
N,
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12

Sei h € R? der Abstandsvektor zwischen zwei Messstellen, K € N, L > 0,
Hr ={h:|h|€ (%(k —1); %k]} mit k € {1,..., K} und ng € N ist die Anzahl der
Punktepaare der Klasse $;, dann wird

YO =S (a) — 2()’

2n
ko 5{1,...,n}

als das empirische Variogramm bezeichnet.

Y ()

> |h|
Hy Hy Hy Ha Hs He Hq Hg Hy Hi

empirisches Variogramm
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[6 Variogramm-ModeIIe]

o Nugget-Effekt-Modell

0, fir|h|=0
ﬂynug(h’) — 3 b > 07
b, fiir |h| > 0

e exponentielles Modell

h
q/emp(h):b(l—exp{—% ), a,b> 0,

e spharisches Modell

3
p(3Rl IRy e 0 < || <
'Ysph(h): (2a 2a3) ur _| |_a , a,b>0,

b ,  fur |h| > a

e GauB-Modell ,
_ h|
’Ygauss(h)—b(l_exp{—aT}), a,b > 0.
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[7 Variogrammanpassung]

Theoretische Variogramme werden an das empirische Variogramm angepasst. Die
Variogrammanpassung erfolgt durch

e Auswahl eines bekannten Variogramm-Modells bzw. einer Kombination von
Variogramm-Modellen,

e Festlegung der Gewichts- und Parameterwerte.
Zu beriicksichtigen sind

e Nugget-Effekt

e obere Schwelle (sill)

e Korrelationsreichweite (range)

e Anisotropien und Inhomogenitaten.
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7 Variogrammanpassung
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4.223-6.218
6.128 - 8.213
8.213 - 10.208
10.208 - 12.203
& | 12.203 - 14.198
I 14.198 - 16.193

L. I 16.193 - 18.188
B 18.188 - 20.183
| | Keine Daten

Kriging (Versicherungsbestand)
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[ ]0.63-2.435 [ ]063-2435

[ 2435-4.24 [ 2435-4.24
@ { [ 4.24-6.045 @ [ 424-6.045
s [}

[ 6.045-7.85 [ 6.045 - 7.85

, I 7.85 - 9.655 . k I 7.85-9.655
e Il 9.655-11.46 = Il 9.655-11.46
’ Il 11.46 - 13.265 ’ . Il 11.46 - 13.265
I 13.265 - 15.071 ! = : Il 13.265 - 15.071
. [ ] Keine Daten - [ ] Keine Daten
®

.
h ™

Kriging (Stornobestand 1996, NE) Kriging (Stornobestand 1998, NE)

Universitat Ulm E. Graf
Abteilung Stochastik Oktober 2002




18

Differenzenkarte (1996/98, NE) geglattete Differenzenkarte
(1996/98, NE)
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[8 Morphologische Operationen)

Dilatation/Minkowski-Addition

M B M®B

e Definition (Minkowski-Addition): M @ B={m +b: m € M,b € B}

o Intuitiver: M © B = {J,c 5 M
(My ist die um b verschobene Menge M)

e Die Dilatation entspricht der Minkowski-Addition mit gespiegeltem
strukturierenden Element.
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8 Morphologische Operationen 20

o > = o — =

o . = o . =

Erosion/Minkowski-Subtraktion
e Definition (Minkowski-Subtraktion): M & B = (M ® B)°
e Intuitiver: M © B = (\,cp My

e Die Erosion entspricht der Minkowski-Subtraktion mit gespiegeltem
strukturierenden Element.
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8 Morphologische Operationen 21

(Morphologische) Offnung
e Definition (Offnung): M oB= (M & B)® B
e Funktion: Entfernung kleinflichiger Bildstrukturen (Glattung des Binarbildes)

e Nebeneffekt: A(M) > A(M o B) und oft sogar A(M) > A(M o B)

(Morphologischer) Abschluss
o Definition (Abschluss): M e B= (M ® B)© B
e Funktion: Entfernung kleiner Einschliisse im Binarbild

e Nebeneffekt: A(M) < A(M e B) und oft sogar A(M) < A(M e B)
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{9 Adaptive morphologische (")ffnungJ

Problem bei Offnung: Der Anteil der schwarzen Phase wird im Allgemeinen kleiner.

Losung: Adaptive Offnung mit dem Ziel, dass der Anteil der schwarzen Phase sich
nicht andert.

Definition: M o4 B := (M & B) @ (ro - B) heiBt adaptive morphologische Offnung,
wobei durch die Wahl von rg € R der Betrag |A(M) — A(M o4 B)| zu minimieren ist.
(ro - B ist dabei die ro-fache VergréBerung des strukturierenden Elementes B.)

Bemerkung: Typischerweise wird als strukturierendes Element B eine Kreisscheibe
gewdhlt, d.h., B = b(o, 7).
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9 Adaptive morphologische Offnung 23

Distanzverteilungsfunktion: A 4(r) := A4(M' @ (r - B)), wobei M’ := M © B

e Eine effiziente Schitzung der Distanzverteilungsfunktion erfolgt dabei mittels

Distanztransformation des Binirbildes M.

Algorithmus zur Berechnung der adaptiven Offnung

1.

2.

Bestimme den Flachenanteil Ag von M

Berechne M’ := M © B (ebenfalls mittels Distanztransformation)

. Schitze die Distanzverteilungsfunktion A 4 () von M’

Bestimme rg so, dass |Ag — A4 (7¢)| minimal wird

Ausgabe: M’ & (ro - B)
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9 Adaptive morphologische Offnung 24
lllustration des Algorithmus
D(r) A
17T STt T e
AT
/
/
/
/
/
AT
0 —
0 1
(Ao bezeichnet den Flachenanteil von M, A; den von M’ und rg den
VergroBerungsfaktor fiir die adaptive (")ffnung.)
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Differenzenkarte (1996/98)
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[10 Zur Erinnerung: Statistische Signifikanztests]

e X sei eine reellwertige, normalverteilte Zufallsvariable.
Erwartungswert E X = p sei unbekannt und Varianz Var X = ¢ sei bekannt.

e Gegeben:
Einfache Zufallsstichprobe (X1, ..., X,) zu diesem Merkmal X, d.h., eine Folge
von unabhangigen Zufallsvariablen, die dieselbe Verteilung wie X besitzen.

o Ziel:
Konstruktion eines (zweiseitigen) statistischen Signifikanztests bzgl. des
Erwartungswertes der Zufallsstichprobe.
—> Ho:u=po soll gegen Hi:u#pug  getestet werden.

e Durchfiihrung:

Betrachtung der TestgréBe Z = £=£/n ~ N(0,1),

(o)

- n
wobei mit X = % >~ X; das empirische Stichprobenmittel bezeichnet wird.
i=1
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10 Zur Erinnerung: Statistische Signifikanztests 27

X —po n in einen kritischen Bereich K fallt.

e Hgp wird abgelehnt, falls Zg =
Dabei wird K so gewdhlt, dass die Wahrscheinlichkeit Hg abzulehnen, obwohl

Hy richtig ist, gleich einem vorgegebenen Wert o (Fehler 1. Art) ist, d.h.,

IP),LLO(ZO EK):a — K:(—OO,Za/Q)U(Zl_a/Q,OO),
wobei mit z, das g-Quantil der N(0, 1)-Verteilung bezeichnet wird.

¢ Resultat:
Test zum Signifikanzniveau (1 — «).

N

4z

a
2 2
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10 Zur Erinnerung: Statistische Signifikanztests 28

e Signifikanztest bzgl. des Erwartungswertes bei unbekannter Varianz:

Die unbekannte Varianz Var X = o2 wird aus der Stichprobe mittels
n —_—
5?2 = L S (X; — X)? (empirische Stichprobenvarianz) geschatzt.

n—1

=1

e Dadurch ergibt sich die TestgroBe T = 5’“‘\/5 ~tp_1.

e Die Hypothese Hyg : u = uo wird abgelehnt, falls

X —
TO — Tluo\/ﬁ

in einen kritischen Bereich K fillt.
e Bei einem Test zum Signifikanzniveau (1 — «) ergibt sich dieser Bereich zu

K = (_Oovta/2,n—1) U (tl—a/Q,n—la OO) )

wobei mit ¢, ,—1 das g-Quantil der ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden
bezeichnet wird.

e Bemerkung: Mit wachsendem Stichprobenumfang n strebt die ¢-Verteilung mit
n Freiheitsgraden gegen eine N (0, 1)-Verteilung.
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[11 Modellierung von Binarbildern als zufdllige abgeschlossene Mengen)

e Der schwarz markierte Teil eines Binarbildes wird als Realisierung einer zufalligen
abgeschlossenen Menge = innerhalb eines Beobachtungsfensters W aufgefasst.
Dabei ist = eine Zufallsvariable, deren Werte (unbeschrinkte, abgeschlossene)

Teilmengen des R? sind.

e Annahme: = sei stationdr, d.h., die Verteilung von = sei invariant gegeniiber
Verschiebungen des Koordinatensystems bzgl. des Ursprungs o.
Dann ergibt sich der Flachenanteil von = zu
_ElEnW|

wobei | B| das 2-dimensionale Lebesgue MaB der Borelmenge B C R? bezeichnet.

e Der Fliachenanteil p soll nun durch die Beobachtung eines binaren Bildes, d.h.,
einer Realisierung von = im Fenster W geschatzt werden.
Einen erwartungstreuen Schatzer erhdlt man durch den Ansatz

_ =N W|
pW) = =L
W |
Universitat Ulm E. Graf

Abteilung Stochastik Oktober 2002




30

[12 Statistischer Signifikanztest von hypothetischen Fléichenanteilen]

e Ziel: Es soll mittels eines statistischen Signifikanztests gepriift werden, ob ein
hypothetischer Wert p = pg fiir den Flachenanteil durch das beobachtete binare
Bild gestiitzt wird oder ob die Hypothese Hy : p = pg abgelehnt wird.

e Dazu wird die Varianz von p (W) betrachtet:

1
(W2

Var§ (W) = /R yw () (C(h) ~ p?) dn,

wobei vy (h) = |W N (W — h)| die Set-Kovarianzfunktion von W und
C(h) =P(o € E,h € E) die Kovarianzfunktion von = bezeichnet.

e Durchfiihrung des Signifikanztest mit Hilfe des ZGWS von Mase, 1982:
Sei W,, eine unbeschrankt wachsende Folge von Beobachtungsfenstern. Dann
gilt unter bestimmten Integrierbarkeits- und Mischungsbedingungen an =, dass

| VIWal (B(Wa) —p) =5 Z ~ N(0,0?),
mit

o2 = lim |Wn|Varﬁ(Wn):/ (C’(h)—p2) dh .
R2

n— o0
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12 Statistischer Signifikanztest von hypothetischen Flichenanteilen 31

e Da o2 unbekannt ist, muss ein konsistenter Schitzer fiir o2 gefunden werden,

d.h., gesucht werden Zufallsvariable &2, fiir die 52 = o2 gilt.
Dann ergibt sich unter Anwendung des Satzes von Slutsky, dass

AWn _
S PWn) =P 4 no .
On

e Ein Schitzer &2 fiir |W,,| Varp (W,,) kann mit Hilfe eines Schatzers fiir C(h)

gewonnen werden.

e Da = stationdr ist, lasst sich C'(h) schreiben als

C(h) = ElZN(E+h)NW,N(Wy, +h)]
B Wy 0 (Wi + h)

e Dann ergibt sich der folgende erwartungstreue Schétzer fiir C'(h)

Gy = [ENE TR AW (W + 1)
" (W 0 (Wy, + B)| |
Universitat Ulm E. Graf
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12 Statistischer Signifikanztest von hypothetischen Flichenanteilen 32

e Bemerkung: Falls = ergodisch ist, dann ist é;(h) ein (stark) konsistenter
Schitzer fiir C(h) fiir jedes h € R2.

e Diese punktweise Konsistenz lasst sich wie folgt verscharfen:

Unter bestimmten Integrierbarkeits- und Mischungsbedingungen an = gilt, dass

78 = L 1w (G ) = 52 W)

ein konsistenter Schitzer fiir o2 ist.

Universitat Ulm E. Graf
Abteilung Stochastik Oktober 2002




12 Statistischer Signifikanztest von hypothetischen Flichenanteilen 33

e Deshalb kann nun angenommen werden, dass fiir ein hinreichend groBes
Beobachtungsfenster WW die TestgroBe Z ndherungsweise N (0, 1)-verteilt ist mit

z=w|(pw /\// v () (B(h) — p(W)) dh.

e Die Hypothese Hy : p = pg wird abgelehnt, falls

Zo = [W|(B(W) —po) /\// w (h)(C(h) = 5>(W)) dh

in einen kritischen Bereich K fallt.

e Bei einem Test zum Signifikanzniveau (1 — «) ergibt sich dieser Bereich

wiederum zu

K = (—00,24/2) U (21-a/2,0) .
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Beispiele:

Jahre 1996/97| 1997 /98| 1996 /98| 1996 /97NE| 1997 /98NE| 1996 /98NE| 1997 /98E
PN, w In % 21.37 79.04 52.64 17.08 68.33 31.08 62.17
\/\7a\rﬁN,W 0.0361| 0.0233| 0.0240 0.0305 0.0421 0.0309 0.0493
Tabelle 1: Werte der Flachenanteile fiir die Differenzenkarten des Merkmals relative
Stornohaufigkeit.

TestgroBe| « 1996/97| 1997/98| 1996 /98|1996 /97NE|1997 /98NE|1996 /98NE|1997 /98E
0.01 + + = + £ £ —

Zo 0.05 ||—7.94#£| 12.474£| 1.10=| —10.78 £ 4.36 £ —6.13 £ 2.47 £
0.10 # # = # # # #

Tabelle 2: Werte der TestgroBe Zg und das Testergebnis zu pg = 50% fiir verschiedene

Signifikanzniveaus 1 — «a bei den Differenzenkarten des Merkmals relative Stornohaufigkeit.

NERSITAT

Universitat Ulm
Abteilung Stochastik

E. Graf
Oktober 2002




35

Jahre lo" 1996/97| 1997/98| 1996/98|1996/97NE|1997 /98NE|1996 /98NE|1997 /98E
0.01 Z = =
1996/97 | 0.05 ——— | —13.43 # | —7.22 # 0.91 = |  HkFkkEE ok | kol
0.10 + =+ —
0.01 # Z = =
1997/98 | 0.05 || 13.43 # — | 7.89# kK 2.23 A | REEEEEE 3.09 #
0.10 = - - ~
0.01 = + =
1996/98 | 0.05 722#| —7.89#| —— ek gk ke ke ke ke ok ok 5.51 F£ | ¥¥kkkkk
0.10 # %+ £
0.01 = Z Z
1996 /97NE| 0.05 || —0.91 = | ko | seokoeskokoesk — | —9.86F#| —3.22 | F¥wikkk
0.10 = -+ #
1997 /98NE| 0.05 || F¥**kkk | 9 23 A | Fkkkkskk 9.86 # E— 7.14#| 0.95 =
0.10 + + -+ —
0.01 7 Z Z
1996 /98NE| 0.05 || **&*skkk | Fkkkkdk® | _5 51 #£ 3.22#| —7.14# ————— | EEEEEEX
0.10 + + +
0.01 + —
1997 /98E | 0.05 || *kxksksks | _3 09 £ | ssksskskoks ¢ 4 4 8 ok ok ok _0.95 — |  kkkkskkk |
0.10 + —
Tabelle 3: Test auf Gleichheit zweier empirischer Fldachenanteile fiir verschiedene
Signifikanzniveaus 1 — « bei den Differenzenkarten des Merkmals relative Stornohaufigkeit.
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Boolesche Modell (simuliert)
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