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[ 1 Notation ]

Ein Zufallsfeld ist eine zufallige Funktion {Z(z,w) : z € RY,w € Q},
dabei bezeichnet

e /(z,-) Zufallsvariable, kurz Z(x)

e 7(-,w) regionalisierte Variable (Realisierung der zufalligen
Funktion), kurz z(z)

Sei W C R? das Beobachtungsfenster,

dann bezeichnen z4,...,z, die Messstellen mit x; e W, i1 =1,..., n,
und z(z1), ..., 2(z,) die Messwerte an den Messstellen.
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1 Notation 2

Ein Zufallsfeld heit streng stationar, wenn jede k-dimensionale
Verteilung von Z(z) invariant gegeniiber beliebigen Translationen im R?
ist, d.h. wenn gilt

P(Z(z1) < 21,Z(22) < 22,...,Z(xx) < 2x) =
P(Z(z1+h) <21,Z(z2 + h) < 29,...,Z(zk + ) < 21),

Vk € R, Vz1,...,2; € R? und Vh € RY.

Ein Zufallsfeld heiBt stationar 2. Ordnung (schwach stationar),
wenn gilt

E|Z(z+h)| = E[Z(z)] = m,

covlZ(x), Z(x+ h)] = E{Z(z) —m}{Z(x + h) —m}] = C(h).
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1 Notation 3

Ein Zufallsfeld heiBt intrinsisch stationar 2. Ordnung, wenn gilt

E[Z(x+h) —Z(x)] = m(h) =0
Var (Z(z+h) — Z(z)) = E[(Z(x + h) — Z(2))?] = 2v(h).

Theoretisches Variogramm:

1(h) = SE[Z (@ +h) — 2(@)]

Existiert die Kovarianzfunktion, so gilt

v(h) = C(0) = C(h).

NUR wenn das Variogramm durch einen endlichen Wert beschrankt ist, existiert eine
Kovarianzfunktion.
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[2 Simple Kriging}

Annahmen:
Das Zufallsfeld Z(z) ist stationar 2. Ordnung, d.h.

E[Z(x+h)] = E|Z(x)] = m,

cov|Z(z), Z(x + h)] = C(h)

und der Erwartungswert, sowie die Kovarianzfunktion sind bekannt.

Kriging-Schatzer:

Z*(CE()) = m + sz (Z(SBZ> — m)
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2 Simple Kriging 5

Der Schatzer soll erwartungstreu sein, d.h. es soll gelten

E[Z*(z0) — Z(z0)] = O

= m+ > wi (B[Z()] — m) — E[Z(zo)
1=1

m—i—Zwi(m—m)—m = 0.
=1

Des weiteren soll die Varianz des Schatzfehlers minimal sein.

Var (Z*(xg) — Z(x9)) = E[(Z%(xo) — Z($O))2]
= E[(Z*(z0) —m)? + (Z(z0) —m)* — 2(Z*(x0) — m)(Z(w0) — m)]
= ZZwiij(:ci — ;) + C(xo —xo)—2ZwiC(wi — )
i=1j=1 i=1
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2 Simple Kriging 6

Das Optimierungsproblem lautet:

{Zszw] —QZwZ i — o)} = min

=1 3=1

Die gesuchten Gewichte erhalt man durch das Losen des
Gleichungssystems

Z’LUjC(QZ‘i—LEj) — C’(wi—xo), z:l,,n

Die Varianz des Schatzfehlers:

o5k = E[(Z7(z0) — Z(20))*] = C(0) — sz‘C(fL’i — Zo)
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2 Simple Kriging 7

Charakteristische Merkmale von Z*(z) und 0% :
e Genaues Interpolationsverfahren: Z*(z;) = z(x;), Vi=1,...,n

e Die Varianz des Schatzfehlers nimmt an den Messstellenorten
x;, t=1,...,n, den Wert 0 an.
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[3 Kriging the MeanJ

Annahme:

Z (x) ist stationar 2. Ordnung mit unbekanntem Erwartungswert, aber
bekannter Kovarianz.

Erster Ansatz:

X ]‘ -
My = EZZ(%)
i=1

Zweiter Ansatz:

=1
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3 Kriging the Mean 9

Der Schatzer M* soll erwartungstreu sein, d.h. es soll gelten

EM*—m] = 0

E[ZwlZ(xz) —m] = Zwim—m

Anforderung an die Gewichte:

n
1=1
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3 Kriging the Mean 10

Das Optimierungsproblem mit Hilfe der Lagrange Funktion dargestellt
lautet:

L(w;,pu) = Var(M™ —m) + ,U(Z w; — 1).

Kriging System:

( Z?lejC(xi—xj)—l—u =0, firi=1,...,n

\ Z?:le — ]'
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3 Kriging the Mean 11

Beispiel (Nugget-Effekt):

Der Schatzer des Kriging of the Mean ist aquivalent zum arithmetischen
Mittel:

n 1 n
M* = iZ(x;) = — ) Z(z;) = Mj.
;w (z:) n; (z:) = M}
Folglich gilt:

e Wenn es keine Korrelation zwischen den Messstellen gibt, ist der

arithmetische Mittelwert der beste lineare erwartungstreue Schatzer
des Mittelwertes.

e Kriging of the Mean ist eine Verallgemeinerung des arithmetischen
Mittel Schatzers im Falle raumlich korrelierter Messstellen.
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3 Kriging the Mean 12

Frage:
Ist es zulassig zuerst mit Kriging the Mean den Erwartungswert zu

schatzen und dann diesen Schatzwert in Simple Kriging zu verwenden?

Antwort:
JA. = Ordinary Kriging
Es gilt ferner:

Zskm(To) = Zog (o) und

2 2 —2 2

OOk = Ogg T W 0k,

wobei w = 1—> 1"  wk.
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13

[4 Nicht-stationare Methoden]

In der Praxis erfullen manche Parameter nicht die stationare Hypothese.

Die bisher vorgestellten Methoden berucksichtigen keinen systematischen
Trend und wiurden so unakzeptable Resultate liefern.

Methoden, die einen systematischen Trend des Parameters
berucksichtigen:

e Universal Kriging
e External Drift
e Intrinsic random functions of order k

e Residual Kriging
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14

[5 Universal KrigingJ

Annahmen:
Die Zufallsvariable Z(x) 1aBt sich wie folgt zerlegen:

E[Z()] = miz)
Y(z) = Z(z)—m(x)
E[Y(z)] = 0

Z(x) = m(z) +Y(z),

wobei m(x) die deterministische Komponente ist und als Drift
bezeichnet wird und Y (x) die stochastische Komponente ist und als
Fluktuation bezeichnet wird.
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5 Universal Kriging 15

Annahmen an m(x):

m(z) = > afil@),

wobei fi(z), I =0,..., L, bekannte Funktionen sind
und a; unbekannte Koeffizienten, mit a; # 0 fur [ =0,..., L.

Es gilt fo(z) = 1.

Annahmen an Y (z):
Y (x) ist stationar 2. Ordnung mit E [Y (x)] = 0 und Kovarianzfunktion
C(h).
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5 Universal Kriging 16

Kiging-Schatzer:

Z* ($0) = Z ’UJZZ(CCZ)

Der Schatzer soll erwartungstreu sein, d.h. es soll gelten

E|[Z*(w0) — Z(zo)] = 0

= Z’wzm(ﬂ?z) — m(zo)

— Zal(z w; fi(x:) — fi(zo))-

[=0 1=1

Universitat Ulm Kathrin Kétting
Abteilung Stochastik November 2002



5 Universal Kriging 17

Universelle Bedingungen:

szfl(xz) — fl(xO)a furl:O,,L
=1

Sind die Universellen Bedingungen erfiillt, so gilt

Var (Z*(z0) — Z(z0)) = E[(Z*(z0) — Z(20))?]
= E[(Zin(xi)—Y(wo)ﬂ
= Yim1 2o wiw;Cli — x5) = 207 wiCl(w; — o) + Clwo — o).

Universitat Ulm Kathrin Kétting
Abteilung Stochastik November 2002



5 Universal Kriging

18
Kriging System:
C .
> i— wiC(z; — xj) + ZlL:O i fi(z;) = Clx; —xg), fliri=1,...,n
<
L Z?:l wjfl(xj) — fl(CCO) ﬁjrl:O,...,L
In Matrix Notation
C F W C
FT' o0 L4 f
Das Kriging System hat eine eindeutige Losung, wenn die
Kovarianzmatrix streng positive definit ist und die Matrix
F = (fo,...,fr) den Rang L+1 hat.
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5 Universal Kriging 19

Bemerkungen:

e Der Einfluss des Drift-Modells auf das Kriging hangt von der
Relation zwischen L+1 und der Anzahl n der Messstellen ab.

o Esgilt: Z*(z;) = 2(z;), firi=1,...,n.
o Ferner gilt: E[(Z*(z;) — Z(x;))?] = 0, furi=1,...,n.
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5 Universal Kriging 20

Schatzung des Drifts:
Unter der Annahme, dass die Koeffizienten a; zufallig sind, kann auch
der Drift als zufallig angesehen werden:

L
= Y Aifi(z) und E[A]] = q, firl=0,...,L.
Schatzer der Koeffizienten:

AF = AZ(x), firl =0,...,L
=1

Der Schatzer A;“O, lo = 0,...,L, soll erwartungstreu sein, deshalb

Z)\ filmi) = du,-
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5 Universal Kriging 21

Die Gewichte erhalt man durch das Losen des Gleichungssystems:

S0 N Cla —35) — Slo o fi(zs) = 0, firi=1,...,n

)

\ Z?:l )\.ljofl(x]) — 5”07 fur [ :O,...,L

Der Lagrange Parameter p;,;, druckt die Kovarianz zwischen zwei
Driftkoeffizienten mit Indices [y und [ aus.

Geschatzter Drift am Ort zg :

M*(zo) = Y Af fiwo)
=0
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5 Universal Kriging 22

Annahme:
Kovarianzfunktion von Y (z) = Z(z) — m(x) ist unbekannt.

Theoretische Variogramm: v(h) = iE[(Y (z 4+ h) — Y (z))?]
Berechnung des empirischen Variogramms:

. —_ a‘;- 2
e Plotten der Variogrammwolke mittels «y;; = (y(z:) 2y( i)

e Variogrammwolke in Klassen von h = x; — x; unterteilen und fur
jede Klasse den Mittelwert berechnen.

Erster Ansatz:

L
R*(z;) = Z(2;) — M*(z;) = Z(w:) = Y _ Af fi(x)
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5 Universal Kriging 23

Zweiter Ansatz: lterative Prozedur

1. Bestimmung der Art des Dirifts.

2. Mit Hilfe eines theoretischen Variogramms die Driftkoeffizienten

bestimmen.
3. Berechnung des empirischen Variogramms.

4. Vergleich von theoretischem und empirischem Variogramm.
Wenn Kurven gut tibereinstimmen = STOP.
Andernfalls die Prozedur vom 2. Schritt an mit einem neuen
theoretischen Variogramm wiederholen.
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