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[1 EinIeitungJ

bisher: Verschiedene Methoden der stochastischen Extrapolation
(Kriging)
Die einfachste Form ist die des Simple Krigings.

heute: deterministische Herangehensweise
— Vorstellen einer deterministischen Extrapolationsmethode
— Simple Kriging als Spezialfall der radialen Extrapolation

Ergebnis: Unter gewissen Voraussetzungen fallen die Resultate des
Simple Krigings mit denen der det. Extrapolation zusammen.

Anwendung: Einige Simulationen der Extrapolation zu gegebenen
Testdatensatzen
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1 Einleitung 2

Standardproblem in den Geowissenschaften:

(kleinster gemeinsamer Nenner des analytischen und stochastischen Ansatzes)
Man fiihrt Messungen an verschiedenen Stellen durch; aus den
Messwerten soll ein Wert fiir eine andere Stelle ermittelt werden.

(— Extrapolationsproblem)

Formal:

Es sei Z(x) eine nicht notwendigerweise zufallige Funktion,

Z : D C R = R, wir nehmen n Messungen in D C R? mit Messwerten
in R

{z1,...,2,} C D, Menge der Messstellen

und {z1,...,2n}, Menge der Messwerte dh. es gilt
Z(xi)=2 VYV1<i<n
gesucht: erwarteter’ Messwert z zu einem z € D\ {z1,...,Z,}.
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[2 deterministische ExtrapolationJ

Annahme: Es gibt eine Funktion Z : D C R? — R, so dass die
Messwerte Auswertungen von Z an den Messstellen sind.

Versuch, diese Funktion aus den Daten zu rekonstruieren oder
anzunahern.

Forderung an die Funktion Z:

— gewisse Gladtte

— die exakte Interpolation an den Messstellen, dh.
Z(x;) =2z V1<i<n
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3 Radiale Extrapolation 4

[3 Radiale ExtrapolationJ

Bei unregelmaBig verteilten Messstellen bietet sich ein radialer
Extrapolationsansatz an.

Definition 1 (Radiale Basisfunktion)
Eine Funktion ® : R® — R heiBt radial, falls eine Funktion ¢ : R, — R
existiert, so dass gilt

®(z) = o(|lz]])

d
mit z € R und ||z|| = \ > il
1=1

Anschaulich: allein die Lange des Vektors x bestimmt den
Funktionswert von ®(x)
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3 Radiale Extrapolation 5

Wir approximieren die gesuchte Funktion Z(x) durch
Linearkombinationen der Verschiebungen einzelner radialer Funktionen.

Z(z) = Za]@(x —z;), €D
j=1

Dabei heien die Koeffizienten a; die Gewichte der Basisfunktion.

Exakte Extrapolation der Messstellen fiihrt zu folgenden zusatzlichen
Bedingungen:

A

Z(zj) = z; Va,
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3 Radiale Extrapolation 6

n

Obige Gleichung in Matrixnotation mit A := (®(z; — :ck))j b1

z:=(21,22,...,2n)" € R sowie a := (a1,as,...,a,)" € R" fiihrt zu:

und

Aa =z
mit der Forderung, dass die Funktion ® positiv definit ist, dh.
2'Az =2 (®B(z; — xk);\fk:l) z>0 VzeRY\ {0}

fir alle Mengen mit endlich vielen Vektoren {x1,z2,...,xn} € R™.

Es sind eine Reihe von pos. definiten radialen Basisfunktionen bekannt.
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3 Radiale Extrapolation 7
[3.1 einige Basisfunktionen}
Die gebrduchlichsten radialen Basisfunktionen sind:
surface  (r) = r?"~1 n €N
thin plate  (r) = r*"logr n €N
multiquadric  o(r) = (r2 + ¢2)1/2 ceR
shifted surface (1) = (r? + )"~ 1/2 neNceR
shifted thin plate  o(r) = (r* + ¢*)"log(r* + ¢*) mneN,ceR
shifted logarithm  o(r) = log(r? + c?) ceR
sandwell  ©(r) = r?(log(r — 1))
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3 Radiale Extrapolation 8

inverse multiquadric  ¢(r) = (12 + ¢2)~1/? ceR
Gaussian  ¢(r) = exp(—cr?) ce R,
exponential  ¢(r) = dexp(—1%) c,d € Ry

Die Funktionen der vorhergegangenen Folie sind allesamt monoton
wachsend in 7, die dieser Folie fallend bei wachsendem r.

Eine Extrapolation mit fallenden Funktionen erscheint einleuchtender
(der Einfluss weit entfernter Messwerte ist gering), aber auch die
anderen radialen Basisfunktionen kénnen brauchbare Ergebnisse liefern.
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3 Radiale Extrapolation 9

[3.2 Problem bei der praktischen Anwendung}

Suche nach der ideale GroBe des Tragers der radialen Funktion
— Matrizen A zu kompakten Tragern leicht zu invertieren

— Matrizen zu globalem Trager haben i.a. bessere
Approximationseigenschaften

Theorie der radialen Basisfunktionen:
— Optimale Wahl der Messpunkte

— Bestimmung der Approximationsgiite in Abhangigkeit von der
gewahlten Funktion ® und der Anzahl und der Verteilung der
Messstellen z;

Das soll hier unbehandelt bleiben.
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[4 Wiederholung: Simple KrigingJ

In der bekannten Notation sei Z(w, x) ein zufalliges Feld, unser
Beobachtungsfenster sei D C R%.

Das Verfahren des Simple Kriging setzt Stationaritdt 2. Ordnung voraus,
dh. mit h € R%:

E [Z(z+h)| =E [Z(z)] =: p,
Cov|Z(x+h),Z(x)] = C(h)
mit bekanntem Mittelwert und bekannter Kovarianzstruktur.

ObdA. sei i = 0 (sonst betrachte Y (z) = Z(x) — E Z(x)).
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4 Simple Kriging 11

Man schatzt den Funktionswert an einer Stelle 2z durch
A n o n
Z(x)=p+ Y NZ() —ul "= ) AZ(x))
j=1 j=1
und die Gewichte \; werden bestimmt aus der Gleichung

Z)\jC’(a:i —z;)=Cz—z;)) V1<i<n
j=1

(vergleiche Vortrag 2)
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4 Simple Kriging 12
Weitere Voraussetzung: die Kovarianzfunktion C'(h) sei positiv definit
(normalerweise ist das keine groBe Einschrénkung).
In Matrixschreibweise mit
C = (C(x; - xj))zn;jzlv
¢ = (C(.CC o wl)a C(LU o 332), S C(ﬂ? R xn>)t
und A = (Aq,...\,)" ergibt sich fir
Z?Zl NC(z; —z;)=Cz—z;)) V1<i<n
folgendes:
Ch=c
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4 Simple Kriging 13

CA =c
= A = C ¢, C~1 existiert, da C pos. definit
= X =(C! )t
=< ('
— ¢ ()

1 da C' symmetrisch

C~
= Z(zg) =c' C” 1( Z(@1), ..., Z(wn))"
C~

Lz, ., 20)

Auf dieses Ergebnis werden wir noch spater zugreifen miissen.
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[5 Berechnungen im det. ModeIIJ

Wir haben gesehen, dass die Extrapolation mit radialen Basisfunktionen
folgender Form geniigt:

& Z(z) =dla
Hierbei ist ¢ = (®(z — z1),...,P(z — z,))".
Weiter gilt (da A a = 2):
Aa =2z

= a =A1z A~ existiert, da A pos. definit
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5 Umformungen

15

Setzt man das Ergebnis in Formel zur Berechnung der approximierenden
Funktion ein, so erhalt man:

Z(z) = ¢t A 2

und wenn man das mit | Z(z) = ¢t C1

| -

vergleicht, so stellt man Ahnlichkeiten fest:
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6 ErgebnisJ

Funktion der Abstand
Vorhersage | = Hniction der ABSTANAE I Matrix—1

Messwerte

zwischen x und z;

Ist C(h) positiv definit und gilt C'(h) = ®(h), so stimmen die Resultate

von Kriging und rad. Extrapolation tberein.

= Aufgaben des Simple Krigings auch mit deterministischen Methoden

|6sbar

Die radiale Extrapolation ist auch ohne die Stationaritdt zweiter

Ordnung anwendbar, i.a. stimmen die Ergebnisse nicht mit denen des

Krigings tberein.
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6 Ergebnis 17

Also ist die Methode des Simple Krigings ein echter Sonderfall der
Extrapolation mit radialen Basisfunktionen.

In der Anwendung verwendet man oft den Krige-Ansatz, da die
Parameter der radialen Basisfunktionen nicht mehr bestimmt werden
miissen. Diese werden bei der Wahl der Kovarianzstruktur festgelegt.

Der deterministische Ansatz ist allgemeiner und liefert zum Teil auch

brauchbare Ergebnisse, wenn die Bedingungen des Simple Krigings nicht
erfiillt sind.
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[7 Anwendung}

Erstellen einer Funktion in R, die die Extrapolation vornimmt.

Aufruf:

radialFkt(daten, AnzExtrastellen, methode, paraml, param2)
e daten — Messdatensatz

e AnzExtrastellen — Anzahl der Stellen, an denen extrapoliert werden
soll

e methode — anzuwendende radiale Basisfunktion

e paraml, param2 — Parameter, mit denen die radiale Basisfunktion
aufgerufen werden soll
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7 Implementierung in R 19

Ablauf:
Berechnung eines gleichmaBigen Extrapolationsgitters

Berechnung der Abstande der Messwerte untereinander sowie von
der Extrapolationsstelle.

Berechnung der Gewichte

Erstellen und Ausgabe der Extrapolationen

Anwendung auf zwei Testdatensitze, denen ein Boolsches Modell
zugrundeliegt.

Aus vorhergegangenen Vortragen wissen wir, dass die Kovarianzfunktion
einem exponentiellen Modell folgen sollte.
(vergleiche Vortrag 4, 6)
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Anhang
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(1 Beispiel A|

Das Beispiel stammt aus dem Vortrag 4.

Hier werden die unterschiedlichen Radialen Basisfunktionen auf den
Testdatensatz angewandt.

— Testdatensatz
=™
-ﬂ max 1
I mean 0.439
I
— 410 Messwerte
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1 Beispiel A
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p(r)=r
min -0.141
max 1.132
mean 0.475
surface, n=1

o(r) =r?logr
min -0.3689
max 1.932
mean 0.478
thin plate, n=1

e

B °
d

p(r) =r°
min -0.635
max 3.091

mean 0.481

surface, n=2

p(r) = (r? + P1/?
min -0.194

max 1.236

mean 0.475
multiquadric, ¢c=0.5

Universitat Ulm

Seminar Stochastik

M. Michael
Januar 2003



1 Beispiel A 23
e(r) = (? +
w 1)-1/2
o(r) = (r2 +1)1/2 min -0.194
min -0.278 & max 1.236
max 1.446 _-.-H mean 0.475
mean 0.475 o | ‘ ‘ ‘ shifted surface,
multiquadric, c=1 0 ’ . n=1, ¢c=0.5
0] o p(r) = (7"2 +
o(r) = (r2 4 1)1/2 ﬂ Lylog(r? + 1)
min -0.278 min -0.391
o] E max 1.446 P max 2.053
" - _-.ﬂ mean 0.476 -.J 4 mean 0.478
| ‘ ‘ ‘ shifted  surface, e __— ‘ shifted thin plate,
0 T n=1, c=1 ST n=1, c=0.5
Universitat Ulm M. Michael

Seminar Stochastik

Januar 2003



1 Beispiel A
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@ (r) = log(r? + %)
min -0.030

max 0.993
mean 0.466 .
shifted logarithm,

c=0.5

@(r) = r2(log(r — 1))
min -0.369

max 1.932

mean 0.478
Sandwell

@(r) = log(r? + 1)
min -0.165

max 1.029

mean 0.469
shifted logarithm,
c=1
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1 Beispiel A

25

w(r)y = (r2 + e
O o o i
. o, =
min 0.004 e e M T
o] =
max 0.879 5;-.:“ s n
mean 0.333 = N WS =k
] m = i ‘-
inverse multiquad- - ‘
ric, c=0.5

o(r) =2 exp(—15)
min -0.128

max 1.094

mean 0.452

Exponential, c=15, d=2

p(r) = exp(—0.05-
7"2)

min -0.511

max 2.048

mean 0.196
Gaussian, ¢=0.05
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[2 Beispiel BJ

Das Beispiel stammt aus dem Vortrag 6.

Wieder werden die verschiedenen Radialen Basisfunktionen angewandst.

¥4 Boolean Model « 0 x

Testdatensatz,
min O

max 1

mean 0.332
413 Messwerte
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2 Beispiel B
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p(r) =r
min -0.116
max 1.103
mean 0.354
surface, n=1

p(r)

(r2 + %)1/2
min -0.155
max 1.121
mean 0.355
multiquadric,
c=0.5

150 4
@ 100 | ‘
) w
oA
T T T T T
0 50 100 150 200

150
w0 L]
N
0 50 100 150 200
A

o(r) =r?logr

min -0.46

max 1.37
mean 0.361
thin plate, n=1

o(r) = (r* +
1)1/2

min -0.195

max 1.14

mean 0.356
multiquadric, c=1
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2 Beispiel B

28

o(r) =
(,r_Q + %)—1/2
min -0.155

max 1.121

mean 0.355
shifted surface,
n=1, c=0.5

p(r) = (r* +
1) log(r® + 1)
min -0.469

max 1.375

mean 0.361
shifted thin plate,
n=1, ¢c=0.5

@ 100
) m
oA
T T T T T
0 50 100 150 200
A

© 100 -
N
0 50 100 150 200
A

o(r) =
(?“2 u 1)—1/2
min -0.194

max 1.14

mean 0.356
shifted surface,
n=1, c=1

p(r) = log(r? +
1)

min 0

max 0.988

mean 0.348

shifted logarithm,
c=0.5
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2 Beispiel B 29

p(r) = log(r? +

1) o (r) —
min -0.029 r?(log(r — 1))
“ max 1.003 ™ min -0.46
mean 0.349 » max 1.37
shifted logarithm, ‘ mean 0.361
c=1 D 50 ST Sandwell
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2 Beispiel B
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p(r) = (r* +
25)—1/2

min -0.213

max 1.442

mean 0.344
inverse multiquad-
ric, c=b5

p(r) =
2 - exp(— 15

min -0.083

max 1.084

mean 0.36
Exponential,
c=15, d=2

.
e, T

R

| et e

p(r) =
exp(—15 - 17)
min -0.133

max 1.088

mean 0.119
Gaussian, c=1/15
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