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(1 Notation]

e Ein Zufallsfeld ist eine Familie von Zufallsvariablen
{Z(z,w):z € RY,w e Q}, dabei ist
— Z(x,-) eine Zufallsvariable (kurz: Z(x))
— Z(-,w) eine regionalisierte Variable, d.h. eine Realisierung der

zufalligen Funktion (kurz: z(x))

e Sei D C R? das Beobachtungsfenster, eine konvexe, kompakte
Menge; meist ein Rechteck

e Es gebe nun z4,..., 2, Messstellen,
r; € Di=1,...n; z(x1),...,2(x,) seien die Messwerte an diesen
Stellen.
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1 Notation 2

Modellannahmen:

e Das Zufallsfeld Z(x) sei stationdr 2. Ordnung, d.h.,
E(Z(x)) =E(Z(x + h)) =m
E(Z(z 4 h) — Z(x))* = 2y(h)
Cov (Z(x), Z(x+ h)) = C(h)

C'(h) heiBt die Kovarianzfunktion von Z(x)
v(h) = sE(Z(z + h) — Z(z))* heiBt Variogramm von Z(z)
Es gilt:

v(h) = C(0) = C(h)

o Z(x) € C(D) fiir fast alle w € Q
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2 Motivation 3

(2 Motivation|

Gesucht: Ein Schatzer fiir die Variogrammfunktion:

() = %E(Z(as + 1) - Z(2))?

Matheron-Schatzer:

|x; —x;|~h

Die Berechnung erfolgt fiir h = hq, ..., h,q auf einem Gitter im R¢ mit m?
Gitterpunkten.
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2 Motivation 4

Ein naiver Ansatz, bei dem alle Paare Z(x;), Z(z;) durchsucht werden,
erfordert einen Aufwand von O(n2m¢?)

Mit Hilfe von bindren Suchbdaumen kann dieser Aufwand durch gezielte
Suche nach passenden Kombinationen auf O(n? + m?(n + log(n)))
reduziert werden.

Hier: Wir konstruieren einen Schatzer 4 und schlagen einen Algorithmus
zur Berechnung vor mit Aufwand O((n + log(m) + 1)m¢)

Idee: Konstruiere einen Schitzer C(h) fiir die Kovarianzfunktion C'(h)
und setze dann

A

i(h) = C(0) - C(h)
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3 Alternativdarstellung der Kovarianzfunktion 5

[3 Alternativdarstellung der KovarianzfunktionJ

Sei zur Vereinfachung m = 0. Dann gilt:

C(h) = E(Z(z)(Z(z +h))

- 57 (11) 1 Sy, A2+ 1) o

- 5 (11) 7 ]Em(!_h) 2(@)Z(x + 1) da

- 5 (11) — E/ Z(—2)lp(—2) Z(h — 2)Ip(h — z) da
= = & (200 * (Z@1h@) (1)

S. Wilke
November 2002



3 Alternativdarstellung der Kovarianzfunktion 6

( Fourier-Transformation |

Fiir | f| € L'(R?%) bezeichne

F{f(2)}(s) = / <9 £ (z) da

~—
-
-]
o

die Fouriertransformierte zu f(x

f—l{f(s)}(a}) = (2711_)d(p.v.)/ei<s,x>f(8) ds

die Inverse, dann gilt:

Fif(x) xg(x)}(s) = F{f(x)}(s) Flg(z);(s)
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3 Alternativdarstellung der Kovarianzfunktion 7

Damit gilt:

C(h) = cE[F H{F{Z()lp(z)} F{Z(—z)Ip(—z)}}(h)]

C

- - E /ez'<:c,s>}"{Z(x)I[D(x)}(s) F{Z(—z)p(—x)}(s) ds

R4

- G E [ < F 2@ (@)} (5) FAZ (@) Tp(a)}(—s) ds

R4

/N
)
R

N—r

mit
B 1
- DN (D —h)

wobei das uneigentliche Integral stets im Sinne des Cauchyschen

C.

Hauptwertes (principal value) zu verstehen ist.
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3 Alternativdarstellung der Kovarianzfunktion 8

Um daraus einen Schéatzer fiir C'(h) zu konstruieren, sind drei Schritte
notwendig:

1. Diskretisierung der Fourier-Transformation
2. Diskretisierung der inversen Fourier-Transformation

3. Vernachlassigen des Erwartungswertes
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4 Ein schneller Schatzer der Kovarianzfunktion 9

[4 Ein schneller Schatzer der Kovarianzfunktion}

Unter den oben gemachten Annahmen hat der Schitzer fiir h = (hy, .., hy) € R?
folgende Form:

h) D blwi,wj, h) 2 (w:) ()
mit |
[D|? (2N)%exp(—iN 0, hy)
DN (D — h)| n?(2x7)%m?

d m—1 m—1
b(xi,a:j,h) = exp(z’NZ(xi—xj)l) Z Z exp( Zml l_hl))

ma =0 deO
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4 Ein schneller Schatzer der Kovarianzfunktion 10

Fiir die Herleitung betrachten wir zur Vereinfachung den Fall d = 2.
Sei ein dquidistantes Gitter H,, gegeben mit m? Gitterpunkten
hij, 1,7 =0,...,m — 1, so dass

DN (D —hy) #0 Vhi; € Hp,

Sei S,, C [N, N]? ein dquidistantes Gitter mit m? Gitterpunkten

Sijy 4,7 =0,...,m — 1.

Ziel: Schatzen von C'(h;;) fir hy; € Hy,.
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4 Ein schneller Schatzer der Kovarianzfunktion

11

Schritt 1. Berechne:
. D| < .
Fo = 213" saericnes
n
k=1

~ / e <z Z(x) dx i,§ =
D
Die Berechnung erfolgt direkt mit Aufwand O(m?n).

Schritt 2. Berechne:

Fij = F(si) F(=si))
Aufwand: O(m?)

0,..

om—1
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4 Ein schneller Schatzer der Kovarianzfunktion 12

Schritt 3. Berechne:

m—1m—1

~ N . A
) = (27Cr)2 (2m )2 DD SR,

i=0 §=0

Y
Y

oo | EPCFZ@ @) FUZ@) (@)} s) ds

[_N’N]Z

C(hkl) k,l = O, ceey TN — 1

Q

mit

1
“TIDn(D-h)
Die Berechnung erfolgt nach Transformation des Integrationsbereichs auf

[0, 1]* und des Beobachtungsfensters D iiber Fast-Fourier- Transformation
mit Aufwand O(m?log(m)).
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4 Ein schneller Schatzer der Kovarianzfunktion 13

( Transformation |

Im letzten Schritt des Algorithmus berechnen wir

m—1m—1

hkl = Z Z z<sw,hkl>F

1=0 7=0

Fiir eine Auswertung iiber Fast-Fourier-Transformation bendtigen wir
jedoch eine Darstellung der Form

m—1m—1 3
hkl C 627ri<§ij,hkl>ﬁ1ij
1=0 7=0
mit gij = (%, %) < [O 1] hkl c {0 — 1}2
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4 Ein schneller Schatzer der Kovarianzfunktion 14

Substitution von s:
Substituiere

(VAR]
I
I

2N + 2
Dann ist

m—1m—1
~ . ~'._l A
O(hkl) _ OE E 612N<SZJ 27hkl>Fij
1=0 7=0

mlml

N
_ CG—ZN((hkl 1+(hkl 627T’L<SZJ, - >F7,J

1=0 35=0
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4 Ein schneller Schatzer der Kovarianzfunktion 15

Transformation von h:
Nach unseren Annahmen liegt hj; auf einem aquidistanten Gitter
[—a,a]® C R
. . . hi: N
Wir benétigen jedoch = € {0,...,m — 1}*

Betrachte deshalb folgende Transformation:

~ h+amm
=T(h) :=

h ( ) 20 N
N d

Damit transformieren wir das Beobachtungsfenster D:

D—D=T(D); z;— & =T(z;)
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4 Ein schneller Schatzer der Kovarianzfunktion 16

Dann hat der Schatzer

m—1m—1

C,(hkl) — (e 1V ((h)1+(hir)2) E E 627T’L<8zg, - F,z‘j

1=0 35=0

auf D die gewiinschte Form.
Beachte: Mit der Transformation von z; andert sich auch die GréBe Fj;

Aus C'(hi;) kénnen wir den gesuchten Schitzer C(hy;) durch
Riicktransformation gewinnen; es gilt:

~

C'(hi) = C(T 7" (hw))
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4 Ein schneller Schatzer der Kovarianzfunktion 17

Bemerkungen:
+ Schnelle Berechnung durch Aufwand O(m?*(log(m) +n + 1))

- restriktive Modellannahmen: Z(z) € C'(D) = keine Nugget-Effekte
modellierbar

- Schatzer nur sinnvoll, falls z; gleichmaBig verteilt sind auf D =
geclusterte Daten miissen bereinigt werden

- GroBerer Fehler durch numerische Quadratur
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18
[5 Implementierung: Fast-Fourier-TransformationJ
Ziel: Berechne
i N-1 |
fn — 6_27mn%fj; TL_O,. 7N_1 (1)
j=0
| V-l i
i = % e INf; j=0,..,N—1 (2)

n—

wobei die f; in vielen Fallen die Funktionswerte einer Funktion f an den
aquidistanten Stiitzstellen v; = < sind.

(1) heiBt diskrete Fourier-Transformierte von f, (2) heift Inverse
Fourier-Transformierte.
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5 Implementierung: Fast-Fourier-Transformation 19

Sei N eine Zweierpotenz. Dann fiihrt die Auswertung der diskreten
Fourier-Transformation auf einen rekursiven Ansatz:

Sei wy := e~ ~ eine N-te Einheitswurzel; d.h. (wy)Y = 1.
Dann gilt fiir n < % — 1:

N-—1 .
r . —2min-<
fn — € ij
j=0
N N
27! 24 2 2541
—2min3sl 2min<lI=
= € N faj E e N faja
J=0 7=0
N N
21 2~ ;
2min n —2min 1=
— e N2 fo: 4+ (wy) g € N2 fojat
7=0 7=0
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5 Implementierung: Fast-Fourier-Transformation 20
. . N .
Analog gilt fir n > 3
N-1 .
r —2min
Jn € N f;
7=0
N N
21 ; 2 ;
—2min L n —27in L
€ NP2 fo; + (wn) E € NP2 fajt
7=0 5=0
A1 A1
o i(n=(N/2)) N o i(n=(N/2)
e N2 fop — (wn)®T € N2 fajea
§=0 §=0
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5 Implementierung: Fast-Fourier-Transformation 21

Dabei kann man beide Summen wieder durch Fourier-Transformation der
Lange % berechnen.

Weiter gilt fiir N = 1:

0

fo = Ze—m-ofj = fo

n=0

Dadurch konnen wir jetzt die diskrete Fourier-Transformation vollstandig
rekursiv berechnen.
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5 Implementierung: Fast-Fourier-Transformation 22

Die Inverse Fourier-Transformation kann man direkt iiber die normale
Fourier-Transformation berechnen; es gilt:

fi =

Beachte: Die FFT wird iiblicherweise iterativ implementiert, um Speicher-
und Rechenaufwand zu sparen.

S. Wilke
November 2002



5 Implementierung: Fast-Fourier-Transformation 23

Im mehrdimensionalen Falle kann man die n-dimensionale FFT als n-fach
iterierte eindimensionale FFT berechnen:

N-1 N-1

¢ —27mi S Rl k]
Fiiny = oo Do e At p

1

N— N—-1 N-1
_2 .l n—1 . . _2 .. z_,n
11=0 tn—1=0 tn=0
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