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1.1 Motivation

e Statistische Untersuchung von planaren Punktmustern,
z.B.:

— Untersuchung der Verteilung von Pflanzen
— Untersuchung von Versicherungsdaten

— Untersuchung von porosen Materialien

e Statistische Aussagen uber den das vorliegende Punkt-
muster am besten modellierenden Punktprozess an Hand
der geschatzten Charakteristiken

e Statistische Beschreibung und Charakterisierung eines
Punktmusters
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1.2 Grundlagen

e Betrachtung eines Beobachtungsfensters W ¢ R? kom-
pakt, beschrankt (fir planare Punktprozesse)

e Beobachtungsfenster im allgemeinen Fall abgeschlos-
senes Rechteck

e Verwendung der Punkte x € W als Input zur Schatzung
bestimmter definierter Charakteristiken
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Poisson-Prozess Cluster-Prozess HardCore-Prozess

1.3 Beispiele von Punktmustern
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1.4 Minus-Sampling

e Schatzung mancher Charakteristika erfordert das Wis-
sen Uber Punkte in der Umgebung (z.B. Kreis mit Ra-
dius ) von Punkten z €¢ W

e Problem flur Punkte am Rand des Beobachtungsfen-
sters: gesamte Umgebung nicht im Beobachtungsfen-
ster enthalten, d.h. Randeffekte konnen auftreten

e Minus-Sampling: betrachte das erodierte Fenster
W =W eblo,r)

e Mit Minus-Sampling werden die Randeffekte kompen-
siert.
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[‘ ..|.. h(X)
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1.4 Minus-Sampling: Beispiel
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2. Intensitatsschatzung
e Basisschritt bei der Untersuchung von Punktmustern

e Intensitat ist die erwartete Anzahl von Punkten des
Prozesses pro Flache

e Intensitat \: gewisse Analogie zum Erwartungswert ei-
ner ZV

e Erlaubt Aussagen uber das erste Moment

e Intensitatsmall im homogenen Fall uninteressant
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2. Schatzer fur A\

e Sei ® Realisierung eines Punktprozesses mit n = (W)

o \: ﬁ erwartungstreu fur \

e In der Praxis werden aber auch Schiatzer fiir A2 bendtigt.

¢ )2 := "|(€V_|21) erwartungstreu fur Poisson-Verteilung (Ver-

wendung auch im allgemeinen Fall).
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3. Charakteristika 2-ter Ordnung

e Erlauben Aussagen uber Varianz und Kovarianz und zweite Mo-
mente

e \K(B) :=E(®(B\{0}) | 0)
o K(r):=K(b(o,7)) ,7>0

e MK (r) ist die erwartete Anzahl von Punkten von & in b(o,r) ohne
den Punkt o, falls o als ein Punkt der Realisierung vorausgesetzt
wird.

e K(r) ist die entsprechede normierte GroBe.

e L(r) = /22 >0

s

e L(r) gibt liber die Verteilung bezogen auf den Radius Auskunft.
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3.1 Schatzer fir K(r)

e Betrachten wir den Prozess & mit ® (W) = n und
X;eW, 1<1:<n den entsprechenden Punkten.

e Einfaches Verfahren zur Konstruktion von Schatzern:
Ersetze erwartete GroBen durch entsprechend gemes-
sene.

e Schatze AK(r) mit
k1(r) =1 5 oB(X;, )\ {Xi}) ,r>0
1=1

e Problem: Ein solcher Schatzer ist im Allgemeinen nicht
erwartungstreu.
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3.1 Schatzer fir K(r)

e LOsung: Schitze zundchst A2K(r) und dann \2 erwar-

tungstreu.
e Berechne dann %

e Voraussetzungen wie zuvor (P, n)

n . .
o ko(r) = _21 q’(b(XT’V?‘%\{Xz}) ,7 > 0 ist erwartungstreu
1=

e Problem: was passiert mit den Punkten
xreW  d(x,0W) <r?
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3.1 Schatzer fir K(r)

e Idee: betrachte nur die Punkte mitz € W : d(z,0W) > r
e Dies sind genau die Punkte = € W = W o blo,r).

e Die vorliegende Situation ist ein typischer Anwendungs-
bereich fur Minus-Sampling.

o ka(r)= T q’(b(ﬂfﬁ“)\{ﬂf})’
wE/VIv/ |W|

r > 0 erwartungstreu

e Problem: Informationsverlust fur groBe » bzw. kleine W
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3.1 Schatzer fir K(r)

n . .
e Wir leiten einen weiteren Schatzer aus ko> (r) = P O(X;,r)\{Xi})

i=1 Wi
her:
n b x;,T (33‘) n no1 o.Tr ('CU_'CU’I,)
WHOE M LR ol ol C e
=1 7=1 1=1 7=1
J7F=i ji

o Ersetze W durch Wy, N Wy,

o 1yom(Ti—x;)
o s(r)= ¥ 3 HenTE
=1 j=1 Tj )

j71

—_—

e Es gilt Erwartungstreue fiir \2K (r).
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Verdeutlichung der Situation bei k3
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3.2 Schatzer fiur K(B)
e Es gilt offensichtlich K(r) = K(b(o,1)).

e Konstruiere Schatzer in Analogie zu K (r) fur beliebige
Borel-Mengen B.

n n 1B(5’3'_$')

o K(B) = —

(B) = %, & W,y
JF

e Erwartungstreue fiir k(B) folgt analog wie bei k3.
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3.3 Schatzer fur L(r)

e Erinnerung:
L(r) =X >0,

T Y i

e Aus der Struktur folgt Verwendbarkeit der Schatzer fur
K(r).

e Schatze also L(r) = # v > 0.
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Anwendung des L-Schatzers L
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4. weitere Charakteristika

e Paarkorrelationsfunktion g(r)

e Spharische Kontaktverteilungsfunktion Hg(r)

e Ndchste-Nachbar-Abstands-Verteilungsfunktion D(r)

e J-Funktion
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4.1 Schatzverfahren fur die

Paarkorrelationsfunktion g(r)

o g(r) = S 2(7") ist normalisierte, infinitesimale Auftre-
tenswahrschelnllchkelt von Punkten eines Punktprozes-
ses an um r voneinander entfernten, festen Stellen.

e Berechne zunichst Schatzer fiir Produktdichte p(2)(r)
und \2

e Teile dann durch Schatzer fur )2

) = P2 (r)

o g(r 75
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4.1.1 Schatzer fir p(2)(r)

e haufig angewandtes statistisches Verfahren: Kernschatzer

. . - n N ke (r—d(xz;
e im isotropen Fall: p(r) = % ST h|(1§[/ éﬁé’xf))
=1 j;l i
71751

e dabei ist k;,(t) die sogenannte Kernfunktion
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4.1.2 Kernfunktionen

e Verwendung verschiedener Kernfunktionen, z.B.:

e Epanetschnikoff-Kern: e (t) 1= 1|_y, p; (t)4—3;b(1 — 2—22)

. ._ 1 t2 y_3
e Rosenblatt-Kern: r(t) := 1[—\/§h,\/§h](t)ﬁ(1 — 5h2)4\/§

Universitat Ulm Abteilungen Stochastik und SAI Franz Kiraly



Statistische Methoden fur planare Punktfelder
4.2 spharische

Kontaktverteilungsfunktion Hg(r)

e H,(r) ist die Verteilungsfunktion, die Auskunft tiber den
Abstand des nachstgelegenen Punktes von & vom Ur-
sprung gibt

o Hs(r) :=1—P(P(b(o,7)) =0), r>0

e Idee: betrachte den relativen Anteil der Flache im Be-
obachtungsfenster, der dadurch entsteht, wenn man
um jeden Punkt von & einen Kreis mit Radis r legt.

Web(o,r)NU,eq b(a,r)]
Web(o,r)] ’

o Hi(r) = r > 0 erwartungstreu
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Anwendung des Schatzers H;
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4.3 Nachste-Nachbar-Abstands-
Verteilungsfunktion

e Nachste Nachbar-Entfernung
(5($2) ‘= MiNgca |LC1 — $|

e Sei W, der Teilpunktprozess, fur den jeder Punkt einen nahen
Nachbarn besitzt, d.h. §(z) <rAzxz € ® gdw. xz € W,

e Idee: betrachte den Teil der Punkte im minus-gesampelten Be-
obachtungsfenster, die mindestens einen Nachbarn besitzen, der
naher liegt als r.

~ — V. (Web(o,r))
o Di(r) = gwasnory 720

e Di(r) ist lediglich asymptotisch erwartungstreu
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4.3 Schatzer fur D(r)

e Idee: betrachte zunachst den Schatzer Do(r):

) . Lwopior
* Dalr)i= 2 Wit o720

e D-(r) ist ein erwartungstreuer Schatzer fir AD(r).

V. (W oblo,r)) A

D )
TWabten 2

=\

e Konstruiere also Do(r) mit Da(r) =

e Schitze also D(r) mit Do(r) = 792}(’“)

e Problem: D>(r) nicht monoton, nicht strikt < 1
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4.3 Schatzer fur D(r)

e Guter bekannter Schatzer: Hanisch-Schatzer

e Betrachte dazu

N lweb(o,s()) (@) ) .
Dy = xg\ju Wob(o.0 ()] als Schatzer fiir AD(r).

e Schatzung von A mit den gleichen Daten:

S Lweb(o.0(x)) (%)
® \pg = xEZwr [Wob(o,6(x))]
D(r) st ein erwartungstreuer Schatzer fur D(r).

A

Universitat Ulm Abteilungen Stochastik und SAI Franz Kiraly



Statistische Methoden fur planare Punktfelder

Universitat Ulm

& &
+ el
o
+ o+ i
+
+ SR
4
Ly +
-+
Bl e
h i =1
2z
e ]
Punktprozess

Abteilungen Stochastik und SAI

Franz Kiraly



Statistische Methoden fur planare Punktfelder

Vergleich der Schatzer fur D(r)
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4.4 Schatzer fur die J-Funktion

e Erinnerung: J(r) := % mit r > 0, Hs(r) < 1

e J-Funktion gibt Aufschluss uber Anordnung der Reali-
sierung

e Verfahren wie bei L-Funktion: ersetze GroBen durch
Schatzer:

e Giite der erfolgten Schiatzung von J(r) hangt von D(r)
und Hg(r) ab
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5. Zusammenfassung

e Schatzer liefern Information uber das vorliegende Punkt-
muster

e Schatzer unterscheiden sich in ihrer Praktikabilitat und
ihren stochstischen Eigenschaften

e Meist kann ein Punktprozessmodell an Hand der Be-
rechnung mehrerer Charakteristiken identifiziert wer-
den, welches das gegebene Punktmuster “gut” beschreibt
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