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1 Markov-Ketten
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Definition 1.1

o (U, F,P) sei Wkt.-Raum und E := {1, ...,1} Zustandsraum (I € IN).

o Xo,X1,...:Q — E heist Markov-Kette : <
P(X, =in|Xn_1=tpn_1,...,. Xg =10) =P(X,, = i| X1 =
in_1) VneN, VipeE, k=1,..n undfalls
P(X,_1=tp_1,-..,X0 =19) >0

o PcR™ mitp;; =P(X, =j|X,_1 =1i) heiBt Ubergangsmatrix
der Markov-Kette (X, )nen
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Theorem 1.2 (Konstruktion von Markov-Ketten)
Fiir jede Markov-Kette existiert eine rekursive Darstellung, d.h. die X,
sind gegeben durch:

Xo bel.
X, = ®(Xp_1,Z,) VneN

wobei Z1,Zs, ... : 2 — D iid. und Xy unabhangig von Z+, Z>, ....
®: E x D — E heist Updatefunktion.

Weiter gilt fiir die Ubergangsmatrix P = (pij):

pij = P(®(i, Zpn) = J)
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Beispiel 1.3 (Random Walk)
Z1, 2oy ... : 2 — {—=1,1} seien iid ZV. Setze X, := 0,
X, :=X,_1+2Z, VYnecN. Theorem 1.2 = (X,) ist eine MK mit UM

P, wobei
pij = P(®(i, Z,) = j) = Bi + Z1 = j) = P(Z1 = j — i)
(05 j=i—1
=405 j=i+1
L0 sonst
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Definition 1.4
P = (p;;)(™) ¢ RIX! mit pq(;?) = P(X,, = j|Xo = 1) heiBt die n-stufige

Ubergangsmatrix der MK (X,,)nen, -

Definition 1.5

e Eine Markov-Kette (X,,)nen, heiit ergodisch :<
(n)
(%]
hangen nicht von i € E ab und bilden eine
Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Die Grenzwerte m; = lim p V) € E existieren, sind positiv,
n

o 7= (my,...,m) " heiBt Grenzverteilung von (X,)nen, .
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Theorem 1.6

Sei (Xn)neN, eine ergodische Markov-Kette.
= 1 ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion, die das LGS

7l =x'P
eindeutig [ost.

Spiter interessieren wir uns fiir MK (X,,)nen, bei denen die " Zeitachse”
umgedreht wird, d.h. es gilt:

~ ~

]P)(XO p— 7/on1 — 2'17 ”.,Xn f— /I”I’L) — ]P(Xn f— ZOan—l — 7:17 ...,XO — Zn)
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Definition 1.7
Sei (X,)nen, eine ergodische MK mit UM P = (p;;) und stationarer
Grenzverteilung m = (1, ...,m) . Dann heiBt die (ergodische) MK
(Xn)neN mit UM P = (pij) gegeben durch

. T

Pij = W—ijq;

die zeitinverse MK von X.

Definition 1.8
Gilt P = P, dann heiBt die MK (X,,)nen, = (Xn)nen, reversibel.
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Beispiel 1.9
Ubergangsmatrix der MK (X,,):

0.5 0.5 0
P = 0 0 1
00 0 0.5

= 7= (0.4,0.2,0.4) " und von X,,:

0o 0 0.5
P=]1 1 0 0
0 0.5 0.5
d.h. (X,,) ist nicht reversibel.
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2 Markov-Chain-Monte-Carlo-Simulation

(MCMC)
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Motivation

Erzeugung synthetischer Daten als Ersatz fiir bzw. zur Erganzung von

experimentellen Daten.

Grundlage hierfiir sind stochastische Simulationsalgorithmen, die sog.
Pseudozufallszahlen generieren, welche einer gewiinschten Verteilung

folgen.

Bei der MCMC-Simulation nutzt man hierfiir Gleichgewichtszustande

der zugrundeliegenden Markov-Kette.

Universitat Ulm Simulation und Bildanalyse in JAVA Fabian Niebling

Abteilung Stochastik Perfekte Simulation Markus Schierle
Seminar Januar 2004



13

Prinzip

1. Konstruktion einer Realisierung einer Markov-Kette X, X1, ...
(a) mit Zustandsraum E
(b) einer ergodischen Ubergangsmatrix P

(c) einer Grenzverteilung .

s d . .
2. Dann ist fiir groBes n: X,, ~ m naherungsweise!
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Bemerkung 2.1

Man hat die Frage zu untersuchen, wie lange obige Simulation laufen
muss, bis die Ndherung in einem (noch) zu definierenden
mathematischen Sinne gut genug ist.

Einen Ausweg bietet die sogenannte
perfekte Simulation

bei der die Ausgabe der Simulation genau nach 7 verteilt ist.

Grundlage des bekanntesten Vertreters der auf MCMC-Methoden
basierenden Algorithmen ist die Kopplung von Markov-Ketten
(" Coupling™ ), weshalb wir diesen Begriff prazisieren.
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Theorem 2.2
o Vor.:
— Vi € E sei eine ergodische Markov-Kette X () gegeben durch:
X9 = &(zy,, UD), falls X'V | = 2y

wobei U(Y) = (Ul(i), UQ(i), ...) eine Folge von unabhingigen und
0, 1]-gleichverteilten ZVen ist.

— Die Innovationenfolgen (U ,Ez)) LeN Seien unabhangig Vi € E.

e Beh.:

. . . : 1 l
— Fiir die sog. Kopplungszeit T := min{n > 1: xM=..= Xq(@)}
gilt:
Plr<o) =1
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3 Propp-Wilson, Coupling-From-The-Past
(CFTP)
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3.1 Wiederholung und Spezialfille

Vor.:
ergodische MK mit Ubergangsfunktion ®, so dass X}, = ®(X;_1, U).

Motivation:

e |dee: Starte die MK im Zeitpunkt —oo. Dann ware sie zum

Zeitpunkt 0 im Gleichgewichtszustand.
e Problem: "technisch” nicht machbar.

e Losung: Coupling-From-The-Past

Universitat Ulm Simulation und Bildanalyse in JAVA Fabian Niebling

Abteilung Stochastik Perfekte Simulation Markus Schierle
Seminar Januar 2004



18

Algorithmus 3.1 (CFTP)
1. Setzet := —T1 und generiere U = (U_p,+1,...,Up).

2. Starte eine Markov-Kette im Zeitpunkt t in allen Zustanden 1 € E
und entwickle bis zum Zeitpunkt 0 unter Verwendung derselben
Innovationenfolge U V1 € E':

ngi) = (I)(xq(@i)—la U)
Die Pfade verschmelzen also, sobald sie sich einmal getroffen haben.

3. Wenn sich alle Pfade zum Zeitpunkt 0 in xo € E getroffen haben:
STOP. Ausgabe: xg.

4. Setze t' .= —T5 < —T}, generiere eine Innovationenfolge
U=U_p11,...,Uy), setze U := (U",U), t :=t' und gehe zu 2.

Universitat Ulm Simulation und Bildanalyse in JAVA Fabian Niebling
Abteilung Stochastik Perfekte Simulation Markus Schierle

Seminar Januar 2004



19

heuristische Begriindung

Bei Terminierung befinden sich alle generierten Ketten des obigen
Algorithmus' zum Zeitpunkt 0 im gleichen Zustand zy € E. Benutzt
eine in —oo gestartete Kette von —T; bis O die gleichen Innovationen,
wiirde sie zum Zeitpunkt 0 auch x( realisieren. Also ist x( virtuelles
Ergebnis einer in —oo beginnenden Simulation.

Problem: |E| groB:
e sehr viele Pfade miissen generiert werden
e immenser Rechen- und Speicheraufwand
e Implementierung des allgemeinen Falls nicht moglich

Ausweg: Implementierung nur unter Ausnutzung von Spezialfillen.
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wichtigster Spezialfall: Monotonie.

e auf E ist eine Halbordnung < definiert mit Minimalelement 0 und
Maximalelement 1.

e Die Updatefunktion ® : ¥ x [0,1] — E ist monoton bzgl. " <", d.h.
O(z,) 2 O(y,) firz 2y

e Vi € E wird die gleiche Innovationenfolge benutzt.

Dann reicht es aus, die Kette in den Zustinden 0 und 1 zu starten.
Verschmelzen diese beiden Pfade, so auch alle anderen, da diese (wegen
Monotonie und Verwendung derselben Innovationenfolge fiir alle
Zustdnde) dazwischen verlaufen.
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3.2 Abhangigkeit des Outputs von der Laufzeit

11
3 2 0
Betrachte die Ubergangsmatrix P = 0 0 1 mit stationarer
1 1
z U 3
Grenzverteilung ™ = (%, %, %)
Wir simulieren mit folgender Updatefunktion:
x=0,2:
0 falls U < 1
¢(x,U) = -
min{x + 1,2} sonst
x=1:

O(1,U) = 2
wobei U ~ U0, 1]. Fiir die Linge der i-ten Iteration gelte L(i) =21,
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Beobachtungen

e Verschmelzung kann nicht im ersten Schritt auftreten.
e Danach sind die moglichen Zustande A = {0,2} oder B = {1, 2}

e In beiden Fallen ist die Verschmelzungswahrscheinlichkeit im
nachsten Schritt %

Universitat Ulm Simulation und Bildanalyse in JAVA Fabian Niebling
Abteilung Stochastik Perfekte Simulation Markus Schierle

Seminar Januar 2004



23

P((Verschmelzung innerhalb | lterationen) A (Z = 1))
P(Verschmelzung innerhalb | Iterationen)

Sho(1— LRt L[PN=k(0, ) + PN=E(2, 7))

P(Z =r|]) =

)
Fiir I = 2 erhalten wir: P(Z =0|I =2) =1 P(Z =2/ =2) = 3. Fiir
I > 3 ergibt sich:

2 1 -2V 7
P(Z=01) = - |i—5wn
1[ 1—27N 7
P(Z=11) = |5
2 [1—-7.-2=N-1
P(Z=21) = |
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4 Der Fill-Algorithmus
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4.1 Einfiithrung

Voraussetzungen

e Auf dem Grundraum E gebe es eine Halbordnung < und eindeutig
bestimmte Elemente O und 1, sodass 0 <i <1 Vic E.

e P sei stochastisch monoton, d.h.

$jy:>P(CU,) jstp(yv')

e Es gebe eine monotone Ubergangsfunktion ® fiir P, d.h.

Universitat Ulm Simulation und Bildanalyse in JAVA Fabian Niebling
Abteilung Stochastik Perfekte Simulation Markus Schierle

Seminar Januar 2004



26

Algorithmus 4.1 (Der Algorithmus von Fill fiir P monoton)

1. Erzeuge eine Realisierung einer Markov-Kette X = (Xo, ..., X¢) mit
Xo:=0 gemaB der Vorschrift X, = ®(Xp_1,Uyg), Uy, iid.

2. Bezeichne X := (Xo, ..., X¢) = (X4, ..., Xo) die zeitinverse
Markov-Kette von X mit monotoner Ubergangsmatrix P,
X = ®(Xp_1,U)}), U iid.
" Gekoppelt” an diesen Pfad X erzeuge eine neue Markov-Kette
Y = (Yp,...,Y;) mit Yy :=1 wie folgt:
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(a) Generiere eine Folge von bedingt unabhangigen ZVen U, gemiB
der Verteilung

Q(Xk, Xp41) () = P(U}, € |®(Xy, Uy) = Xpy1), k=0,..,t—1
(b) Setze
Vo = &V 1, 00), k=1,
3. IstY, =0: STOP Ausgabe: z = X;.

4. Sonst: Losche alle Informationen und starte eine neue lteration mit
t:=2t (z.B.)
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4.2 Begriindung

Lemma 4.2 (Verwerfungsmethode)
o Vor.:
— Es seien w,v zwei Wkt.-MaBe auf demselben Grundraum E.
—de>0:7(i) <c-v(i) VieFE
e Beh.:

Folgender Algorithmus terminiert in endlicher Zeit und liefert eine
nach w verteilte Stichprobe:

1. Generiere eine Stichprobe x von X ~ v.
2. Sei x = 1.
Akzeptiere diesen Wert mit Wahrscheinlichkeit 2. STOP.

cv(i)”

3. Falls der Wert verworfen wird, gehe zuriick zu 1.
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Beweis | |
Es gilt: P(X =4, X wird akzeptiert) = /(i) - _ =

c-v(i) c
und
~ X
P(X wird akzeptiert) =" py < CW(V ( ))())
bed. W kt. m(X) ,
— P X =1) P(X =
> BU < T IX =) B =)
(1)>0
(%) ,
— P :
> B < ) vl
(4)>0
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I

|
V
-

= Algorithmus terminiert.
weiter gilt:

P(X =i, X wird akz.) T4

P(X = ¢|X wird akzeptiert) = _ _ = —<— =7(1
( | ) P(X wird akzeptiert) ! (9)
= Behauptung.
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. . d A . .
e Eine Realisierung von X; ~ P*(0,-) wird benutzt, um eine

Realisierung von 7 zu erhalten. (1. Phase)

e Zur Entscheidung, ob X; gemaB 7 verteilt ist, wird die
Verwerfungsmethode benutzt. (2. Phase). Wir suchen eine obere
Schranke fiir =~2_ vz e F.

Pt(0,2)
. _7(2) (0
Denn: Pio = w(z) <c-P*0,z2).
Aus der Definition der zeitinversen Markov-Kette erhalten wir:
~ ~ T 6 A Tr 6 T2
Pt(Z,O): ()Pt(0,2>@#:#
m(2) Pt(z,0)  P*(0,z)
. ~ . 7(0)
und wegen der Monotonie von P konnen wir ¢ = ———— setzen.
P(1,0)
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e GemalB der Verwerfungsmethode akzeptieren wir eine Realisierung
von Pt(0,-) mit der Wahrscheinlichkeit
m(2) m(2)

A

c- Pt(0, z) jtf((_io) . Pt(0, 2)
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Theorem 4.3

Beweis

~

~

insbesondere also YV, = 0 = X, =
Denn induktiv ergibt sich:

(lA)XO Xt—Z'<1—Y0

Durch das Design der MK Y gilt: X, <Y, Vse {0,...,t},
0.

~ A ~

/ / ¥
(IS) Xy = ®(X,_1,U)) = ®(Y,_1,U)) < ®(Y,_1,Us) =Y,
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Desweiteren betrachten wir die gemeinsame Verteilung der Ketten Y
und X:

s=1
k
— Hp(q)(ys—laUs) — ys)
s=1
= PY =y)
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Mit diesen zwei Teilergebnissen konnen wir berechnen:

~ AL~ A A 0
P(Y, =01Xo=2X:=0,Yy=1) = PR, —0\%s = 5. %0 = 1
:P(}NQIO‘XO:Z, ~0:1) _ P(~t:6,X0:Z|~0:i)
Pt(Z,O) Pt(Z,O) IP(XO — Z,YO = 1)
P'(1,0)
~ P20

woraus die Behauptung folgt.
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Bemerkung 4.4

1. Aus Theorem 4.2 folgt

1
P(X; wird akzeptiert) = — = ———= = »1 (t — o0)
c
2. Die Aussage, dass der Fill-Algorithmus durch einen ungeduldigen

Benutzer unbeeindruckt bleibt, folgt aus der Natur der
Verwerfungsmethode.
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b Beispiel: Das Ising-Modell
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5.1 Modellbeschreibung
e Betrachten ein Gitter G = (V, K) mit
— V = {v1,...,vjv|} Menge der Eckpunkte (endlich)

— K C V? Menge der Kanten, die jeweils zwei Eckpunkte
miteinander verbinden.

— K 3 e = (v;,v;) verbindet die Eckpunkte v;,v; € V.
e Jedem Eckpunkt wird der Wert —1 oder 1 zugeordnet.
= Zustandsraum E = {—1,1}/V] "Menge aller Konfigurationen”.
r=(zx(),veV)mitax(v) e {-1,1} YveV.
e Zur grafischen Veranschaulichung interpretiert man
— weiBes Pixel: z(v) = —1

— schwarzes Pixel: z(v) =1
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e Man betrachtet die Wahrscheinlichkeit 7., dass die Konfiguration
x € E angenommen wird.
7 ist gegeben durch

1
Ty 1= exp | J r(v;)x(v;
Zc p Z (vi)z(v;)

wobel
— J > 0 Parameter

- Zgg:= >, exp|—J > z(v;)x(v;)

rel e:(vi,vj)EK
Normierungskonstante

Universitat Ulm Simulation und Bildanalyse in JAVA Fabian Niebling
Abteilung Stochastik Perfekte Simulation Markus Schierle

Seminar Januar 2004



40

Algorithmus 5.1 Gibbs-Sampler

1. Wahle eine Komponente v € V' aus (nach Gleichverteilung).

2. Andere x(v) gemaB der bedingten Verteilung T (v)|(—v)
z(—v) = (z(w), w € V \ {v}).

3. Ubernehme alle anderen Komponenten.
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Man erhilt dann die Ubergangsmatrix P = (pz2) von X gegeben durch

Z 7Tffc’(v>lac( ) A (—v)=2/(—0)) Ve, 2' € B
’UEV

mit der bedingten Verteilung

1 / _
o oe( ) = 3 PTG K G falls 2'(v) = 1
. falls 2'(v) = —1

1+exp(—2J(K_(z(—v))— K4 (z(—v))))

wobei K (x(—v)) bzw. K_(x(—v)) die Anzahl derjenigen mit v
verbundenen Eckpunkte ist, die auf 1 bzw. -1 gesetzt sind.
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Eine Updatefunktion ® : £ x (0,1]* — E ist gegeben durch

O(x; U, Us) =2, 2’ =(2'(v),veV)

wobei
( i—1 i
1, falls V] < U; < V] und Us < 1|2 (—v;)
2y} — i—1 i
v(vi) = -1, falls T < U1 < 7 und Uz > Ty o))
| z(v;) sonst

Fiir diese Updatefunktion gilt
(I)(Z'; Ul,UQ) jq)(y;Ul,Ug) Ve <y, VYU,U; € (O, 1]

d.h. sie ist monoton.
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5.2 Implementierung mit CFTP

Algorithmus 5.2 CFTP fiir das Ising-Modell

1. Wahle T und setze X_T =0,Y_T = 1.

2. Generiere auf (0, 1] gleichverteilte Pseudozufallszahlen U 1(1), LU 1(T)
und U2(1), e UQ(T).
Berechne X _p, ..., Xo und Y_~, ..., Yy mit Hilfe von ®.
3. Falls Xo =Yy: STOP.
Falls Xy # Yy: Erhéhe T und gehe zu Schritt 1.
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5.3 Implementierung mit Fill

e Bezeichne X die zeitinverse MK von X.

e Betrachte den Ubergang vom Zustand z in den Zustand z’, d.h.

~

v = ®(x,U;,U))
Herleitung von Regeln fiir den Ubergang von y nach y':

e Die jeweils fiir die Wahl des zu andernden Pixels verantwortliche
Innovation U; kann fiir Y iibernommen werden: (71 = U;.

e Bei der Art der Anderung sind drei Fille zu unterscheiden:
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1. ' # x und 2'(v;) = 1 wurde gedndert:
wegen X, <Y, Vt, setzt man y' (v;) = 1.

2. ' # x und 2/(v;) = —1 wurde gedndert:
wegen Uy < T_1|lz(—v) = Uy ~ U(O,Tl‘_”w(_vi)).
Erzeuge hierzu Uy ~ U[0,1] und setze Uy = Uy - T_1|z(—v,;)-

Ubergangsregel:

T_ v

—1, falls Uy < ——Hu=vi)

/ ’ 2 = Taja(-wy)

y (vi) = l

1, sonst
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3.2 ==z
Setze U; = U; und Uy = Us. Denn:

Betrachte den Fall Uy =4, Uz < 7_1|3(—s,), Wir erhalten dann
folgende bedingte Verteilung fiir (U1, Us):

= (U,Us) ~ F(Uy,Us|®(Uy, Uy, x) =x) = F(i,Us|®(i,Us, ) = )
= F@, 02Uz < T _qjp(—v,)) = F(1, Uz - T_1|5(—0,))
Andererseits
(U1,U2) ~ F(UL,Us|®(U7,Us, ) = )
= F(i,U; T je(—v;))

Fiir Uy < U/ folgt die Behauptung.
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Insgesamt erhilt man also folgende Update-Regel fiir Y

(1, falls " # x und 2’ (v;) = 1 gedndert
—1, falls " # x und 2’ (v;) = —1 gedndert und U < :::z:z;
1, falls 2’ # x und 2'(v;) = —1 gedndert und UJ > ::i:ii:j;
y'(vi) = < y(v;), falls ' # x und x’(vi) nicht gedndert
1, falls 2’ = 2 und ? | | <U; < ﬁ und Uz < 715 (—0;)
—1, falls 2’ = 2 und ° 7 | <U; < |Z—| und Uz > Tq|5(—v,)
\y(vi), fallsz’ =z und (U < | | oder Uy > m)
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Algorithmus 5.3 (Fill-Algorithmus fiir das Ising-Modell)

1.
2.

Wihle T und setze X, = 0,Y, = 1.

Generiere auf (0, 1| gleichverteilte Pseudozufallszahlen U 1(1), ...Ul(T)
und U2(1), ...UQ(T). Berechne Xy, ..., X7 mit Hilfe von ® und
anschlieBend die zeitinverse MK X .

Berechne Yy, ..., Y mit Hilfe eben genannter Regel.

Falls Yo = 0, akzeptiere X7 = z. STOP.
Falls Yr # 0, erhéhe T und gehe zu Schritt 2.
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6 Vergleich

CFTP Fill

ldee Riickwartskopplung Verwerfungsmethode

Anwend- erfordert monotone Uber- | nicht notwendigerweise mo-

barkeit gangsfunktion notone Ubergangsfunktion,
aber aufwendigere Generie-
rung der Ketten

Erweiter- | stetiger Zustandsraum und | dto.

barkeit inhomogene MK

Perfor- benotigt weniger Speicher benotigt weniger lteratio-

mance nen

Universitdt Ulm
Abteilung Stochastik

Simulation und Bildanalyse in JAVA
Perfekte Simulation

Seminar

Fabian Niebling

Markus Schierle
Januar 2004



50

Literatur

[1] Fill, James A., An Interruptible Algorithm For Perfect Sampling Via
Markov-Chains, The Johns Hopkins University, Baltimore, 1998

[2] Fismen, Morten, Exact Simulation using Markov-Chains, The
Norwegian University Of Technology And Science, Trondheim, 1997

[3] Huber, Marc, Perfect Sampling Without A Lifetime Commitment,
Cornell University, Ithaca

[4] Konig, Wolfgang, Vorlesungsskript zu Stochastische Algorithmen,
Universitat Koln, 2003

[5] Mgller, Jesper und Schladitz, Katja, Extensions Of Fill's Algorithm
For Perfect Simulation, Aalborg University, 1998

Universitat Ulm Simulation und Bildanalyse in JAVA Fabian Niebling
Abteilung Stochastik Perfekte Simulation Markus Schierle

Seminar Januar 2004



51

[6] Schmidt, Volker, Vorlesungsskript zu Markov-Ketten und
Monte-Carlo-Simulation, Universitat Ulm, 2003

[7] Thonnes, Elke, Perfect Simulation Of Some Point Processes For
The Impatient User, University Of Warwick, Coventry, 1998

Universitat Ulm Simulation und Bildanalyse in JAVA Fabian Niebling
Abteilung Stochastik Perfekte Simulation Markus Schierle

Seminar Januar 2004



52

Vielen Dank fiir die Aufmerksamkeit!
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