
Simulation und Bildanalyse mit JAVA

Simulation von Punktprozessen

Konstantin Tjo

1 – Einführung zur Simulation
2 – Poisson-Prozess
3 – Matérn-Cluster-Prozess
4 – Hard-Core-Prozess
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1 Einführung zur Simulation 1

1 Einführung zur Simulation

1.1. Erzeugung von auf (0,1) gleichverteilten Pseudo-ZV’en

Algorithmus (Multiplikativer Kongruenzgenerator)

INPUT: a ∈ N, m ∈ N Primzahl, u0 ∈ N Startwert.

OUTPUT: Realisierung {x1, . . . , xm−1}.

SIMUNIFORM (a, m, u0)

1. a← 1000; m← 2001179; u0 ← 3000

2. for n← 1 to m− 1 do

3. un+1 ← aun mod(m); xn = un/m

4. end for

5. liefere {x1, . . . , xm−1} zurück.
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1 Einführung zur Simulation 2

• Die Folge Xn ist periodisch mit Periode m− 1, falls:

– m ist eine Primzahl,

– p = m−1
2 ist eine Primzahl,

– ap ≡ −1 mod(m);

• Xn’s sind identisch verteilt mit Mittelwert 1/2 und empirischen

Varianz (m−2)
12m

.
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1.2. Erzeugung von ”gleichverteilten” Punkten auf einer

beschränkten Menge

• Ziel: x ∼ U(D)

• Sei D ⊂ R
d beschränkt, |D| > 0,

• und sei D0 =
d
∏

i=1

(ai, ai + li), ai, li ∈ R, i ∈ N

Falls U1, . . . , Ud unabhängig und gleichverteilt auf (0, 1) sind,

so ist (a1 + l1U1, . . . , ad + ldUd) gleichverteilt auf D0.
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1 Einführung zur Simulation 4

Algorithmus

1. Generiere x ∼ U(D0).

2. if x ∈ D then

3. liefere x zurück.

4. else gehe zu 1.
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1 Einführung zur Simulation 5

Sei N := Anzahl der Versuche bis zum Erfolg.

Dann gilt:

P (N = n) = |D|
|D0|

(

1− |D|
|D0|

)n−1

, n > 0

und

EN =
|D0|

|D|
.
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1.3. Inversionsmethode

• Ziel: X
d
∼ F mit FX(x) = P (X < x)

• Definiere F−1(u) = inf{x ∈ R | F (x) ≥ u} , u ∈ (0, 1)

Algorithmus (Inversionsmethode)

1. Generiere U ∼ U(0, 1).

2. Liefere F−1(U) zurück.

Beweis:

Es gilt: F−1(u) < x ⇔ u < F (x).

⇒ P (F−1(U) < x) = P (U < F (x)) = F (x)

⇒ F−1(U)
d
∼ F .
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1 Einführung zur Simulation 7

Beispiel (Exponentialverteilung)

• Sei X ∼ Exp(a), d. h. F (x) = 1− exp(−ax) , a > 0.

• F (x) = u ⇒ x = −ln(1−u)
a

.

• Inversionsmethode ⇒ F−1(U) = −ln(1−U)
a

bzw. −lnU
a

.
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1.4. Poisson-Verteilung

• X ∼ Poi(λ), falls P (N = n) = exp(−λ)λn

n! , λ > 0, n ∈ N0

• Die Anzahl unabhängiger exponentialverteilter Intervalle mit

Parameter 1, die in [0, λ] enthalten sind, ist Poisson-verteilt mit

Parameter λ.

• Die Länge des i-ten Intervalls kann als −lnUi ausgedrückt werden.

• Der erzeugte Wert ist der kleinste Index n, der

−
n+1
∑

i=1

lnUi ≥ λ oder äquivalent
n+1
∏

i=1

Ui ≤ exp (−λ) erfüllt.
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1.4. Poisson-Verteilung

Algorithmus (Inversionsmethode)

1. N ← 0; T ← 1

2. Generiere U ∼ U(0, 1) and T ← UT .

3. if T > e−λ then

4. N ← N + 1 und gehe zu 2.

5. else liefere N zurück.
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2 Poisson-Prozess 10

2 Poisson-Prozess

2.1. Homogener stationärer Poisson-Prozess

Definition

Ein Punktprozess X heisst ein homogener (stationärer) Poisson-Prozess

mit Intensität λ > 0, falls folgende Bedingungen erfüllt sind:

• X(B) ist Poisson-verteilt mit Parameter λ|B| für alle beschränkte

Borelmengen B ∈ B(R2),

• X(B1), . . . , X(Bn) sind unabhängig für jede endliche Folge von

paarweise disjunkten Borelmengen B1, . . . , Bn ∈ B(R2).
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2 Poisson-Prozess 11

2.2. Simulation von homogenen Poisson-Prozessen

Algorithmus

INPUT: beschränkte Borelmenge B ∈ B(R2), Intensität λ > 0.

OUTPUT: Realisierung {x1, x2, . . .} des Poisson-Prozesses in B.

SIMPOISSONPOINT (B, λ)

1. Generiere n ∼ Poi(λ|B|).

2. for i← 1 to n do

3. Generiere Punkt xi ∼ U(B).

4. end for

5. liefere {x1, . . . , xn} zurück.
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2 Poisson-Prozess 12

2.3. Radiale Simulation von homogenen Poisson-Prozessen

Vorteil:

• Beobachtungsfenster hängt nicht von der Realisierung des Prozesses

ab

• Punkte sind nach der Entfernung vom Kreismittelpunkt sortiert

Algorithmus

INPUT: Radius 0 < rmax <∞, Intensität λ > 0.

OUTPUT: Realisierung {x1, x2, . . .} des Poisson-Prozesses in b(0, rmax)

mit ‖x1‖ ≤ ‖x2‖ ≤ . . ..
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2 Poisson-Prozess 13

SIMRADPOISSONPOINT (r, λ)

1. sum← 0; r ← 0; n← 1

2. while r ≤ rmax do

3. Generiere u ∼ U(0, 1).

4. sum← sum + ln(u); r ←
√

sum/(−λπ)

5. if r ≤ rmax then

6. Generiere θ ∼ U [0, 2π).

7. xn ← (r · cosθ, r · sinθ); n← n + 1

8. end if

9. end while

10. liefere {x1, . . . , xn−1} zurück.
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3 Matérn-Cluster-Prozess

• Sei X = {X1, X2, . . .} ein homogener stationärer Poisson-Prozess

mit Intensität λ > 0.

• Weiterhin sei {X(1), X(2), . . .} eine Folge von unabhängigen und

identisch verteilten Punktprozessen X(n) mit endlicher erwarteten

Anzahl der Punkte, d. h. E[X(1)(R2)] <∞.

• Dann heisst der Punktprozess Y = {Y (B) : B ∈ B(R2)} mit

Y (B) =
∑

n≥1

X(n)(B −Xn) für alle B ∈ B(R2)

Poisson-Cluster-Prozess.

• r0 = inf{r > 0 : P (X(1)(b(0, r)) = X(1)(R2)) = 1} heisst

Clusterradius von Y .
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3 Matérn-Cluster-Prozess 15

B̃ = δb(0,r0
(B) =

⋃

x∈B

(b(0, r0) + x)
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3.2. Simulation von Matérn-Cluster-Prozessen

Algorithmus

INPUT: beschränkte Borelmenge B ∈ B(R2), Intensitäten λ0, λ1 > 0

und r0 > 0 .

OUTPUT: Realisierung {z1, z2, . . .} des Matérn-Cluster-Prozesses in B.
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3 Matérn-Cluster-Prozess 17

SIMMATÉRNCLUSTER (B, λ0, λ1, r0)

1. B̃ ← δb(0,r0)(B)

2. {x1, . . . , xn} ← SIMPOISSONPOINT (B̃, λ0)

3. k ← 1

4. for i← 1 to n do

5. {yi,1, . . . , yi,mi
} ← SIMRADPOISSONPOINT (r0, λ1)

6. for j ← 1 to mi do

7. if xi + yi,j ∈ B then

8. zk ← xi + yi,j ; k ← k + 1

9.end if

10. end for

11. end for

12. liefere {z1, . . . , zk−1} zurück.
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4 Hard-Core-Prozess

Definition

• Sei X = {X1, X2, . . .} ein homogener stationärer Poisson-Prozess,

• und sei 0 < r0 <∞ der Hard-Core-Radius.

• Sei M = {M1, M2, . . .} eine Folge von unabhängigen und auf (0, 1)

gleichverteilten Zufallsvariablen. Weiterhin seien X und M

unabhängig voneinander.

• Der Punktprozess Y = {Y1, Y2, . . .} mit

Y = {Xn : n ≥ 1; Mn < Mm für alleXm ∈ b(Xn, r0), m 6= n}

heisst dann Matérn-Hard-Core-Prozess.
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4 Hard-Core-Prozess 19

4.2. Simulation von Matérn-Hard-Core-Prozessen

Algorithmus

INPUT: beschränkte Borelmenge B ∈ B(R2), Intensität λ > 0 und

r0 > 0.

OUTPUT: Realisierung {y1, y2, . . .} des Matérn-Hard-Core-Prozesses im

Beobachtungsfenster B.
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SIMMATÉRNHARDCORE (B, λ, r0)

1. B̃ ← δb(0,r0)(B)

2. {x1, . . . , xn} ← SIMPOISSONPOINT (B̃, λ0)

3. for i← 1 to n do

4. Generiere mi ∼ U(0, 1)

5. end for

6. k ← 1

7. for i← 1 to n

8. if xi ∈ B and

∀j ∈ {1, . . . , n} : j = i ∨ ‖xj − xi‖ > r0 ∨mj > mi then

9. yk ← xi; k ← k + 1

10. end if

11.end for

12. liefere {y1, . . . , yk−1} zurück.

U
N

IV
ERS ITÄT

U

L
M

·
S

C
I
E

N
D

O

·
DOCENDO

·

C
U

R
A

N
D

O
· Universität Ulm

Abteilungen SAI und Stochastik

Konstantin Tjo

26.01.04



4 Hard-Core-Prozess 21
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