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1 Einfuhrung zur Simulation

[1 Einfuhrung zur Simulation}

1.1. Erzeugung von auf (0,1) gleichverteilten Pseudo-ZV’en

Algorithmus (Multiplikativer Kongruenzgenerator)

INPUT: a € N, m € N Primzahl, ug € N Startwert.
OUTPUT: Realisierung {z1,...,Tm_1}.

SIMUNIFORM (a, m, ug)

1. a «— 1000; m «— 2001179; ug <— 3000
2. forn<—1tom—1do

3. Upy1 «— au, mod(m); Ty = Up /M
4. end for
5. liefere {x1,...,xm_1} zuriick.
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1 Einfuhrung zur Simulation 2

e Die Folge X,, ist periodisch mit Periode m — 1, falls:

— m ist eine Primzahl,

- p= mT_l Ist eine Primzahl,

— aP = -1 mod(m);

e X, 's sind identisch verteilt mit Mittelwert 1/2 und empirischen

(m—2)

Varianz 5
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1.2. Erzeugung von " gleichverteilten” Punkten auf einer

beschrankten Menge

o Ziel: z ~U(D)
e Sei D C R? beschrankt, |1D| > 0,

d
e und sei Dy = H(ai,ai—kli), ai,li GR,?:GN
i=1
Falls Uy, ..., Uy unabhangig und gleichverteilt auf (0, 1) sind,
so ist (a1 + 11 U1, ..., aq + qUy) gleichverteilt auf Dy.
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Algorithmus

1. Generiere x ~ U(Dy).
2. ifx € D then

3. liefere x zurtick.
4. else gehe zu 1.
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1 Einfuhrung zur Simulation

D

Sei N := Anzahl der Versuche bis zum Erfolg.

Dann gilt:
n—1
_ _ |D] |D|
und Do
EN = 90
D

n >0
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1 Einfuhrung zur Simulation

1.3. Inversionsmethode

o Ziel: X L F mit Fx(x) =P(X < z)

e Definiere F~!1(u) =inf{zx e R | F(z) > u},

Algorithmus (Inversionsmethode)

1. Generiere U ~ U(0,1).
2. Liefere F~1(U) zuriick.

Beweis:

Es gilt Flu)y<z & u<F(x)
= P(F~Y(U)<z)=P(U < F(x)) = F(x)
= F YU AF

u € (0,1)

Universitat Ulm
Abteilungen SAI und Stochastik

Konstantin Tjo
26.01.04



1 Einfuhrung zur Simulation 7

Beispiel (Exponentialverteilung)

e Sei X ~ Exp(a), d. h. F(x) =1 — exp(—ax), a > 0.
e F(x)=u = T = _ln(;_“).
e Inversionsmethode = F~}(U) = _ln%_w bzw. #
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1.4. Poisson-Verteilung

o X ~ Poi()\), falls P(N =n) = exp(—\)2; A>0,n €Ny

n! >’

e Die Anzahl unabhangiger exponentialverteilter Intervalle mit
Parameter 1, die in [0, A] enthalten sind, ist Poisson-verteilt mit
Parameter \.

e Die Lange des i-ten Intervalls kann als —inU; ausgedrickt werden.

e Der erzeugte Wert ist der kleinste Index n, der
n+1 n+1

— > InU; > X oder aquivalent [[ U; < exp (=) erfiillt.
1=1 =1
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1 Einfuhrung zur Simulation

1.4. Poisson-Verteilung
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Fig. 7.5. Simulation of a Poisson variable by concatenating intervals with indepen-
dent exponential lengths. In this example the value generated is 6.

Algorithmus (Inversionsmethode)

1. N «— 0; T — 1
2. Generiere U ~U(0,1) and T' «— UT.
3. if T > e~ ” then

4. N «— N + 1 und gehe zu 2.

5. else liefere N zuriick.

Universitat Ulm
Abteilungen SAI und Stochastik

Konstantin Tjo
26.01.04



2 Poisson-Prozess 10

[2 Poisson-Prozess]

2.1. Homogener stationarer Poisson-Prozess

Definition

Ein Punktprozess X heisst ein homogener (stationarer) Poisson-Prozess
mit Intensitat A > 0, falls folgende Bedingungen erfullt sind:

e X (B) ist Poisson-verteilt mit Parameter A|B| fiir alle beschrankte
Borelmengen B € B(R?),

e X(By),...,X(By) sind unabhangig fiir jede endliche Folge von
paarweise disjunkten Borelmengen By, ..., B, € B(R?).
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2.2. Simulation von homogenen Poisson-Prozessen

Algorithmus
INPUT: beschrankte Borelmenge B € B(R?), Intensitat A > 0.

OUTPUT: Realisierung {x1, 2, ...} des Poisson-Prozesses in B.

SIMPOISSONPOINT (B, \)

1. Generiere n ~ Poi(\|BY).
2. fori <+ 1tondo
3. Generiere Punkt x; ~ U(B).
4. end for
5. liefere {x1,...,xy,} zuriick.
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2 Poisson-Prozess 12

2.3. Radiale Simulation von homogenen Poisson-Prozessen

Vortell:

e Beobachtungsfenster hangt nicht von der Realisierung des Prozesses
ab

e Punkte sind nach der Entfernung vom Kreismittelpunkt sortiert
Algorithmus
INPUT: Radius 0 < 7,02 < 00, Intensitat A > 0.

OUTPUT: Realisierung {x1, 2, ...} des Poisson-Prozesses in b(0, r44)
mit ||z1]| < [z < ...
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2 Poisson-Prozess 13

SIMRADPOISSONPOINT (r, \)

1. sum « 0; r «— 0; n<«— 1
2. whiler <r,,,, do
3. Generiere u ~ U(0,1).
4. sum «— sum + In(u); r— \/sum/(—Am)
5. ifr <r,,.. then
6. Generiere 6 ~ U|0, 2m).

7. Xy < (r-cosb,r - sind); n«—n+1
8. end if
9. end while
10. liefere {z1,...,xn_1} zuriick.
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[3 Matérn-CIuster-Prozess]

e Sei X ={X1, Xs,...} ein homogener stationarer Poisson-Prozess
mit Intensitat A > 0.

o Weiterhin sei {X(), X2 1 eine Folge von unabhingigen und
identisch verteilten Punktprozessen X (") mit endlicher erwarteten
Anzahl der Punkte, d. h. E[X(1)(R?)] < co.

e Dann heisst der Punktprozess Y = {Y(B) : B € B(R?)} mit
Y(B)= Y X"(B-X,) firalle BecBR?
n>1
Poisson-Cluster-Prozess.
o ro =inf{r>0:P(XD(5B0,r)) = XD (R?)) =1} heisst
Clusterradius von Y.
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Figure 5.4: Tllustration of the Plus Sampling

B = Ob(0,ro (B) = b(0,79) +
xzeB
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3.2. Simulation von Matérn-Cluster-Prozessen

Algorithmus

INPUT: beschrankte Borelmenge B € B(R?), Intensitaten \g, A\; > 0
und rg > 0 .

OUTPUT: Realisierung {z1, 2o, ...} des Matérn-Cluster-Prozesses in B.
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SIMMATERNCLUSTER (B, Ao, A1, 7o)

1. B~ 5b(0,r0)(B) -~
2. {x1,...,xn} < SIMPOISSONPOINT (B, \g)
3. k<1
4. for i — 1 ton do
5 {Yit,. - Yim,t — SIMRADPOISSONPOINT (rq, A1)
6. for j — 1 to m; do
7. ifx; +vy; ; € B then
8. zk — ;i + Vi j; k—k+1
9.end if
10. end for
11. end for
12. liefere {z1,...,2r—1} zuriick.
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[4 Hard-Core-Prozess]

Definition
e Sei X ={Xy, Xs,...} ein homogener stationarer Poisson-Prozess,
e und sei 0 < rg < oo der Hard-Core-Radius.

e Sei M = {My, Ms,...} eine Folge von unabhangigen und auf (0, 1)
gleichverteilten Zufallsvariablen. Weiterhin seien X und M
unabhangig voneinander.

e Der Punktprozess Y = {Y¥7,Y5,...} mit
Y ={X,:n>1; M, < M, fur alle X,,, € b(X,,,79), m # n}

heisst dann Matérn-Hard-Core-Prozess.
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4.2. Simulation von Matérn-Hard-Core-Prozessen

Algorithmus

INPUT: beschrankte Borelmenge B € B(IR?), Intensitat A > 0 und
ro > 0.

OUTPUT: Realisierung {y1,¥s, ...} des Matérn-Hard-Core-Prozesses im
Beobachtungsfenster B.
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4 Hard-Core-Prozess

20

SIMMATERNHARDCORE (B, \, )

1. B — 55(0,7,0)(3)
2. {x1,...,2n} — SIMPOISSONPOINT (B, Xo)
3. fori+—1tondo
4. Generiere m; ~ U(0,1)
5. end for
6. k+—1
7. fori—1ton
8. ifr; € B and
Vie{l,...,n}:j=14V||x; — x| > 7oV m,; >m; then
9. yr — xisk — k+1
10. end if
11.end for
12. liefere {yi,...,yr—1} zurick.
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