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Definitionen

® heilRt (zufalliger) Punktprozess im IR?,wenn & eine
Zufallsvariable aus dem mefRbaren Raum [IN, N/ ist,

wobei IN die Menge aller Folgen ¢ aus IR? ist, fur die gilt:
1. p ist lokal endlich
2. p Ist einfach(d.h. x; # z; flri # 7))
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Definitionen

® heilt (zufalliger) Punktprozess im IR%,wenn ® eine
Zufallsvariable aus dem mefRbaren Raum [IN, N/ ist,

wobei IN die Menge aller Folgen ¢ aus IR? ist, fur die gilt:
1. p ist lokal endlich

2. p Ist einfach(d.h. x; # z; flri # 7))

Punkteanzahl
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Definitionen

« Py heildt Verteilung des Punktprozesses o, wenn
Ps(Y)=P(@eY)=PH{we:Pw)eY},
wobei Y e \/
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Definitionen

« ® helldt stationar (homogen), wenn
P®eY)=P(®, YY) VY e N
wobei ¢, ={x+y:y € ¢}
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Definitionen

« ® helldt stationar (homogen), wenn
P®eY)=P(®, YY) VY e N
wobel ¢, = {z+y:y € ¢}
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Definitionen

« ® helldt stationar (homogen), wenn
P®eY)=P(®, YY) VY e N
wobel &, ={x+y:y € ¢}
« ® helldt isotrop, wenn
P®ecY)=PR,PeY) VY e N

wobel R, eine Drehung um den Ursprung mit Winkel o
ISt

« Ein homogener und isotroper Punktprozess heil3t
bewegungsinvariant
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Definitionen
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Ralf Thiedmann, Januar 2003 7



Definitionen

e Intensitatsmald A
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Definitionen

e Intensitatsmald A
MB) =E(®(B) = [ o(B)P(dy) B e BIR?)
« Oft existiert eine Intensitatsfunktion A\(z), dann gilt

A(B) = /B A(z) dz B € B(R?)
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Definitionen

e Intensitatsmald A
MB) =E(®(B) = [ o(B)P(dy) B e BIR?)
« Oft existiert eine Intensitatsfunktion A\(z), dann gilt

A(B) = /B A(z) dz B € B(R?)

« fir homogene Punktprozesse gilt A(x) = A und somit
A(B) = )\|B|
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Definitionen
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Definitionen

« & = {X,,} ein Punktprozess

« {M;, M, ...} eine Folge von 2V, die nach K abbildet,
wobel K ein polnischer Raum ist

&, helldt Markierter Punktprozess, wenn

(I)M — {(Xn,Mn) : Xn & (I)}
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Beispiele

Sei A ein diffuses und lokalendliches Mal3 auf
B(IR?).Dann heilt ® auf (R?, B(IR?)) Poissonprozess mit
Intensitatsmal’ A, falls gilt :

« fir k € IN, By,..., B, € B(R?),B;N B; = ®,i # j sind
die ZufallsgroRen ®(B;), ..., P(By)) stochastisch
unabhangig, und

« (B) ist poissonverteilt mit Parameter A(B), d.h
(A(B))"
k!
fiir B € B(IR?), B beschrankt,

P(®(B) = k) = exp(—A(B)),  k=0,1,...
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Beispiele
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Beispiele

Man kann Modelle auf drel Arten konstruieren:
 durch Ausdunnung
 durch Clustering

 durch Superposition
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Beispiele

t-Ausdunnung

« Erzeuge aus einem stationaren Poissonprozess ¢ p
einen markierten Punktprozess ®;, mit

(I)M — {(Xn,Mn) : Xn - (I)p},
wobei M, ~ U(0,1)
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« Erzeuge aus einem stationaren Poissonprozess ¢ p
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Beispiele

t-Ausdunnung

« Erzeuge aus einem stationaren Poissonprozess ¢ p
einen markierten Punktprozess ®;, mit

(I)M — {(Xn,Mn) : Xn - (I)p},
wobei M, ~ U(0,1)
- Der neue Prozess ¢ ergibt sich dann mit

d={X,cdp: M, <t} t € (0,1)

. & st dann wieder ein Poissonprozess mit Intensitat ),
wobel

S\ZApt
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Beispiele

 Clustering
Man nehme einen Vaterpunktprozess ¢ p» und bildet um
jeden Punkt X, € ®p einen neuen Punktprozess ¢ x_

o= | ] o,

Xn,edp
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Beispiele

 Clustering
Man nehme einen Vaterpunktprozess ¢ p» und bildet um
jeden Punkt X, € ®p einen neuen Punktprozess ¢ x_

o= | ] o,

Xn,edp

« Superposition
Seien ¢; und ¢, zwel Punktprozesse.

b =>; U Dy
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Beispiele

Modellbeschreibung von Neyman-Scott-Feldern (N-S-F)

 Basis ist ein homogener Poissonprozess ¢ p mit
Intensitat Ap (sog. Vaterprozess)

« Um jeden Punkt X,, € &p wird nach dem selben
Schema ein Tochterpunktprozess ¢ x_erzeugt, wobel
die Verteilung von ¢ x_ fur alle X,, € ®p identisch ist.

« Bei N-S-F werden nun nur die Tochterpunktprozesse
ohne den Vaterprozess betrachtet.
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Beispiele

Fur bewegungsinvariante N-S-F qilt
A= A\pcC

wobei ¢ =erwartete Anzahl von Punkten pro Cluster
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Beispiele

Hard-Core-Prozess Poissonprozess
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Beispiele

Modellbeschreibung

« Basis ist ein Punktprozess ®p mit Intensitat Ap

« Dann Ausdinnung von ®p bis jeder Punkt X,, € ®p
einen Mindestabstand zum nachsten Punkt
Uberschreitet.
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Beispiele

Ausdinnung am Beispiel des Matérn-Hard-Core-Prozess

« Erzeuge aus einem homogenem Poissonprozess ®p
mit Intensitat \p einen markierten Punktprozess 9,
mit

Dy = {(Xn,Mn) : X, € (I)p},
wobei M, ~ U(0,1)
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Beispiele

Ausdinnung am Beispiel des Matérn-Hard-Core-Prozess

« Erzeuge aus einem homogenem Poissonprozess ®p
mit Intensitat \p einen markierten Punktprozess 9,
mit

Dy = {(Xn,Mn) : X, € (I)p},
wobei M, ~ U(0,1)

« Dann erqibt sich fur h > 0 der
Matérn-Hard-Core-Prozess ¢ mit

O ={X, € lp: My < MpyV Xy € PpNb(Xn, h)\ {Xn}}

Ralf Thiedmann, Januar 2003 21



Beispiele

Fur den Matéern-Hard-Core-Prozess qilt
A= p)\p
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Beispiele

Fur den Matéern-Hard-Core-Prozess qilt
A= p)\p

1 _ _ 2
p=/ (1) dit — 1 — exp(—Apmwh?)
0

mit

Apmh?
wobei r(t) = exp(—\ptmh?)
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Beispiele

Fur den Matéern-Hard-Core-Prozess qilt
A= p)\p

1 _ _ 2
p=/ (1) dit — 1 — exp(—Apmwh?)
0

mit

Apmh?
wobei r(t) = exp(—\ptmh?)

1 —exp(—Apmh?)

= A
mh?
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Eigenschaften von Punktprozessen

« Kontaktverteilungsfunktion Hg(r)
Hp(r)=1—1P(®(rB) =0)
mit » > 0,B € IR? kompakt mit |B| > 0
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Eigenschaften von Punktprozessen

« Kontaktverteilungsfunktion Hg(r)
Hp(r)=1—1P(®(rB) =0)
mit » > 0,B € IR? kompakt mit |B| > 0

« Sphéarische-Kontakt-Verteilungsfunktion Hg(r)
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Eigenschaften von Punktprozessen

« Kontaktverteilungsfunktion Hg(r)
Hp(r)=1—1P(®(rB) =0)
mit » > 0,B € IR? kompakt mit |B| > 0

« Sphéarische-Kontakt-Verteilungsfunktion Hg(r)
Hg(r) =1—-1P(®(b(0,r)) =0), r >0

« FUr den homogenen Poissonpunktprozess gilt

Hg(r)=1-— e A r >0
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Eigenschaften von Punktprozessen
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Eigenschaften von Punktprozessen

« Sei ®,, ein markierter Punktprozess, bei welchem die
Markierung den Abstand zum nachsten Nachbarpunkt
aus ®;, angibt.

o P, = {(XnaMn)  Xp € P, My, < T}
o \(r) ist die Intensitat von &,

Ralf Thiedmann, Januar 2003 25



Eigenschaften von Punktprozessen

« Sei ®,, ein markierter Punktprozess, bei welchem die
Markierung den Abstand zum nachsten Nachbarpunkt
aus ®;, angibt.

o P, = {(XnaMn)  Xp € P, My, < T}
o \(r) ist die Intensitat von &,

« Nachste-Nachbar-Abstands-Verteilungsfunktion

D)= 2 =1 —P@Ob(x, 7)) = 1||z)  z€d

Ralf Thiedmann, Januar 2003 25



Eigenschaften von Punktprozessen

« Sei ®,, ein markierter Punktprozess, bei welchem die
Markierung den Abstand zum nachsten Nachbarpunkt
aus ®;, angibt.

o P, = {(XnaMn)  Xp € P, My, < T}
o \(r) ist die Intensitat von &,

« Nachste-Nachbar-Abstands-Verteilungsfunktion

D)= 2 =1 —P@Ob(x, 7)) = 1||z)  z€d

« FUr den homogenen Poissonprozess gilt

D(r)=1- e A r >0
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Eigenschaften von Punktprozessen

« J-Funktion

J(r) = Vr >0 mit Hg(r) <1
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Eigenschaften von Punktprozessen

« J-Funktion

_ 1-D(r)
M= 1 Hs(r)

« FUr den homogene Poissonprozesse gilt: J(r) =1

Vr >0 mit Hg(r) <1
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Eigenschaften von Punktprozessen
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Eigenschaften von Punktprozessen

* Ripley’s K-Funktion
AK (r) = IE(®(b(0,7))\10}[0), r=>0
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Eigenschaften von Punktprozessen

 Ripley’s K-Funktion
AK (r) = E(®(b(0,7))\{0}[0), r=0
« FUr den homogenen Poissonprozess gilt :

MK (1) = Arr?
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Eigenschaften von Punktprozessen

e L-Funktion
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Eigenschaften von Punktprozessen

e L-Funktion
K(r)
T

- Fur den homogenen Poissonprozess ist K () = 7r?,
deshalb:

L(r)=r
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Eigenschaften von Punktprozessen
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Eigenschaften von Punktprozessen

Vorbemerkung
« Es sei By, By € B(IR?)

» Das gewodhnliche MomentenmaR 2. Ordnung u? von &

1 (B x By) := E(®(B1)®(By))
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Eigenschaften von Punktprozessen

Vorbemerkung
« Es sei By, By € B(IR?)
» Das gewodhnliche MomentenmaR 2. Ordnung u? von &
12 (B x By) := E(®(B)®(By))

- Das faktorielle MomentenmaR 2. Ordnung «(? von &

P (Byx By) =F( Y  Ip(21)lp,(x2))

x1,L2€P,x1#x2
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Eigenschaften von Punktprozessen

. oft besitzt a(?) eine Dichtefunktion p(?)(z1, z2), dann

a(2)(Bl XBQ):/ / p(2)(x1,x2)d:v1d:v2
B1 J B>
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Eigenschaften von Punktprozessen

. oft besitzt a(?) eine Dichtefunktion p(?)(z1, z2), dann

a(2)(31 XBQ):/ / p(2)(x1,x2)d:v1d:v2
B1 J B>

« durch Normierung ergibt sich bei
bewegungsinvarianten Punktprozessen

(2)
p(r)
g(r) =—3— r >0

der sog. Paarkorrelationskoeffizient
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Eigenschaften von Punktprozessen

FUr die Paarkorrelation g(r) gilt
*g9(r) 20
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Eigenschaften von Punktprozessen

FUr die Paarkorrelation g(r) gilt
*g9(r) 20
e lim g(r) =1

7—00
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Eigenschaften von Punktprozessen

FUr die Paarkorrelation g(r) gilt
*g9(r) 20
e lim g(r) =1

7—00

* 9(r) = g g K (r)
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Eigenschaften von Punktprozessen

FUr die Paarkorrelation g(r) gilt
*g9(r) 20
e lim g(r) =1

r—00
d

¢ g(r) = 55 K (r)

* Short-Range-Order M

g(r1) — g(ra2)
ro — 11

M —
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Eigenschaften von Punktprozessen

Ralf Thiedmann, Januar 2003

Figore 4.0 Puir-corrclation functions p Tor various point process modelss () Polsson

process (1) Mutdm's cluster process with pargmelers & — 25 and 2 = 04127 5o — 5 [ihe

values of girp greuler than 1 for small # result fram clusierng): (3) Matérn hard-core process

with paramelers & = 1 und g, - (003 (the hard-core dislance is 2% {49 close randem packing

of sphores; an apreosimulion for 8 = 1 {again the hanl-wre distancs 35 2. The peaks accur
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Abschlul’

Danke fur lhre
Aufmerksamekaeit.
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