Wahrscheinlichkeitsrechnung

Universitat Ulm
Abteilung Stochastik

Vorlesungsskript
Prof. Dr. Volker Schmidt

Stand: Wintersemester 2003 /04

UrLM, 1M MAT 2004



CONTENTS

Contents

1 Einleitung

1.2
1.3

Typische Fragestellungen und Ergebnisse . . . . . . . . . .. ... L Lo
Beispiel . . . . . o e e e

2 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

2.1
2.2
2.3

2.4

2.5
2.6

2.7

3.1
3.2

3.3

3.4

Ereignisse als Mengen . . . . . . . . L e e e e e
Ereignissysteme . . . . . . . . L e e e e e
Wahrscheinlichkeitsmafse . . . . . . . . 0 . 0L
2.3.1 Definition und elementare Eigenschaften . . . . . . . .. .. ... oo oo 0oL
2.3.2 Weitere Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafsen. . . . . . . . .. ... ... ... ..
Endliche Wahrscheinlichkeitsrdume . . . . . . . . . . . . . . L L
2.4.1 Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum . . . . . .. ... ... ... . L 0oL,
2.4.2 Einfache Urnenmodelle . . . . . . . .. .. .. .
Geometrische Wahrscheinlichkeiten . . . . . .. . .. ... o L
Bedingte Wahrscheinlichkeiten . . . . . . . .. ... o oL
2.6.1 Definition und Multiplikationssatz . . . . . . . . . . . ...
2.6.2 Formel der totalen Wahrscheinlichkeit; Bayessche Formel . . . . . ... .. ... .. ...,
Stochastische Unabhéngigkeit . . . . . . . . . . . . . e

Zufallsvariablen und Zufallsvektoren

Definition von Zufallsvariablen . . . . . . . .. . ... .
Verteilung und Verteilungsfunktion . . . . . . . . . . .. L L
3.2.1 Diskrete Zufallsvariablen; Wahrscheinlichkeitsfunktion . . . . .. .. .. ... ... ... ..
3.2.2 Grundlegende Klassen diskreter Verteilungen (Zusammenfassung) . . . . . . ... ... ...
3.2.3 Satz liber monotone Klassen . . . . .. . .. .. L
3.2.4 Verteilungsfunktion; absolutstetige Zufallsvariablen . . . . . . .. . ... ... ... ...
Zufallsvektoren . . . . . . . L . L e
3.3.1 Definition, Verteilung und Verteilungsfunktion . .. ... . ... ... ... ... ......
3.3.2 Eigenschaften multivariater Verteilungsfunktionen . . . .. ... .. ... ... ... ...,
3.3.3 Weitere Beispiele von Zufallsvektoren . . . . ... ... ... .. L oL
3.3.4 Bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion; bedingte Verteilung; bedingte Dichte . . . . . . . ..
3.3.5 Unabhingige Zufallsvariablen . . . . . . . . ... .. .. oL
3.3.6 Beispiele: Zufallsvektoren mit unabhingigen Komponenten . . . . ... .. ... ... ...
Funktionen von Zufallsvektoren . . . . . . . . . . .. L L
3.4.1 Zusammengesetzte Abbildungen . . .. ... ... L e
3.4.2 Lineare Transformation . . . . . . . . . . . . .. L
3.4.3 Quadrierung . . . . . . .. e e e e e e e e
3.4.4 Summe, Produkt und Quotient von unabhéngigen Zufallsvariablen . . . ... ... ... ..

3.4.5 Unabhingigkeit zusammengesetzter Abbildungen . . . . . . . .. .. ... ... ... ...,

11
14
14
14
16
18
18
20
22



CONTENTS

4 Weitere Charakteristiken von Zufallsvariablen
4.1 Erwartungswert . . . . . . . ... e e
4.1.1 Definition und Berechnungsformeln . . . . . . . . .. ... L o oo
4.1.2 Alternative Integral-Darstellungen . . . . . . . . . . . . . .. oo
4.1.3 Weitere Eigenschaften des Erwartungswertes . . . . . .. .. .. ... .. ... .......
4.1.4 Integral-Darstellung mittels Quantilfunktion . . . . . . . . ... ... ... ...
4.2 Varianz und héhere Momente . . . . . . . . .. . . e
4.2.1 Definition und elementare Eigenschaften . . . . . . . . .. ... 00000
4.2.2 Transformationssatz und Berechnungsformeln . . . . . . . . ... ... o000
4.3 Gemischte Momente . . . . . . . . L e e
4.3.1 Transformationssatz fiir Zufallsvektoren . . . . . . . ... .. ... ... ... ... ...
4.3.2 Multiplikationsformel und Kovarianz . . . . . . . .. .. .. ... oL oo Lo
4.3.3 Linearer Zusammenhang von Zufallsvariablen . . . . . . .. . ... ... ... 0.,
4.3.4 Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix . . . . . . . . .. ... ..o oL
4.4 Ungleichungen fiir Momente und Wahrscheinlichkeiten . . . . . . .. .. ... ... 0. ...
4.4.1 Ungleichungen vom LP-Typ . . . . . . . . Lo o e e e e e
4.4.2 Jensen-Ungleichung . . . . . . . . . . . . . e
4.4.3 Tschebyschew-Ungleichung; Markow-Ungleichung . . . . . . .. .. ... ... .. ......

5 Konvergenzarten und Grenzwertsitze
5.1 Konvergenzarten . . . . . . . . . . L e e e e e e
5.1.1 Definitionen und elementare Eigenschaften . . . .. .. .. ... ... ... 0.
5.1.2 Charakterisierung der Verteilungskonvergenz . . . . . . . ... ... ... ... . ......
5.1.3 Konvergenz zusammengesetzter Abbildungen; Satz von Slutsky . . . .. .. ... ... ...
5.2 Gesetz der grofien Zahlen . . . . . ...
5.2.1 Schwaches Gesetz der groflen Zahlen . . . . . . . .. . ... ... L.
5.2.2 Starkes Gesetz der grofien Zahlen . . . . . . .. ... e
5.2.3 Anwendungsbeispiele . . . . . .. L
5.3 Zentraler Grenzwertsatz . . . . . . . .. L e e e e e e e e
5.3.1 Zentraler Grenzwertsatz fiir Summen von unabhéngigen Zufallsvariablen . . . . . . . .. ..
5.3.2 Anwendungsbeispiele . . . . . ..
5.3.3 Charakteristische Funktionen . . . . . . . .. .. ... L L
5.3.4 Bedingungen von Lindeberg und Ljapunow . . . . . ... ... ... ... ... ... ...
5.3.5 Anwendungsbeispiel: Dichteschitzung . . . . .. .. .. . ... ... ... ... ...

6 Tabellen fiir Verteilungsfunktionen und Quantile

51
51
51
54
a7
59
61
61
63
66
66
67
71
71
74
74
7
78

80
80
80
85
87
91
91
92
98
104
105
111
115
123
129

132



1 EINLEITUNG 4

1 Einleitung

1.1 Was ist Stochastik?

Der Begrift Stochastik stammt urspriinglich aus dem Griechischen und bedeutet dort: die Kunst des geschickten
Vermutens. Die mathematische Stochastik befasst sich mit der Beschreibung und Untersuchung von Ereignissen,
zeitlichen Entwicklungen bzw. rdumlichen Strukturen, die vom Zufall beeinflusst werden. Solche Ereignisse,
Entwicklungen bzw. Strukturen werden oft durch Daten dokumentiert, fiir deren Analyse die Statistik — ein
Teilgebiet der Stochastik — geeignete Methoden bereitstellt.

1.2 Typische Fragestellungen und Ergebnisse

Zu den Aufgaben der Stochastik gehort die Bewertung von Ereignissen, Entwicklungen bzw. Strukturen durch
die Bestimmung ihrer Wahrscheinlichkeit, die eine Mafizahl fiir die Chance ihres Eintretens ist.

Das Phinomen ,Zufall” kommt in vielfaltiger Weise in zahlreichen Bereichen des tiglichen Lebens vor, z.B. bei
der Vorhersage von zukiinftigen Aktienkursen bzw. Zinssitzen, bei der Wettervorhersage, bei Wiirfel- bzw.
Kartenspielen, beim Zahlenlotto, usw.

Stochastische Modelle sind in vielen Disziplinen der Wissenschaft ein wichtiges Hilfsmittel, so in
e Informatik und Ingenieurwissenschaften (z.B. bei der Dimensionierung und Leistungsanalyse von Kommuni-
kations- und Rechnersystemen)

e Physik, Chemie und Materialwissenschaften (z.B. bei der Strukturanalyse von Werkstoffen, Untersuchung
der Rauhheit von technischen Oberflichen)

e Wirtschaftswissenschaften (z.B. beim Risikomanagement von Versicherungen und Banken, Analyse von
Finanzmarkten)

e Biologie und Medizin (z.B. bei der Bildanalyse zur Untersuchung mikroskopischer Gewebestrukturen bzw.
intrazelluldrer Netzwerke)

Es ist iiblich, die Stochastik in die folgenden Teilgebiete zu unterteilen:

e Wahrscheinlichkeitsrechnung
o Statistik
e stochastische Prozesse und Felder (z.B. Markov-Modelle)

e stochastische Simulation (z.B. Markov-Chain-Monte-Carlo)
Typische Fragestellungen und Ergebnisse der Stochastik sind

e geschlossene Formeln fiir die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen, Entwicklungen bzw. Strukturen (oftmals
nur unter restriktiven Modellannahmen méglich)

e Grenzwertsétze (Naherungslosungen, z.B. Gesetz der grofien Zahlen, Zentraler Grenzwertsatz)

e Methoden zur Schitzung unbekannter Modellparameter; Tests hypothetischer Modellannahmen (Signifi-
kanztests)

e Kopplung von stochastischer Modellierung, statistischer Datenanalyse und Computer-Simulation
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1.3 Beispiel

Betrachten Roulette-Spiel mit 38 moglichen Ausgéingen, namlich 18 rote Felder, 18 schwarze Felder und 2 griine
Felder. Betrachten Spieler, der auf ,,Rot” setzt. Er gewinnt 1 Euro mit der Wahrscheinlichkeit % und verliert 1
Euro mit der Wahrscheinlichkeit %. Sei nun X, der zufillige ,Gewinn” beim n-ten Spiel. Dann gilt:

- P(X,=-1)= 20
19

Die Zufallsgrofien X1, Xa, . .. sind unabhdngig und identisch verteilt. Betrachten Gesamtgewinn S,, = X1 +...+X,
aus den ersten n Spielen. Die Folge S1, S5, ... heifit Random Walk.

Wie grofs ist der erwartete Gewinn E X, beim n-ten Spiel? Wie grof ist der erwartete Gesamtgewinn E S,, aus
den ersten n Spielen? Es gilt:

EX, = 1-3%+(-1) 15 =—-0.05263
ES, = EX;+...+EX,=-n-0.05263

(Schwaches) Gesetz der grofien Zahlen ,Fiir grofle n ist 52 nohe bei E X; mit hoher Wahrscheinlichkeit.”

n
Zentraler Grenzwertsatz ,Fiir grofie n lasst sich die Wahrscheinlichkeit P |a < % < b) durch die Nor-

malverteilung approximieren, wobei a,b € R mit a < b beliebige, jedoch fest vorgegebene Toleranzgrenzen sind.”

Beachte Den Begriffsbildungen ,Zufallsgrofie”, ;unabhingig”, ,identisch verteilt”, ,fiir grofie n”, ,nahe bei E X;”,
,mit hoher Wahrscheinlichkeit” bzw. ,Normalverteilung” liegen mathematische Definitionen zugrunde. Sie
gehoren zu den Grundbegriffen der Stochastik, die in den folgenden Abschnitten detailliert erldutert werden.
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2 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

2.1 Ereignisse als Mengen

Wir modellieren Ereignisse als Mengen. Dabei ist eine Menge eine Zusammenfassung von wohldefinierten und
unterscheidbaren Dingen (Elemente) zu einem Ganzen.

Schreibweise 2 Grundmenge, w Element
w € Q: w ist Element von (2
w ¢ Q: w ist nicht Element von (2
A ={a,b,c,...}: Die Menge A besteht aus den Elementen a,b,c, ...
A ={w:w € Q, w hat Eigenschaft E}: A besteht aus denjenigen Elementen w von 2, die die Eigenschaft
E haben.

Beispiel Q =N, 4=1{2,4,6,...} = {n:n € N,n ist durch 2 teilbar}

Der Vergleich von Ereignissen erfolgt durch den Vergleich der Mengen, durch die die Ereignisse modelliert werden.

Definition

1. A; C A, bedeutet, A; ist Teilmenge von As, d.h., aus w € A; folgt w € A,y
2. A = AQ, falls A1 C A> und A C A;.

Betrachten Ereignisse, die bei einem Zufallsexperiment (z.B. Miinzwurf, Werfen eines Wiirfels, Roulette-Spiel,
Erzeugen einer Pseudozufallszahl mit einem Zufallszahlengenerator) eintreten kénnen. Dann ist

e O = Menge aller moglichen Versuchsergebnisse (Grundmenge, Grundgesamtheit, Merkmalraum, Stich-
probenraum);

Ay, Ay C Q: Ereignisse = Teilmengen von Versuchsergebnissen mit bestimmten Eigenschaften;

{w} C Q: Elementarereignis = ein (einzelnes) Versuchsergebnis;

e Angenommen: bei einem Versuch wird das Ergebnis w erzielt. Dann sagen wir: Das Ereignis A tritt ein,
falls w € A.

Fiir A; C A, gilt: Wenn A; eintritt, dann tritt auch A, ein.

Beispiel (einmaliges Wiirfeln): Q = {1,2,3,4,5,6}; Elementarereignisse {1}, {2},...,{6}.
Das Ereignis A, = {2} tritt genau dann ein, wenn die Zahl 2 gewiirfelt wird.
Das Ereignis A2 = {2,4,6} tritt genau dann ein, wenn eine gerade Zahl gewiirfelt wird.
Also gilt: A; C Az, d.h., wenn A; eintritt, dann tritt auch A, ein.

Definition Diejenige Teilmenge von (2, die kein Element enthélt, heift leere Menge und wird mit () bezeichnet.

Beachte Das Ereignis ) tritt niemals ein und wird deshalb unmdgliches Ereignis genannt.
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2.2 FEreignissysteme

Aus gegebenen Ereignissen Aj, A, ... kann man durch deren ,Verkniipfung” weitere Ereignisse bilden. Dies wird
durch die folgenden Mengenoperationen modelliert.

Definition

1. Vereinigungsmenge A; U Ay: Menge aller Elemente, die zu A; oder Ay gehoren.

o0
U A; = A1 U A3 U...: Menge aller Elemente, die zu mindestens einer der Mengen A; gehdren.
i=1

2. Schnittmenge A1 N Aa: Menge aller Elemente, die zu A; und Ay gehoren.
(o]

N A; = A1 N Az N...: Menge aller Elemente, die zu jeder der Mengen A; gehoren.
i=1

3. Differenzmenge A; \ Az: Menge aller Elemente von Aj, die nicht zu A, gehoren.
Spezialfall: A¢ = Q\ A (Komplement)

4. Symmetrische Mengendifferenz Ay /A Ay: Menge aller Elemente, die zu A; oder A, jedoch nicht zu
beiden gehoren.

Beispiel Sei Q = {a,b,¢,d}, A1 = {a,b,c}, Ax = {b,d}.
Dann gilt A4; U Ay = {a,b,c,d}; A1 N Ay = {b}; A1\ Ax = {a,c}; A = {d}; A1 A Ay = {a,c,d}.

Beachte

e Das Ereignis A; U A, tritt genau dann ein, wenn A; oder A, oder beide eintreten.
e Das Ereignis A1 N A, tritt genau dann ein, wenn A; und A, eintreten.
e Das Ereignis A; \ A2 tritt genau dann ein, wenn A4; eintritt und Ay nicht eintritt.

e Das Ereignis A; A A, tritt genau dann ein, wenn A; oder A, eintreten und nicht beide eintreten.

Lemma 2.1 Fiir beliebige Mengen Ay, Ay C Q gilt:
A\ A2 = A1 NAS,

Ay A Ay = (A; U A) \ (A N As) = (A1 \ A2) U (Az \ 4y).

Beweis Kklar
Definition Die Mengen Ay, As,... C Q heifien paarweise disjunkt, falls A; N A; = 0 fiir beliebige i # j.
Beachte Jede beliebige Folge von Mengen A;, As,... C Q kann man in eine Folge von paarweise disjunkten
Mengen A}, A, ... Giberfiihren: Sei A} = Ay, Ay = Ay \ A, Ay = A3\ (AJ U A)),...
Dann gilt: A; N A} =0 fiir ¢ # j, und Gl A, = an:ol Al

Weitere Eigenschaften Sei A, B,C C Q. Dann gelten
o FEindeutigkeitsgesetze: AUD = A, ANP=0,AUQ=0,ANQ=A
(allgemein: falls A C B, dann gilt ANB=A,AUB = B)
e de Morgansche Gesetze: (AU B)° = A°NB° (AN B)° = A°U B®
o Assoziativ-Gesetze: AU(BUC)=(AUB)UC,AN(BNC)=(ANnB)NnC
e Distributiv-Gesetze: AU(BNC)=(AUB)N(AUC),AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
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Es ist oft nicht zweckméfig, alle moglichen Teilmengen von €2 in die Modellierung einzubeziehen, sondern man
betrachtet nur die Familie derjenigen Teilmengen von 2, deren Wahrscheinlichkeiten tatsichlich von Interesse
sind. Diese Mengenfamilie soll jedoch abgeschlossen sein beziiglich der Operationen U, N, \, was durch die folgende
Begriffsbildung erreicht wird.

Definition Eine nichtleere Familie F von Teilmengen von ( heifst Algebra, falls

(Al) Ae F=>AcF
(AZ) Al,A2€f¢A1UA2€.7:

Beispiel Q = {a,b,c,d}, F1 = {0,{a},{b,c,d},Q} ist eine Algebra, F» = {0, {a}, {b,c},Q} ist dagegen keine
Algebra.

Lemma 2.2 Sei F eine Algebra und Ay, As, ..., A, € F. Dann gilt

[y

.0,QeF
2. AiNAy e F

w

. Al\AQE}-

4. UAin,nAiE}-
i1 |

k2 =1

Beweis
1. Weil F nicht leer ist, gibt es ein A € F, A C Q. Also gilt A° € F wegen (Al) bzw.
AU A° € F wegen (A2) bzw. Q° € F wegen (Al)
N—— ~~~
=Q =(D
2. A1 ﬂAQ = (AEUAE)C S f
3. Aj\ A =A1NAS = (AfUA) e F
4. Induktion

Um Grenzwerte bilden zu konnen, ist es erforderlich, dass das Mengensystem F nicht nur abgeschlossen ist
beziiglich Vereinigung bzw. Durchschnitt von endlich vielen Mengen, sondern auch beziiglich Vereinigung bzw.
Durchschnitt von abzdhlbar unendlich vielen Mengen. Dies wird durch die Hinzunahme der folgenden Bedingung
erreicht.

Definition Eine Algebra F heifit o-Algebra, falls zusétzlich

(A3) Ay, As,...€F = | A € Fgilt.

i=1

Beachte

Das Paar (Q, F) heifst Messraum, falls F eine o-Algebra ist.

Sei ) = N, und sei F die Familie derjenigen Teilmengen A von N, so dass entweder A oder A® nur
endlich viele Elemente hat. Das Mengensystem F ist eine Algebra, jedoch keine o-Algebra.

Fiir jedes (2 ist die Potenzmenge P, d.h. die Familie aller Teilmengen von (2, stets eine o-Algebra.

Falls Q endlich oder abzdhlbar unendlich ist, kann F = P gewéhlt werden. Falls  nicht abz&hlbar ist
(z.B. 2 =R oder Q =[0,1]), dann muss eine kleinere o-Algebra betrachtet werden (nicht P).
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Definition Seien A, A1, As,... C Q beliebige Teilmengen von 2. Dann heifst die Menge

limsup A, := ﬂ U A, 1)
" k=1n=Fk
der Limes Superior der Folge {A,}, und
liminf A4,, := U ﬂ A, (2)
k=1 n=k

heiftt der Limes Inferior der Folge {A,}. Auferdem sagt man, dass die Folge {A,} gegen die Menge A
konvergiert, falls
liminf A,, = limsup 4, (:=A4). (3)
n n

Schreibweise Falls die Folge {A4,} gegen die Menge A konvergiert, d.h., falls (3) gilt, dann schreiben wir
A =lim, A, bzw. einfach A4, — A.

Lemma 2.3 Seien A, Ay, As, ... C Q beliebige Teilmengen von ).

1. Falls Ay C Ay C ..., dann gilt A, = A:= ], An. (Schreibweise: A, T A)
2. Falls Ay D Ay D ..., dann gilt A, - A:=(,2, An. (Schreibweise: A, | A)
Beweis Wir zeigen nur die erste Teilaussage. Der Beweis der zweiten Teilaussage ist analog. Sei A = J;-, An.

Fiir jedes k gilt dann (J;., A, = A. Also ist limsup, A, = A. Andererseits gilt (-, A, = Aj, dh,
liminf, A, = s, 4r = A. O

2.3 Wahrscheinlichkeitsmafie

2.3.1 Definition und elementare Eigenschaften

Gegeben sei ein Messraum (2, F). Betrachten eine Mengenfunktion, d.h. eine Abbildung P : F — [0, 1], die jeder
Menge A € F eine Zahl P(A) € [0, 1] zuordnet. Dann heifft P(A) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A € F.

Definition

e Die Mengenfunktion P : F — [0,1] heifit Wahrscheinlichkeitsmaff auf F, falls
(P1) P(Q2) =1 (,Normiertheit”)
(P2) P(U Ai) = > P(A;) fur paarweise disjunkte Ay, Az, ... € F (,,o-Additivitat”)
i=1 =1
e Falls (2, F) ein Messraum und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf F ist, dann heift das Tripel (Q2, F, P)

Wahrscheinlichkeitsraum.

Theorem 2.1 Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, Ay, Ay, ... € F. Dann gilt

1. P(A°)=1-P(A)

2. Ay C Ay = P(A;) < P(A»)

3. P(A; UAy) = P(Ay) + P(Ay) — P(A1 N Ay)
4. P(A1 UAs) < P(A1) + P(Ay)
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Beweis
1. Es gilt
1 = P(Q)=P(AU A9
P(AUA°UBUPU...)
= PA)+PA)+P0)+P®O)+...

Hieraus folgt, dass P(§) =0, d.h. 1 = P(Q) = P(A) + P(A°).
2. Auflerdem gilt

P(Ay) =P (A1 U(A3\ A1) = P(Ay) + P(A2\ A1) = P(A3) > P(4;)
—_——
>0
3. Weil P(A\ B) = P(A) — P(B) fiir A,B € F mit A D B (vgl. den Beweis der Teilaussage 2) und weil
AjUAs = (A1 \ (A2 N A1) U (A1 NAy) U (A \ (41 NAs)),
gilt

P(A1UAy) = P(A1\(A2NA1))+ P(A1NAs) + P(A2 )\ (A1 N Ay))

= P(A1) — P(A1NAs)+ P(A1NAy) + P(As) — P(A; N Ap)

= P(A;)+ P(A2) — P(A1NAy).
4. folgt unmittelbar aus 3.

Beachte Aus dem Beweis bzw. aus den Aussagen von Theorem 2.1 ergibt sich sofort, dass

» P(0) =0,
o P(.Lnj1 A;) = f:l P(A;) fiir jede endliche Folge Ay, ..., A, € F von paarweise disjunkten Mengen,
° P(Zg \ 41) ;_P(Ag) — P(Ay), falls Ay C As,
e P((J A< il P(A;) fiir jede beliebige Folge Ay, ..., A, € F.

=1
In Verallgemeinerung der 3. Teilaussage von Theorem 2.1 ergibt sich aufierdem die folgende Siebformel.

Korollar 2.1 Fliir jedes n = 1,2,... und jede Folge A1,...,A, € F gilt

P(lJ4)=> (-1 > P(Ap, N...NAg,). (4)

i=1 i=1 1<k1<...<ki<n

Beweis (Induktion)

e Induktionsanfang: n =1 ist klar; fiir n = 2 ist (4) identisch mit der 3. Teilaussage von Theorem 2.1.

e Induktionsannahme: (4) gelte fiir ein n > 2.
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e Induktionsschritt: Wir zeigen nun, dass dann (4) auch fiir n 4+ 1 gilt. Und zwar ist

n+1 n n
P( U 4;) = P(Any1 \ (Anpa N U AU U A;)
=1 =1 i=1
= P(Ant1) — P(|J(4in Anp)) + P(| 4i)
=1 =1
nd-amahme  poy oSN Y P NN A N Ay
=1 1<k1<...<ki<n

+i(_1)i1 z P(Ap, N...NAg,)

1<k1<...<ki<n

- > (=1t > P(Ap, N...NA,).

i=1 1<ki<...<k;<n+1

Dariiber hinaus kann man mit Hilfe von Theorem 2.1 zeigen, dass Wahrscheinlichkeitsmafie stetig sind beziiglich
der monotonen Konvergenz von Mengen.

Korollar 2.2 Sei Ay, As,... € F. Dann gilt

P(i:U1 Aj) = lim P(4;),  falls A CArC.., (5)
und -
P(i:ﬂ1 Aj) = lim P(A;),  falls Ay D As D ... (6)

Beweis Sei A; C Ay C .... Mit der zusétzlichen Notation Ag = 0 gilt dann

P(UAi) = P(U(Ai\Ai—l))

= ZP(AZ- \ Ai_1)

= T}i_{goZIP(Ai \4i1)

= lim P(4,).

n— oo

Damit ist (5) bewiesen. Der Beweis von (6) ist analog. Dabei kann die bereits gezeigte Formel (5) genutzt werden,
wenn zu den Komplementen {ibergegangen wird. O

2.3.2 Weitere Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafien

Die Subadditivitat von Wahrscheinlichkeitsmaften, die in Teilaussage 4 von Theorem 2.1 betrachtet wurde, gilt
nicht nur fiir zwei bzw. endlich viele Ereignisse, sondern auch fiir Folgen von unendlich vielen Ereignissen.
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Theorem 2.2 Sei (0, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und Ay, As,... € F seien beliebige Ereignisse. Dann

gilt
HUMSZHM- (7)

A =4\ A
i=1
Dann gilt
oo [ee) [ee) o0
P(J4:) =P((J4) =3 P(4) <3 P(4n),
i=1 i=1 i=1 i=1
wobei sich die letzte Ungleichung aus der Monotonie von Wahrscheinlichkeitsmafien ergibt. O

Das folgende Korollar wird in der Literatur das Lemma von Borel-Cantelli genannt.

Korollar 2.3 Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, As, ... € F eine beliebige Folge von Ereignissen.
Dann gilt

P(limsup,, A,) =0, (8)
falls
=1

P(limsup,, A,) = kli)n;o P(LJkAi)
7=
o0
< lim P(4;)=0,
k—o00
i=k
wobei sich die letzte Gleichheit aus der Summierbarkeitsbedingung (9) ergibt. O

Wir diskutieren nun den Zusammenhang zwischen der o-Additivitat und gewissen Stetigkeitseigenschaften von
Mengenfunktionen.

Theorem 2.3 Sei (Q,F) ein beliebiger Messraum, und sei P : F — [0,1] eine beliebige additive Mengenfunktion,
n n

d.h. P(U 4;) = > P(A;) gelte fir jede endliche Folge von paarweise disjunkten Mengen A,..., A, € F.
| ~

=1 =
Auferdem gelte P(Q) = 1. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. P ist o-additiv (und damit ein Wahrscheinlichkeitsmagf),
2. P(A,) t P(A), falls A, t Ae F,

3. P(A,) L P(A), falls A, | A€ F,

4. P(A,) 10, falls A, | 0.
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Beweis Wir fithren einen zyklischen Beweis, d.h., wir zeigen, dass die folgenden Implikationen richtig sind:
1. =2 =3 —=4 = 1.

1. = 2. P sei o-additiv, und es gelte A,, T A € F. Die Behauptung ergibt sich dann genauso wie im Beweis
von Korollar 2.2.

2. = 3. Es gelte 4,, | A € F. Hieraus folgt, dass A 1 A° € F. Also ergibt sich aus Aussage 2, dass
P(An) =1 - P(A5) L1 - P(A%) = P(4).

3. = 4. Diese Implikation gilt offensichtlich, weil die Teilaussage 4 ein Spezialfall von Teilaussage 3 ist.
4. = 1. Seien A;, As,... € F paarweise disjunkte Mengen. Dann gilt

U A; 1D fiir n — oo.

i=n+1
Also ist
i=1 i=1 i=n+1
n oo
= Y PA)+P( | 4)
i=1 i=n+1
o
- Y P(4),
i=1
wobei sich die zweite Gleichheit aus der endlichen Additivitét von P ergibt. O

Fiir Wahrscheinlichkeitsmafse, d.h. fiir o-additive Mengenfunktionen lassen sich die in Theorem 2.3 betrachteten
drei Stetigkeitseigenschaften wie folgt zu einer Stetigkeitseigenschaft zusammenfassen.

Theorem 2.4 Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und A, A1, As,... € F seien beliebige Ereignisse.
Dann gilt
P(A,) =» P(4), falls A, — A. (10)

Beweis Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Ergebnis von Ubungsaufgabe 2.1, denn in dieser Ubungsauf-
gabe wird gezeigt, dass
P(liminf A,,) < liminf P(A,)
n

n—oo

und
limsup P(A,) < P(limsup 4,) .

n—oo

Weil A = liminf, A, = limsup,, A,, ergibt sich hieraus, dass

limsup P(A,) < P(A) < liminf P(4,),

n—oo n— oo

und damit, dass P(A) = lim,, P(A,). O
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2.4 Endliche Wahrscheinlichkeitsriume

2.4.1 Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum

Fiir jedes A C Q bezeichne |A| die Anzahl der Elemente, die zu A gehoren. Es gelte |Q] < oo (und damit auch
|A] < oo fiir jedes A C Q). Ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F, P) mit |Q] < oo heifit endlicher Wahrschein-
lichkeitsraum.

Definition Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (2, P(Q2), P), bei dem alle Elementarereignisse die gleiche
Wahrscheinlichkeit haben, d.h., P({w}) = ‘(12—|,Vw € , heiflt Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum.

Beachte Sei (2, P(12), P) ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir jedes A C Q gilt dann P(A) = |A|/|9]
wegen der o-Additivitdit von Wahrscheinlichkeitsmafien. Die so gegebene Wahrscheinlichkeit P(A) = |A|/|]
heifit Laplacesche Wahrscheinlichkeit.

Beispiel (zweimaliges Wiirfeln)
= (i,7) (¢ = Augenzahl beim 1. Wurf; j = Augenzahl beim 2. Wurf)
O ={(i,j) : 1<4,j <6} |Q] =36; F =P().
Sei p: Q — [0,1] mit p(w1) = p(ws) Ywi, w2 € Qund Y p(w) = 1. Hieraus folgt, dass p(w) = 55 Vw € (.
we
Fiir ein beliebiges Ereignis A C 2 definieren wir P(A) = Z p(w). D.h. P(A) = |A]/|9|.

Sei beispielsweise A = {Gesamtaugenzahl > 10} = {(6, 6) (6 5),(5,6),(6,4), (4,6),(5,5)}.
Dann gilt |[A| = 6 und somit P(4) = & = &.

2.4.2 Einfache Urnenmodelle

Gegeben sei eine Urne mit N Elementen, die mit den Zahlen 1,2, ..., N numeriert werden. Aus dieser Urne werden
n Elemente ,zuféllig” entnommen. Ergebnis des gesamten Losvorganges ist ein n-Tupel (i1, ...,%,). Dabei gibt
i; die Nummer des Elementes an, das bei der j-ten Ziehung entnommen wird. Wir betrachten vier verschiedene
Arten von Losvorgéngen, die sich durch die folgenden Auswahlarten ergeben:

e mit Zuriicklegen (d.h., Mehrfachziehungen sind moglich)

e ohne Zuriicklegen (d.h., jedes Element kann maximal einmal gezogen werden)

e mit Reihenfolge (d.h. (1,1,4,2) # (1,2,4,1))
o ohne Reihenfolge (d.h. (1,1,4,2) = (1,2,4,1))

Sei D ={1,2,...,N} die Menge der Elemente, die sich zu Beginn des Zufallsexperimentes in der Urne befinden.
Die Grundmengen Qj — Qjy, die die vier verschiedenen Arten von Losvorgéngen modellieren, haben die folgende
Gestalt:

1. Auswahl mit Reihenfolge und mit Zuriicklegen
Qr={w=(wi1,...,w,),w; €D firi=1,...,n} = D"
€| = N7

2. Auswahl mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen
Qi ={w=(w1,...,wn),w; € D,w; # w; flir i # j}
Stufe 1: N Moglichkeiten
Stufe 2: N — 1 Moglichkeiten

Stufe n: (N —n + 1) Moglichkeiten
Also: |Q|=N-(N=1)-...-(N=n+1)= ﬁ
Wichtiger Spezialfall: n = N (Permutationen) = Q77| =
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3. Auswahl ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen

Qrrr

Also:

={w=(w1,...,wn),w; € D,w; <ws < ...<wp}

Q11| = (N+:)'n' = (Y) (Binomialkoeffizient)

4. Auswahl ohne Reihenfolge und mit Zuriicklegen
Qry = {w=(w1,...,wn),w; € Dyws <ws < ... <wp}
|QIV| — (N+n71) _ (N4n—1)!

n = nl(N-1)!

Zusammenfassung

Auswahl  vom

Umfang n aus mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen

{1,2,...,N}

. . _ unterscheidbare

mit Reihenfolge |Qr] = N™ |Qr| = (N n)' Marken

ohne Reihen- N4n—1 N nicht unterscheid-

Q = Q =

folge (vl ( " ) (11| () bare Marken

Verteilung von
mit Mehrfachbelegung | ohne Mehrfachbelegung | n Marken auf N
Zellen
Beispiele

1.

Von den 16 Mannschaften, die am UEFA-Cup eines bestimmten Jahrganges teilnehmen, seien 2
Mannschaften aus Deutschland. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass die beiden deutschen
Mannschaften in der ersten Runde gegeneinander spielen?

Lisung: N =n = 16 (mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen) 8 - 2 - 14!/16! = 1/15.

. Angenommen: 4 identische Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,

dass die vier Augenzahlen voneinander verschieden sind?

Erste Lisungsidee: Auswahl ohne Reihenfolge und mit Zuriicklegen. = |Q;v| = (5+7') = 126.
Problem: keine Chancengleichheit der Elementarereignisse, denn {1,1,1,1} ist (4!)-mal weniger wahr-
scheinlich als {1,2,3,4} (wegen der Permutationen).

besser: Wir nehmen an, dass wir die 4 Wiirfel nacheinander werfen und dabei auf die Reihenfolge der
erzielten Augenzahlen achten.

= Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum.

|| = 6* (Anzahl der moglichen Fille), A C 7, A = {Auswahlen, bestehend aus 4 unterschiedlichen
Augenzahlen}, |A] = 6-5-4 -3 (Anzahl der giinstigen Falle)

4] 6-5-4-3 5

. Zahlenlotto: n = 6 aus N = 49 (ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen)

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens 4 Richtige zu haben?

Losung: D = {1, .. .,49}, |QIII| = (469)’ Qrrr = {w = {wl, e ,we} ywi € Dyw <... < we}

A; = { genau i Richtige }, P(A4 U A5 U Ag) =

Weil A; N A; = 0Vi 7é ], gilt P(A4 UAs U Aa) P(Ay) + (A5) + P(Ag).

Dabet ist |4] = (5 (), |4a] = (5 (), 40l = (9) (%) =
(

=> P4 = () () 7495)) ) +1_ 0.000987

Beachte Dieses Beispiel ist ein Spezialfall der hypergeometrischen Verteilung.
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Hypergeometrische Verteilung  Betrachten Urne mit N Elementen, wobei zwei Typen von Elementen
vorhanden seien (S schwarze Kugeln, R rote Kugeln); N = S + R. Sei n =Anzahl der insgesamt ent-
nommenen Kugeln; s =Anzahl der entnommenen schwarzen Kugeln; P(s,n;S, N) =Wahrscheinlichkeit,
dass s schwarze Kugeln bei der Entnahme von insgesamt n Kugeln gezogen werden, falls von den N vorhan-
denen Kugeln S schwarz sind.

()G

()

= P(s,n;S,N) =

2.5 Geometrische Wahrscheinlichkeiten

Wahrend bei der Definition der Laplace’schen Wahrscheinlichkeiten, vgl. Abschnitt 2.4.1, Quotienten von An-
zahlen gebildet werden, betrachtet man bei geometrischen Wahrscheinlichkeiten Quotienten von Flacheninhalten
bzw. Volumina.

e Sei beispielsweise (2 = [0,1]? das Einheitsquadrat in der euklidischen Ebene R?, und sei F = B([0,1]?) die
sogenannte Borel-o-Algebra von Teilmengen des Einheitsquadrates [0,1]2, die definiert ist als die kleinste
o-Algebra von Teilmengen von [0,1]?, die alle offenen Recktecke (a,b) X (a',b') enthdlt; 0 < a < b < 1,
0<d <b <1

e Schreibweise:
B([0,1]%) = a({(a,b) x (a',0),0<a<b<1,0<d <l < 1})

)

~~

Erzeugersystem
e Die (geometrische) Wahrscheinlichkeit P(A) von A € B([0,1]?) ist dann gegeben durch den Ansatz

_ 1AL _

wobei |A| den “Flécheninhalt” (genauer: den Wert des 2-dimensionalen Lebesgue-Mafies) von A bezeichnet.

Eine allgemeinere Variante der Definition der geometrischen Wahrscheinlichkeit lautet wie folgt.

Definition

e Sei d € {1,2,...} eine (beliebige, jedoch fest vorgegebene) natiirliche Zahl, und sei @ C R? eine
beliebige (Borelsche) Teilmenge des d-dimensionalen euklidischen Raumes mit 0 < || < oo, wobei
|| das d-dimensionale “Volumen” (genauer: den Wert des d-dimensionalen Lebesgue-Mafies) von
bezeichnet.

e Die Wahrscheinlichkeit von 4 € B(R?) N € ist dann gegeben durch

_ Al

(11)

wobei B(R?) N Q die Spur-o-Algebra der Borel-Mengen in 2 bezeichnet.

e Das Tripel (2, B(R?*) N, P), wobei P durch (11) gegeben ist, heift geometrischer Wahrscheinlichkeit-
sraum.

Beispiel (Buffonsches Nadelexperiment)

e Das Buffonsche Nadelexperiment ist eine der ersten numerischen Methoden, die auf stochastischen
Gesetzmifigkeiten beruht.
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e Der  Erfinder” ist Georges Louis Leclerc Comte de Buffon (1707-1788).
e Heute sind solche Verfahren unter der Bezeichnung ,,Monte-Carlo-Simulation” bekannt.

e Betrachten das System
K={(z,9): (z,y) €{...,—1,0,1,...} x R} C R?

von parallelen und #quidistanten (vertikalen) Geraden in der euklidischen Ebene R?.

e Werfen eine Nadel mit der Linge 1 ,willkiirlich” in die Ebene R2?, wobei mit ,willkiirlich” das folgende
stochastische Modell gemeint ist.

e Betrachten die Grofen s und ¢, die die relative Lage der Nadel beziiglich des Geradensystems K
beschreiben, wobei

— s der (orthogonale) Abstand des Nadelmittelpunktes zur nichsten linksliegenden Nachbargeraden
von K ist,

— t der Winkel ist, den die Nadel zum Lot auf die Geraden von K bildet.
e Betrachten den geometrischen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, B(R?)NQ, P) mit Q = [0,1] x [-7/2,7/2].

e Bestimmen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A C ) mit
1 1
A:{(s,t)eﬂ: 0<s<§cost}u{(s,t)€Q: 1—§c05t<s<1},

dass die Nadel eine der Geraden von K schneidet.

e Es gilt
1 1
PA) = P((s,t)eQ: 0<s<§cost)+P<(s,t)€Q: 1—§cost<s<1)
/2 /2
1 1 1 1
= — / — costdt + — / — costdt
T 2 T 2
—m/2 —m/2
/2
1 2
= — / costdt = — ,
T m
—m/2

d.h., fiir die (geometrische) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, dass die Nadel eine der Geraden von
K schneidet, gilt

P(A)=—. (12)
e Aus der Gleichung (12) ergibt sich nun eine Methode zur experimentellen Bestimmung der Zahl 7, die
auf dem sogenannten Gesetz der grofien Zahlen beruht, vgl. Abschnitt 5.2.2.
e Und zwar werfen wir die Nadel n-mal, wobei n eine hinreichend grofie natiirliche Zahl sein sollte.
e Seien (s1,t1),.-.,(8n,ts) die Ergebnissse der n durchgefiihrten Nadelexperimente.
e Betrachten die Funktionswerte z1 = x(s1,t1),...,%n = (8, t,) mit
1, fallss< %cost oder 1 — %cost < s,

z(s,t) =
0 sonst,

d.h., die Indikatoren der Ereignisse, ob die Nadel beim jeweiligen Wurf eine der Geraden von K
schneidet oder nicht.
e Aus (12) und aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen folgt dann, dass das arithmetische Mittel

n
Yn =n~1 Y x; mit ,grofer Wahrscheinlichkeit” eine gute Niherung der Zahl 2/ ist.
i=1
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e Mit anderen Worten: Fiir grofe n ist 2/y, mit grofer Wahrscheinlichkeit eine gute Niherung der Zahl
.

Beachte Im Internet gibt es zahlreiche Seiten, wo dieses Verfahren implementiert worden ist und mittels
JAVA-Applets auch selbst durchgefiithrt werden kann, vgl. beispielsweise

e http://www.mste.uiuc.edu/reese/buffon /buffon.html

Das folgende Beispiel soll deutlich machen, dass es (&hnlich wie bei der Laplace’schen Wahrscheinlichkeit) auch
bei der geometrischen Wahrscheinlichkeit sehr wichtig ist, die Grundmenge () geeignet zu wihlen.

Beispiel (Bertrandsches Paradoxon)

e In den Kreis b(o,1) C R? mit Mittelpunkt im Nullpunkt und Radius Eins werde ,auf gut Gliick” eine
Sehne gelegt.

e Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, dass die Sehne linger als v/3 ist (wobei v/3 die
Seitenlinge des einbeschriebenen gleichseitigen Dreiecks ist).

e Beachte: Das Problem ist ,jinkorrekt” gestellt und erfordert zunichst eine Prazisierung, was genau
mit der Sprechweise ,auf gut Gliick” gemeint ist.

e Modell 1: Der Mittelpunkt der Sehne werde ,auf gut Gliick” in den Kreis b(o,1) gelegt.

o Mit Q =b(0,1) und A ={w € Q: 0 < |w| < 0.5}, wobei |w| die Lange des Vektors w bezeichnet, ergibt
sich dann die Wahrscheinlichkeit A o1
™
PA = —=-—"—=-.
(4) 19] ™ 4
e Modell 2: Ein Endpunkt der Sehne sei fest vorgegeben, und der andere Endpunkt werde ,auf gut
Gliick” auf die Kreislinie 8b(o,1) gelegt.

e Mit O = (—7/2,7/2) und A={weN: —7/6 <w < 7/6} ergibt sich dann die Wahrscheinlichkeit

_A w31
P(A)_|Q|_ T 3

e Modell 3: Die Richtung der Sehne sei fest vorgegeben (0.B.d.A. vertikal), und der Mittelpunkt der
Sehne werde ,auf gut Gliick” in das Intervall (—1,1) gelegt.

e Mit @ =(-1,1) und A ={we Q: —0.5 <w < 0.5}, ergibt sich dann die Wahrscheinlichkeit

_ A1

PA) =1 =5

2.6 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Sei (Q,F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.

2.6.1 Definition und Multiplikationssatz

Haufig verfiigen wir bei der Durchfiihrung von Experimenten iiber Vorinformationen, die bei der Berechnung von
Wabhrscheinlichkeiten interessierender Ereignisse beriicksichtigt werden sollen.

Bei manchen Untersuchungen wird jedoch lediglich (hypothetisch) angenommen, dass eine bestimmte Vorinfor-
mation vorliegt, wobei dann unter dieser hypothetischen Annahme gerechnet wird. Diese sogenannte Bayessche
Methodik wird im weiteren Verlauf der Vorlesung noch genauer diskutiert.
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Beispiele

1. Skatspiel

Die Kenntnis der eigenen 10 Karten soll als Vorinformation iiber die Verteilung der iibrigen 22
Karten genutzt werden.

Markieren die 32 Karten mit den Zahlen 1,2,...,32.

Betrachten Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum, wobei Q2 die Menge aller Permutationen von
32 Elementen ist (N = n = 32; mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen)

Gesucht sei die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A N A3, wobei A = {Spieler 2 hat = Asse},
As = {Spieler 3 hat y Asse}, unter der Bedingung, dass das Ereignis A; = {Spieler 1 hat die
Karten mit den Nummern &y, ..., kjo} eintritt.

Lésungsansatz: Beziehen die Anzahl der Permutationen, bei denen As N Az eintritt, nicht auf die
Gesamtanzahl 32! aller moglichen Permutationen, sondern lediglich auf diejenigen Permutationen,
bei denen das Ereignis A; eintritt.

D.h., die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist die (bedingte) relative Haufigkeit |(As N A3) N A1]/]A1]
Dabei benutzen wir die Schreibweise:

P(A2N Az | A1) = [(A2 N As) N A ]/| A4

und nennen diese Grofie bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A» N A3 unter der Bedingung,
dass das Ereignis A; eintritt.

2. Urnenmodell

Betrachten Urne mit N Elementen (S schwarze, R rote Kugeln), d.h. N = S + R, vgl. Ab-
schnitt 3.2.2;

2 Elemente, 2 < N, sollen insgesamt ausgewahlt werden (ohne Zuriicklegen);

Sei A das Ereignis, beim zweiten Versuch ,schwarz” zu ziehen, und sei B das Ereignis, beim ersten
Versuch ,rot” zu ziehen.

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A | B), beim zweiten Versuch ,schwarz” zu ziehen,
falls beim ersten Versuch ,rot” gezogen wird.

Es gilt

4| By < ANBI _ R-S S

Bl  R-S+R[R-1) N-1°

Dies fiihrt zu der folgenden (allgemeineren) Begriffsbildung.

Definition Seien A, B € F seien beliebige Ereignisse mit P(B) > 0. Dann heifit

pa| By PANE)

“PB) (13)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Beachte Die Definitionsgleichung (13) kann in der Form P(ANB) = P(B)P(A | B) geschrieben werden. Durch
Iteration dieser Uberlegung ergibt sich der folgende Multiplikationssatz.

Theorem 2.5 Seien Ay, As,..., A, € F Ereignisse mit P(A;NAsN...NA,_1) > 0. Dann gilt:

P(A1NAyN...NAp) = P(A) P(Ay | A) P(As | AN As) ... P(An | ALNAsN .. N AL 1),  (14)

Beweis klar
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Beispiel (Skatspiel)

e Betrachten das Ereignis A; = {Spieler i erhilt genau ein As}; i =1,2,3.
e Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(A; N Ay N Aj3), dass jeder der drei Spieler genau ein As erhilt?
e Lisung: Es gilt

P(A)) = M =0.428, P(A4y|A) = 1) (v) =0.42857, P(A3]A1NAy)= 6 (2190) =0.303.

32 22
(10) (10)
e Hieraus und aus (14) ergibt sich

P(A1 N Ay N Ay) = P(A1)P(As | A1)P (A3 | Ay N Ap) = 0.0556.

2.6.2 Formel der totalen Wahrscheinlichkeit; Bayessche Formel

Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A € F ist es manchmal niitzlich, die (unbe-
dingte) Wahrscheinlichkeit P(A) als gewichtete Summe von bedingten Wahrscheinlichkeiten darzustellen.

Hierfiir ist es erforderlich, den Grundraum 2 wie folgt in (messbare) Teilmengen zu zerlegen.

Definition Sei n € N eine beliebige natiirliche Zahl, und sei By, Bs,...,B, € F eine (endliche) Folge von
Ereignissen mit den Eigenschaften
(Zz) U?:l Bz = Q’
(Z3) P(B;) > Ofiirallei=1,...,n

Dann heiflt By, B, ..., B, messbare Zerlegung von ).

Theorem 2.6 Sei A € F ein beliebiges Ereignis und By, B, ..., B, eine messbare Zerlegung von Q. Dann gilt

e Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

n

P(A) =) P(B;)P(4] B)), (15)

Jj=1

e Bayessche Formel
P(Bi)P(A | Bi)

P(B; | A) = —
;P(Bj)P(A | B;)

(16)

fiir jedes i = 1,...,n, wobei in (16) vorausgesetzt wird, dass P(A) > 0.

Beweis Aus (Z1)—(Z3) und aus der Additivitat des Wahrscheinlichkeitsmafes P ergibt sich, dass

n

P(4) = P(ANQ)=P(4n UB,)

n

P(gAnB ) ZP (AN B))

=1

= Z AmB) ZP P(A|By),

=1 =1
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wobei im letzten Schritt die Definitionsgleichung (13) benutzt wird. Damit ist (15) bewiesen. Aus (13) und
(15) ergibt sich nun
P(B;nA) P(B;)P(A| B)
P(B; | A) = = . O
B =0 T S RB)PA| By

Beachte Die Aussagen von Theorem 2.6 bleiben giiltig, wenn anstelle einer Zerlegung von 2 in endlich viele
Teilmengen eine unendliche Folge By, B, ... € F von Ereignissen mit den Eigenschaften
(1) B;nB; =0 fur i # j,
(Z2) UZ, B =,
(Z’3) P(B;) > 0fir alle: =1,2,...

betrachtet wird. Die Formeln (15) und (16) sind dann lediglich wie folgt zu modifizieren:

oo

P(A) =) P(B;)P(A]| By), (17)

j=1

bzw.
, _ P(B)P(A| B)
P = 5 B(B,)P(A ]| By) (18)

fiir jedes 1 =1,2,..., wobei in (18) erneut vorausgesetzt wird, dass P(A) > 0.
Beispiel
e Betrachten eine Fufiballmannschaft, deren Siegeschance je Bundesliga-Spiel bei 75% liegt, falls ihr
Kapitén in guter Form ist.
e Falls ihr Kapitén jedoch nicht in guter Form ist, dann betrage ihre Siegeschance nur 40%.
e Bei 70% aller Bundesliga-Spiele seiner Mannschaft sei der Kapitin in guter Form.
e Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass

1. die Mannschaft ein Bundesliga-Spiel gewinnt,

2. der Kapitén bei einem Bundesliga-Spiel in guter Form ist, obwohl die Mannschaft das Spiel nicht
gewinnt.

o Lisung: Zerlegen den Grundraum (2 auf zwei verschiedene Weisen in zwei Komponenten.
e Sei A = {Kapitén ist in guter Form}, A° = {Kapitan ist nicht in guter Form}
bzw.
B = {Mannschaft gewinnt Bundesliga-Spiel}, B¢ = {Mannschaft gewinnt Bundesliga-Spiel nicht}

e Dann gilt P(B | A) =0.75, P(B | A°) = 0.40, P(A) = 0.70
e Aus (15) bzw. (16) ergibt sich nun

P(B) = P(B|A)P(A)+ P(B| A°)P(A°)
= 0.75-0.70 + 0.40 - 0.3 = 0.645

bzw.

P(B° | A)P(A)
P(Be | A)P(A) + P(B¢|A°)P(A°)
0.25-0.70

0.25-0.70 + 0.60 - 0.30 0493

P(A| BY) =
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2.7 Stochastische Unabhingigkeit

Der Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit zweier Ereignisse A, B € F ist mit der intuitiven Vorstellung
verbunden, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A | B) des Ereignisses A unter der Bedingung B mit der
y2unbedingten” Wahrscheinlichkeit P(A) von A iibereinstimmt, d.h. P(A | B) = P(A), wobei P(B) > 0 vorausge-

setzt wird.

Es ist jedoch zweckmifiger, die folgende (dquivalente) Gleichung P(A N B) = P(A)P(B) zu betrachten, weil
durch sie auch der Fall P(B) = 0 erfasst wird.

Definition

1.
2.

Beachte

Beispiel

Die Ereignisse A, B € F heifien unabhdngig, falls P(AN B) = P(A)P(B).
Sei Ay, As,..., A, € F eine beliebige Folge von Ereignissen. Dann sagt man, dass A;, As,..., A,
unabhdngige Ereignisse sind, falls fiir jede Teilfolge {i1,%2,...,ix} C {1,2,...,n} gilt:

k
P(A;, NA, N ... Ay) = [ P(4). (19)

=1

. Der Begriff der Unabhéngigkeit wird auch fiir unendliche Folgen von Ereignissen benétigt. Man sagt,

dass Aj, As2,... € F unabhingige Ereignisse sind, falls fiir jede endliche Teilfolge {i1,ia,...,ix} C
{1,2,...,} die Bedingung (19) erfiillt ist.

. Das folgende Beispiel zeigt, dass die Unabhéngigkeit von Ereignis-Paaren A;,, A;, im allgemeinen nicht

die (vollstdndige) Unabhangigkeit der gesamten Folge A;, A, ..., A, impliziert.

e Sei (Q, F, P) gegeben durch Q = {1,2,3,4}, F = P(Q), P({k}) = L fiir jedes k € Q.
o Sei A = {k,4} fir k=1,2,3.
e Dann sieht man leicht, dass

1. die Paare Ay, As bzw. Ay, A3 bzw. A1, A3 jeweils unabhangig sind,
2. die Ereignisse A1, As, A3 jedoch nicht unabhingig sind.

e Denn es gilt

1 1 1 1
P(AiN A1) = P({4}) = § = P(Ai) - P(Aip1) = 55 =4 firi=12
bzw. 111
P(A;NA3)=P({4}) =~ = P(A;) - P(A43) = 2'3=1"
e Jedoch

P(A1NA;NA4;3) = P({4}) = i #  P(A1)-P(4;)-P(4;) = é .

In Erginzung von Korollar 2.3 konnen wir nun den zweiten Teil des Lemmas von Borel-Cantelli formulieren und

beweisen.

Theorem 2.7 Sei Ay, As,... € F eine beliebige Folge von unabhdingigen Ereignissen. Falls

dann gilt

> P(A) =, (20)

P(limsup,, A,) =1, (21)
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Beweis

e Fiir reelle Zahlen ay, ..., a4 mit k,1 =1,2,. .. gilt bekanntlich log(1 — a;) < —ay, falls 0 < a; < 1.

e Hieraus folgt, dass

k+l1 k+1

log(H(l —an)) < - Zan.
n=~k

n=~k

Weil mit den Ereignissen A;, Ay, ... auch die Ereignisse A§, AS, ... unabhiingig sind (vgl. Ubungsauf-
gabe 4.3), ergibt sich somit

k+1 k+1
P(()4:) = JJa-Py)

k+1

< exp(— Z P(An)) :

Aus (20) folgt, dass bei festem k die rechte Seite fiir I — oo gegen 0 strebt.
Aus Korollar 2.2 ergibt sich somit, dass

P(ﬁ AS) =0

bzw.

P([j ﬁ AS) =0.

k=1 n=k

Damit ist (21) bewiesen. O

3 Zufallsvariablen und Zufallsvektoren

3.1 Definition von Zufallsvariablen

Betrachten einen beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P) und ein beliebiges Element w € 2, wobei wir so

wie bisher

Beachte
d.h.,

Beispiele

1.

{w} als Elementarereignis bzw. Versuchsergebnis interpretieren.

Hiufig interessiert nicht w selbst, sondern eine (quantitative oder qualitative) Kennzahl X (w) von w,
wir betrachten die Abbildung w — X (w).

2 = Menge von Eintragungen in einem Telefonbuch

w = Familienname, X (w) = Anzahl der Buchstaben von w
oder

w = Telefonnummer, X (w) = Anzahl der Ziffer ,1” in w

. zweimaliges Wiirfeln Q = {w = (wy;ws),w; € {1,...,6}}

Augensumme w = X (w) = wy + wo

Sei A = {w: X(w) =10} = {(6,4),(5,5),(4,6)} bzw. allgemeiner A = {w : X(w) = k}, wobei
ke{2,...,12}.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(A). Hierfiir ist es erforderlich, dass A € F.

Allgemein muss also {w: w € Q, X (w) = k} € F fiir jedes k = 2,...,12 gelten.

Bei diesem Beispiel ist das gleichbedeutend mit {w : w € , X (w) < z} € F fiir jedes z € R.
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Das fiihrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbildung X : @ — R heifit Zufallsvari-
able (bzw. Zufallsgrife), falls

{w:we,X(w)<z}eF VzeR. (1)

Beachte

1. Die Regularititsbedingung (1) wird Messbarkeit der Abbildung X beziiglich der o-Algebra F genannt.

2. In vielen Féllen interessiert nicht nur die Wahrscheinlichkeit, dass die Werte X (w) der Zufallsvariablen
X einen vorgegebenen Schwellenwert x nicht iiberschreiten, d.h., dass X Werte im Intervall B =
(—o0, z] annimmt.

3. Oftmals interessiert auch die Wahrscheinlichkeit, dass X Werte in einer allgemeineren Teilmenge B C R
annimmt, wobei B beispielsweise die Vereinigung von mehreren disjunkten Intervallen sein kann.

4. Deshalb wird nicht nur im Grundraum (2, sondern auch im Bildraum R ein System von Teilmengen
von R betrachtet, das abgeschlossen beziiglich der Mengenoperationen U, N, \ ist.

5. Dabei wird oft die Borel-o-Algebra B(R) betrachtet, die definiert ist als die kleinste o-Algebra von
Teilmengen von R, die alle offenen Intervalle (a,b) enthélt; —oo < a < b < co. D.h.

B(R) = a({(a, b), —co<a<b< oo})
Erzeug;;system

6. Insbesondere enthilt B(R) auch alle halboffenen bzw. abgeschlossenen Intervalle, denn es gilt

(a—n~1b+n"") € B(R).

DL

@8 = ()(@bin™) € B®), [ab) = ()(a=n""b) € BE®), [o4]=

n=1 n=1 n=1

7. Fir jede abzdhlbare Teilmenge C' = {z1,z2,...} von R gilt C € B(R), denn fiir jedes z € R gilt
{z} =Nl (@ —n~ 'z +n~"') € B(R) und damit auch C = |J;2,{z;} € B(R).

3.2 Verteilung und Verteilungsfunktion

Die Regularitétsbedingung (1) kann durch die folgende (scheinbar schirfere, in Wirklichkeit jedoch dquivalente)
Bedingung ersetzt werden.

Theorem 3.1 Die Abbildung X : Q — R ist genau dann eine Zufallsvariable, wenn

{w:weN,X(w)eB}eF VB € B(R). (2)

Beweis Offenbar folgt (1) aus (2). Es geniigt also zu zeigen, dass auch umgekehrt (2) aus (1) folgt.

e Wir zeigen zuerst, dass das Mengensystem
G={B: BeB, X '(B) e F} (3)

eine o-Algebra ist, wobei X "1(B) = {w: w € Q, X(w) € B} das Urbild von B beziiglich der Abbildung
X ist.
e Esist klar, dass R € G, weil X~}(R) = Q € F.

e Auferdem gilt B € G fiir jedes B € G, weil X }(B°) = (X 1(B)) € F.
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Analog ergibt sich, dass B U By € G fiir beliebige By, B2 € G, weil
XY B1UB)= (X Y(B1))UX'(By)) € F,

bzw., dass By U Bs U... € G fiir beliebige By, Bs,... € G.

Also ist das in (3) gegebene Mengensystem eine o-Algebra.

Dariiber hinaus bedeutet die Bedingung (1), dass (—oo, z] € G fiir jedes z € R.

Hieraus folgt, dass (z,00) = (—00,2]° € G und (—00,2) = Joo,(—00,z —n~' € G.

Deshalb gilt (a,b) = (—00,b) N (a,00) € G fiir —oo < a < b < 0.

Also gehort das Erzeugersystem {(a,b), —00 < a < b < oo} der Borel-o-Algebra B(R) zu G.

Dies bedeutet, dass B(R) C G.

Damit ist gezeigt, dass (2) aus (1) folgt. O

Dies fiihrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition Sei (Q,F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und X : 2 — R sei eine beliebige Zufallsvari-
able. Die Verteilung der Zufallsvariablen X ist die Mengenfunktion Px : B(R) — [0, 1] mit

Beachte
1.

2.

Px(B)=P({w:weQ,Xw)eB)) VBeBR). (4)

Die in (4) definierte Mengenfunktion Px ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 auf dem Messraum (R, B(R)),
denn Px ist

e normiert, weil Px(R) = P(2) =1, und
o g-additiv, weil fiir paarweise disjunkte By, Bs,... € B(R)

Px@ B) - P(X-l@ B))

= ZP(X‘I(B,-))
= ZPX(B,-).

Die Abbildung P — Px nennt man Maftransport vom Messraum ({2, F) in den Messraum (R, B(R)).

Die folgende Kurzschreibweise ist iiblich: P (X € B) = P ({w : w € , X(w) € B}) VB € B(R)
Speziell: P(X <z)=P({w:w € Q,X(w) < z}) Vr e R

3.2.1 Diskrete Zufallsvariablen; Wahrscheinlichkeitsfunktion

Wir unterscheiden 2 (Grund-) Typen von Zufallsvariablen: diskrete und absolutstetige Zufallsvariablen.

Definition Die Zufallsvariable X (bzw. ihre Verteilung) heifst diskret, falls es eine abzihlbare Teilmenge C C R

gibt,

so dass P(X € C) = 1.
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Beachte Der Begriff der absolutstetigen Zufallsvariablen wird spater in Abschnitt 3.2.4 eingefithrt. Wir erwéh-
nen jedoch schon jetzt ein wichtiges Unterscheidungsmerkmal:

1. diskrete Zufallsvariablen haben einen abzihlbaren Wertebereich, z.B. wenn Q@ = X~1(C) mit C C
N,Z,Q C R. Sei beispielsweise X = Augensumme bei zweimaligem Wiirfeln = X : Q —» {2,3,...,12}

2. absolutstetige Zufallsvariablen haben einen {iberabz&hlbaren Wertebereich, z.B. [a, b], [a, 00), (—o0, b], R
z.B. Roulette mit drehbarem Zeiger und ,kontinuierlicher” Skala, wobei
X = Wert des Spiels = Winkel des Zeigers, d.h. X : Q — [0, 27)

Definition Sei X eine diskrete Zufallsvariable, d.h., es gebe eine abzdhlbare Menge C = {z1, 22, ...}, so dass
P(X € C) = 1. Dann heift die Folge p1,pa,-.. mit pr = P(X = xy) Wahrscheinlichkeitsfunktion (bzw.
Zdhldichte) von X.

Beachte
o0
1. Fiir jede Wahrscheinlichkeitsfunktion {py} gilt offenbar p > 0 fiir jedes k =1,2,... und > pr = 1.
k=1
2. Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen X wird eindeutig durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion
{pr} bestimmt, denn es gilt dann fiir jedes B € B(R)

Px(B) = Px(BNC(C)
= Px( |J {=:})

x; €EB
> Px({=:})

1:x;€EB

Z pi.-

i:z;€EB

3. Fiir jedes z € C heiflt die Zahl py = P(X = xy) Einzelwahrscheinlichkeit von X .

Beispiele

1. zweimaliges Wiirfeln

e Sei X = Summe der Augenzahlen beim zweimaligen Wiirfeln.
e Danngilt P(X € C)=1mit C ={2,3,...,12}, dh. z, =k + 1.
e Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X ist gegeben durch:

2. Bernoulli-Schema
e Einmaliger Miinzwurf: Q; = {0, 1}, ,,0° = Wappen, ,,1” = Zahl

e n-maliger Miinzwurf: Fiir i = 1,...,n setzen wir Q; = {0, 1}, wobei P;({w;}) = 3 im Fall einer
fairen Miinze bzw. allgemein P;({1}) = a; und P;({0}) =1 — a;.
o Bei identischen Versuchsbedingungen nehmen wir an, dass a1 =az = ... =a, =p, p € [0, 1].

e Unabhingige Versuche modellieren wir durch den Ansatz (2, F, P) mit

Q=MW x...xQ ={w= (w1, ..., wn), w; € {0,1}}, F =P(Q),

wobei P das Produktmaf§ auf F ist, fiir das gilt: P({w}) = [ Pi({wi})-
i=1
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e Sei w = (wi,...,w,) € Q ein beliebiges Elementarereignis. Dann gilt

P({wh) = I @ J] @-ay)

fwi=1  jiw;=0

Fir w € Qmit |{i: w; =1} =k und a; = a3 = ... = a, = p gilt dann insbesondere

P({w}) =p*1-p)" *.

Deuten ,,1” als Erfolg und ,,0” als Misserfolg.
Sei X = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen. Falls a; = a3 = ... = a, = p, dann gilt

P(X =k) = (Z)pk(l —p)"t VE=0,1,...,n.

Sprechweise: X ist binomialverteilt mit den Parametern n und p.
Spezialfall: Falls n = 1, dann sagen wir, dass X Bernoulli-verteilt ist.

3.2.2 Grundlegende Klassen diskreter Verteilungen (Zusammenfassung)

1. Hypergeometrische Verteilung (Urnenmodell)

e Betrachten Urne mit N Elementen (S schwarze, R rote Kugeln), d.h. N = S + R;
e 1, Elemente, n < N, sollen insgesamt ausgewéhlt werden;

e X = Anzahl von schwarzen Kugeln bei n Entnahmen

S\/N-S
. k)\n—k .
X:Q-{0,1,...,min{n,S}}, pp=PX =k)= NN k=0,1,...,min{S,n}
(»)
e Die hypergeometrische Verteilung hat 3 Parameter: N, S < N, n < N;

e Berechnung der Einzelwahrscheinlichkeiten py, ist schwierig, falls N und S grof§ sind;

e Ausweg: Binomialverteilung liefert Naherungsformel, falls N, S — oo, % o
,N—00

2. Binomialverteilung (Bernoulli-Schema)

e n-maliger Miinzwurf;
e identische Erfolgswahrscheinlichkeiten a1 = ... = a, = p;

e X = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen
X:Q-{0,1,...,n}, pkzP(sz)=(

e Fiir jedes k =0,1,...,n gilt

@X&D%@

27
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falls N,S — 00, & — p, denn

7NS,N—>
(5) (N—S) S (N = S)!
k)\n-k) _ k!(S—k)!(n—k)!‘(N—S—n+k)!
(N) N!
n nl(N —n)!
B nl S(S—1)..(S—k+1)(N-S)(N=S—1)...(N—=S—n+k+1)
T Kkl n—k)! N(N-1)...(N=n+1)
_(n\S S—-k+1 N-S N-S—(n—k)+1
N (k)N"'N—kHN—k”' N-n+1

- (Z)p’“(l -p)" .

e Die Binomialverteilung hat 2 Parameter: n und p (Schreibweise: Bin(n,p));

e Berechnung der Einzelwahrscheinlichkeiten py, ist schwierig, falls n grof und p klein (oder nahe bei 1)
ist;

e Ausweg: Poisson-Verteilung liefert Niherungsformel, falls n — oo und p — 0 mit n-p — A, so dass
0 <A< oo.

3. Poisson-Verteilung (Gesetz der seltenen Ereignisse)

e Betrachten diskrete Zufallsvariable X : Q — {0,1,...};
e die Einzelwahrscheinlichkeiten p, = P(X = k) seien gegeben durch

)\k
pkzﬁe_)‘, k=0,1,...;

¢ Die Poisson-Verteilung hat 1 Parameter: A (Schreibweise: Poi()));

o (esetz der seltenen Ereignisse: Fiir jedes k = 0,1,... gilt

ny g n—k AF Y
1— Z

falls n — oo und p — 0 mit n - p — A, denn

(Z)p’“(l—p)”"c = M(nniik)!p’“(l—p)""“
_ ln(n—l)...(n—k—kl)( L 1-p)"
k! nk (1-p)k
- %)\k A

4. geometrische Verteilung

e Sei X = die Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg im Bernoulli-Schema (mit n = o), d.h.
X:Q-{1,2,...}

¢ die Einzelwahrscheinlichkeiten pr, = P(X = k) sind dann gegeben durch

k=1, k=1,2,..;

?

pe=p(1—p

e Die geometrische Verteilung hat 1 Parameter: p € (0,1).
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3.2.3 Satz iiber monotone Klassen

Bevor wir in Abschnitt 3.2.4 die Begriffe ,Verteilungsfunktion” bzw. ,absolutstetige Zufallsvariable” einfiihren,
erwahnen wir einen Satz iiber monotone Mengensysteme (ohne Beweis), der ein wichtiges Hilfsmittel in der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung ist.

Definition Sei Q2 eine beliebige Menge.

1. Eine Familie G von Teilmengen von 2 heifit d-System auf Q, falls

e N eg,
e A\ B € G fiir beliebige A, B € G mit A D B,
o Ui, A; € G fiir beliebige A1, A,,... € G mit A; C Ay C....

2. Eine nichtleere Familie G von Teilmengen von Q heilt 7-System auf Q, falls (\_; A; € G fiir jedes
n =1,2,... und fiir beliebige A4;,..., 4, € G.

Beachte

e Jede o-Algebra auf (2 ist gleichzeitig ein d-System und auch ein 7-System auf .

e Umgekehrt ist jedes System von Teilmengen von 2, dass sowohl ein d-System als auch ein 7-System
auf ) ist, eine o-Algebra auf (2.

e Schreibweise: Sei d(G) das kleinste d-System, das das erzeugende System G von Teilmengen von 2
umfasst. Analog bezeichne o(G) die kleinste o-Algebra, die das erzeugende System G von Teilmengen
von {2 umfasst.

Theorem 3.2 (Monotone class theorem) Sei G ein w-System auf Q. Dann gilt
o(G) = d(9). (5)

Der Beweis von Theorem 3.2 geht tiber den Rahmen dieser einfiihrenden Vorlesung hinaus und wird deshalb
weggelassen.

3.2.4 Verteilungsfunktion; absolutstetige Zufallsvariablen

Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X : © — R eine beliebige Zufallsvariable.
Definition Die Funktion Fx : R — [0,1] mit Fx (z) = P(X < z) heifit Verteilungsfunktion von X.
Wir diskutieren nun zunichst einige Eigenschaften von Verteilungsfunktionen.

Theorem 3.3 Sei X : O — R eine beliebige Zufallsvariable und Fx : R — [0, 1] ihre Verteilungsfunktion. Dann
gilt

1. Asymptotisches Verhalten im Unendlichen:

Fx(—o0) := Br_n Fx(z) =0, Fx(00) := li_>rn Fx(z)=1, (6)
2. Monotonie:
Fx(z) < Fx(z + h) Vz € R und h >0, (7

3. Rechtsstetigkeit: Fx(x) ist rechtsseitig stetig, d.h. fir jede Folge {h,} mit h, >0 und 1i_>m hp, =0 gilt
n o

lim Fx(z + h,) = Fx(x) Vz € R. (®)

n—oo
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Beweis

Zu 2. Weil (—o0,z] C (—00,z + h], ergibt sich aus Teilaussage 2 von Theorem 2.1, dass
Fx(z) = Px((—o0,z]) < Px((—00,z + h]) = Fx(z + h) .

Zu 1. Wir zeigen nur die erste Teilaussage von (6). Wegen der Monotonie von Fx kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass £ monoton gegen —oo konvergiert. Aus Korollar 2.2 ergibt sich dann, dass

lim Fy(s) = _lm_Py((-o0,2)
= PX(n (_007'7:])
<0
= Px(0)=0.

Der Beweis der zweiten Teilaussage von (6) verlduft analog.

Zu 3. Ahnlich wie im Beweis von Teilaussage 1 ergibt sich aus Korollar 2.2, dass

nILII;oFX(m +hy) = HILIEOPX((_OOam + ha))
n>1
= Px((—o0,z])
= Fx(.CE) .

Beachte

1. Mit Hilfe der Verteilungsfunktion F'x lassen sich auch die folgenden Wahrscheinlichkeiten ausdriicken
Pla<X <b), Pla<X<bh), Pla<X<b), Pla<X<b),
denn es gilt beispielsweise

Pla< X <b)

P{X <b}\{X <a})
P(X <b)— P(X < a)
Fx(b) = limFx(a = h).

2. Im allgemeinen gilt jedoch nicht Fx(a) = E?&FX (a — h), sondern

Fx(@) = lmFx(a— h) + P(X = a), (9)
denn
P(X =a) = P(fﬁ{a—rf1 <X <a})
n=1

= lim Pla-n'<X <a)
n—o0

= Jm (P(X <a) - P(X <a-n"")

= Fx(a)— nll)nolo Fx(a—n71).

3. In Theorem 3.3 wurde gezeigt, dass



3 ZUFALLSVARIABLEN UND ZUFALLSVEKTOREN 31

e Verteilungsfunktionen monotone und beschrénkte Funktionen sind.

e Hieraus folgt, dass Verteilungsfunktionen fiir jedes € > 0 nur endlich viele Sprungstellen besitzen
konnen, deren Sprunghdhen grofier als € sind.

e Insgesamt kénnen Verteilungsfunktionen also héchstens abzdhlbar viele Sprungstellen besitzen.

4. Fiir die Verteilungsfunktion Fx einer diskreten Zufallsvariablen X gilt fiir jedes x € R:
Fx(s) = P(X <)

= P( U {X=$k})

k:zp<z

Y P(X =)

k:zp<z

Z Dk,

k:zp<z

wobei Pk = P(X = a:k).

5. Die Verteilungsfunktion Fx einer diskreten Zufallsvariablen X ist eine sogenannte Treppenfunktion,
d.h. eine stiickweise konstante Funktion mit der Sprunghdhe py im Punkt zy.

Theorem 3.4 Sei X : Q@ — R eine beliebige Zufallsvariable. Dann wird die Verteilung Px wvon X durch die
Verteilungsfunktion Fx von X eindeutig bestimmt.

Beweis

e Betrachten zwei beliebige Zufallsvariablen X,Y :  — R und

e nehmen an, dass ihre Verteilungsfunktionen iibereinstimmen, d.h.,
Fx(z) = Fy(z) Vz € R. (10)

e Zu zeigen ist, dass dann
Px(B) = Py(B) VB € B(R). (11)

e Sei G = {(a,b] : —00 < a <b< oo} dasSystem aller links-offenen und rechts-abgeschlossenen Intervalle

in R.
e Es ist klar, dass G ein 7-System ist.
e Aus (10) und

Px((a,b]) = Fx (b) — Fx(a) = Fy (b) — Fy(a) = Py ((a,b])

folgt, dass (11) fiir jedes B € G gilt.
e Aufierdem kann man sich leicht iiberlegen, dass (11) auch fiir jedes B € d(G) gilt.
e Aus Theorem 3.2 folgt nun, dass (11) fiir jedes B € ¢(G) = B(R) gilt. O

Definition Die Zufallsvariable X : 2 — R (bzw. ihre Verteilung) heiflt absolutstetig, falls die Verteilungsfunk-
tion Fx von X die folgende Integraldarstellung

&@Z/h@@ vz e R (12)

besitzt, wobei fx : R — [0,00) eine (Lebesgue-integrierbare) Funktion mit nichtnegativen Werten ist, die
Dichte (bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte) von X genannt wird. Das Integral in (12) wird im allgemeinen als
Lebesgue-Integral aufgefasst.
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Die Verteilungsfunktion Fx (und damit auch die Verteilung Px) einer absolutstetigen Zufallsvariablen X wird in
dem folgenden Sinne eindeutig durch die Dichte fx bestimmt.

Theorem 3.5

1. Die Zufallsvariable X : Q — R ist genau dann absolutstetig, wenn sich die Verteilung Px von X darstellen
lasst in der Form:

Py(B) = / fxw)dy VBeB®). (13)
B

2. Die Zufallsgrofien X,Y : Q — R seien absolutstetig. Es gilt Px = Py genau dann, wenn

fx (@) = fr(z) (14)

fiir fast alle x € R, d.h., (14) gilt fir alle z € R\ B, wobei die (Borelsche) ,,Ausnahmemenge” B C R das
Lebesgue-Maf$ O hat.

Bewelis

e Die Hinlinglichkeit der Bedingung (13) ist offensichtlich, denn es geniigt, in (13) die spezielle Borel-
Menge B = (—00, z] einzusetzen, um (12) zu erhalten.

e Die Notwendigkeit der Bedingung (13) ergibt sich aus (12) und aus dem eineindeutigen Zusammenhang
zwischen Verteilung und Verteilungsfunktion, vgl. Theorem 3.4.

e Die Notwendigkeit und Hinldnglichkeit von Bedingung (14) ergibt sich aus den allgemeinen (Eindeutig-
keits-) Eigenschaften von Lebesgue-Integralen, vgl. die Vorlesung Analysis III. O

Beachte

1. Bei vielen Anwendungen ist die Dichte fx eine (zumindest stiickweise) stetige Funktion. Das Integral
in der Definitionsgleichung (12) ist dann ein uneigentliches Riemann-Integral.

2. Falls X absolutstetig ist, dann hat die Verteilungsfunktion Fx keine Spriinge, d.h., Fx ist eine (im
iiblichen Sinne) stetige Funktion. Hieraus und aus (9) folgt insbesondere, dass

PX=z)=0 vz € R. (15)

3. Die Verteilungsfunktion Fx einer absolutstetigen Zufallsvariablen X ist jedoch im allgemeinen nicht
iiberall differenzierbar. Und zwar ist Fix dort nicht differenzierbar, wo die Dichte fx Sprungstellen
hat.

Beispiele Um die Verteilung einer absolutstetigen Zufallsvariablen X zu beschreiben, geniigt es, die Dichte
fx zu betrachten, weil durch fx die Verteilungsfunktion F'x und damit auch die Verteilung Px von X
eindeutig bestimmt wird.

1. Normalverteilung N(u,0?) mit den Parametern y € R und o2 > 0:

fx(z) = o exp (—M> Vz e R (16)

o121 202

Spezialfall: Standardnormalverteilung N(0,1). Dann nimmt die Dichte fx () in (16) die folgende Form

an: 9
T

fx(z) = \/%_W exp (—7> Ve eR (17)
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2. Ezponentialverteilung Exp(\) mit Parameter A > 0:

Ae A fallsz >0
0, falls z < 0

Ix(@) =

3. Gleichverteilung U(a,b) mit den Parametern a,b € R, wobei a < b:

, fallsa<z<b
fX (.{L‘) = b —a
0 sonst

Beachte

e Absolutstetige Verteilungen treten oft als (asymptotische) N&herungslosungen auf.

e So lasst sich beispielsweise die Binomialverteilung mit den Parametern n und p durch die Standard-
normalverteilung approximieren, falls n groft ist. Dies ist der folgende zentrale Grenzwertsatz von
DeMoivre-Laplace.

Theorem 3.6 Fiir beliebige p € (0,1) und a,b € R mit a < b gilt

a< —=n 5b):P(a<X§b), (18)

Vnp(l —p)

wobei X,, binomialverteilt (mit den Parametern n und p) und X standardnormalverteilt ist.

lim P

n—o0

( X, —np

Der Beweis von Theorem 3.6 wird zunéchst weggelassen und spéter, in Abschnitt 5.3 der Vorlesung, in einem
allgemeineren Zusammenhang nachgeholt.

Beachte
e Wenn fiir die Schranken a und b in (18)

k—1—mnp k—np

0= —F— und =
np(l—p) np(1—p)
eingesetzt wird, dann ergibt sich aus (18), dass fiir grofie n

P(k—l—np X k—np )

—_— S R
vnp(l—p) Vvnp(l—p)
1 k—mnp
e fx(——=
np(l-p) ( np(1 —p))
fiir jedes £k =0,1,...,n, wobei fx die in (17) gegebene Dichte der Standardnormalverteilung ist.

e Die Naherungsformel

1 k—np
=k~
) Vnp(l—p) fX(\/np(l—p)) (19)

wird im Internet durch zahlreiche JAVA-Applets illustriert, vgl. beispielsweise

P(Xn

http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre/skripte /biomathe/bio/binorm.html

wobei in diesem Applet die rechte Seite von (19) durch eine blaue Kurve dargestellt wird (und das
Symbol N anstelle von n benutzt wird).
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3.3 Zufallsvektoren
3.3.1 Definition, Verteilung und Verteilungsfunktion

Bei Anwendungen besteht oft die Notwendigkeit, nicht nur eine Kennzahl X (w), sondern gleichzeitig mehrere
Kennzahlen X;(w),...,X,(w) von w € Q zu betrachten.

Beispiele

1. zweimaliges Wiirfeln

o Als Grundraum wahlen wir so wie bisher Q = {(¢,7) : 1 <4,j < 6}, vgl. Abschnitt 2.4.1.
o Sei X : 2 —{0,1,2} bzw. Y : Q — {0, 1,2} die (zufillige) Anzahl, mit der die Augenzahl ,,6” bzw.
,»1” beim zweimaligen Wiirfeln erzielt wird.

e Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten P(X = z,Y = y) bzw. fiir die Einzelwahrscheinlichkeiten
P(X =z)und P(Y =y) von X und Y:

Y
PX=z,Y=y)| 0 1 2 | P(X =ux)

16 8 1 25
0 36 36 36 36
8 2 10
1 1
2 35 O 0 35

— 25 10 1

P(Y =y) 36 36 36

e Aus der Tabelle kann man auch die Einzelwahrscheinlichkeiten der Summe X + Y erhalten.
Beispielsweise gilt

8 8 16
P(X+Y =1)=P(X =1Y =0)+ P(X =0,Y =1) = o + o= = o
e Analog ergibt sich L6 A
P(X+Y_0)_%, P(X+Y_2)_%
bzw.
P(X-Y:l):z, P(X-Y:O):%.
36 36
2. Analyse von Kommunikationsnetzen
e Betrachten ein Kommunikationsnetz mit n Komponenten.
e Sei Q=0 x...xQ,, wobei 2 die Menge aller moglichen Momentanzustinde w = (w1, - - .,w,) des
Netzes und ; die Menge aller moglichen Momentanzustinde w; der i-ten Komponente bezeichnet;

i=1,...,n.
e Dann kann beispielsweise durch die Abbildung w — X;(w) die Belastung X;(w) der i-ten Kompo-
nente in Abhingigkeit vom Momentanzustand w des Netzes modelliert werden.

e Die (globale) Belastung des gesamten Netzes kann dann durch den Vektor (X;(w),...,X,(w))
beschrieben werden.

Die gleichzeitige Betrachtung mehrerer Kennzahlen X (w), ..., X, (w) von w € § fithrt zum Begriff des Zufallsvek-
tors.

Definition Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X, ..., X, eine beliebige Folge von
Zufallsvariablen X; : Q - R; i =1,...,n.
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e Die Abbildung X = (Xy,...,X,) von  nach R" heifit dann n-dimensionaler Zufallsvektor mit den
Komponenten Xi,..., X,.

e Die Verteilung des Zufallsvektors X ist die Mengenfunktion Px : B(R™) — [0, 1] mit
Px(B)=P(w:we€e N, X(w) € B) VB € B(R"). (20)
e Die Funktion Fx : R” — [0, 1] mit
Fx(z1,...,2y) = P(X1 <21,..., X < zp) (21)
heift (gemeinsame bzw. multivariate) Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X = (X,...,X,).
Theorem 3.7 Die Abbildung X : Q — R" ist genau dann ein Zufallsvektor, wenn
{w:weQ,X(w)eB}eF VBeBR"). (22)

Die Verteilung Px von X wird eindeutig durch die Verteilungsfunktion Fx von X bestimmt.

Der Beweis ist analog zum Beweis der Theoreme 3.1 und 3.4. Er wird deshalb weggelassen.

3.3.2 Eigenschaften multivariater Verteilungsfunktionen

Theorem 3.8 Sei X : Q — R™ ein beliebiger Zufallsvektor und Fx : R™ — [0, 1] seine Verteilungsfunktion. Dann

gilt
1. Asymptotisches Verhalten im Unendlichen: Fir beliebige i € {1,...,n} und x1,...,2, € R gilt
(i) Fx(®1,.-.,%i—1,— 00, Tit1,---,Tn) = 0, wobei
Fx(x1,...,Ti1,—00,Tig1,---,%p) = Um Fx(T1,...,Ti—1,Ti, Tit1,---,Ln);
Ti—r—0OQ
(ii) Fx(oco,...,00) =1, wobei Fx(00,...,00) = lim Fx(x1,...,Zpn);
T1yeeesn —0Q
(iii) Fx(00,...,00,%;,00,...,00) = Fx,(x;), wobei Fx(00,...,00,%;,00,...,00) analog zu den in (i)—(ii)

betrachteten Grenzwerten definiert wird und Fx, Randverteilungsfunktion von X genannt wird.
2. Monotonie: Fx(z1 + hi,...,&n + hyp) > Fx(z1,...,%5) VZ1,..., 2, €ER, hy,...,hy >0

3. Rechtsstetigkeit: Fx(x1,...,%n) = . lirzl wFX(ml +hiyee s+ hy) VEr,...,2, €R
1seceyln

Der Beweis ist analog zum Beweis von Theorem 3.3 und wird deshalb weggelassen.

Definition
1. Der Zufallsvektor X = (X7,...,X,,) heilst diskret, falls es eine abzdhlbare Menge C C R” gibt, so dass
PXe(C)=1
2. Sei X = (Xjy,...,Xy) ein diskreter Zufallsvektor. Dann heifit {P(X = z), x € C} Wahrscheinlichkeits-
funktion von X.

Beachte Falls X = (X;,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor ist, dann sind auch seine Komponenten X1, ..., X,
diskrete Zufallsvariablen. Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion {P(X; = ;), z; € C;} von X; gilt

P(X,Z.Z'z) = Z Z Z z P(X1 =y1,...,Xz',1 :yz',l,XiZ.'L'i,Xi_Fl = Yi+1,

y1€Cy Yi—1€C;_19i41€C5 41 Yn€Ch
ey Xn = Yn) -
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Definition Der Zufallsvektor X = (X1, ..., X,) heilst absolutstetig, falls es eine (Lebesgue-integrierbare) Funk-
tion fx : R™ — [0, 00) gibt, so dass

ZTn

Fx(x1,...,2y) = /

—0oQ

.../fX(yl,...,yn)dyl...dyn VYZ1,...,o, € R. (23)

Die Funktion fx heifst (gemeinsame) Dichte von X.

Theorem 3.9 Sei X = (X,...,X,,) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der Dichte fx. Dann gilt, dass

1. fiir jedes B € B(R™)
Px(B) = [ fxw)dy. (24)
B

2. die Komponenten X1,...,X, von X absolutstetige Zufallsvariablen sind, wobei die Dichte fx, : R — [0, 00)
von X; gegeben ist durch

o o0

fx;(x;) = / / Fx Wiy s Yim1y TiyYit1s -y Un) Ay -+ dYi—1 dyiyy - .. dyp . (25)

Bewelis

e Aus der Definitionsgleichung (23) und aus dem eineindeutigen Zusammenhang zwischen der Verteilung
Px und der Verteilungsfunktion Fx von X ergibt sich unmittelbar die Giiltigkeit von (24).

e Auferdem ergibt sich aus Teilaussage 1.3 von Theorem 3.8 und aus der Definitionsgleichung (23), dass

Fx,(z;) = Fx(o0o,...,00,24,00,...,00)
ZT; oo o0
= / // Ix i, ¥ 1, ¥ Yirts -5 Yn) QY1 - dYi 1 dYigr - - dyn dy; -
—00 —00 —o0
—_——
(n — 1)-mal

e Aus dieser Darstellungsformel fiir die Verteilungsfunktion Fx, folgt unmittelbar, dass X; absolutstetig
ist und die in (25) angegebene Dichte besitzt. O

Beachte Die in (25) betrachtete Funktion fx, heifst Randdichte von X.

3.3.3 Weitere Beispiele von Zufallsvektoren

1. n-maliger Minzwurf

e Betrachten den in Abschnitt 3.2.1 eingefiihrten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit der Grund-
menge
D= x...xQ, ={w= (w1, ..., wn), w; € {0, 1}}

e bei identischen Erfolgswahrscheinlichkeiten a; = ... = a,, = p;
e Sei X = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen. Dann ist X binomialverteilt, d.h.

n

pk=P(X="~')=<k

)pk(l—p)”k, k=0,1,...,n.
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e Auferdem betrachten wir die (zuféllige) Nummer Y desjenigen Versuches, bei dem zum ersten Mal ein
Erfolg eintritt, d.h.

inf{i>1:w; =1}, falls X(w)>1
Y (w) = inf{i>1:w }, falls (w)_0

n+1, falls X (w)
e Gesucht sind die Einzelwahrscheinlichkeiten des Zufallsvektors (X,Y):
p(z,y) = P(X =2,Y =y) fir0<z<n,1<y<n+l

e Offenbar gilt p(0,n + 1) = (1 — p)” und p(0,y) =0 fir 1 <y < n.

o Sei jetzt X(w) =2 >1und Y(w) =y, d.h., w; =0 fiir i < y und wy = 1, und es miissen genau x — 1

Einsen unter wy41, ..., wy, sein.
o Dafiir gibt es (7~Y) Moglichkeiten, falls # — 1 <n — y, und 0 Méglichkeiten, falls  —1 > n —y.
e Also ist
=Y\ 21 _ _\n—z _ _
1p(l D) , fallsz —1<n-—y,
p(z,y) =49 \¥~

0, fallsx —1>n—y.

. Dann sind die Wahrscheinlichkeiten P(X = z,Y = y) bzw. die
z) und P(Y =y) in der folgenden Tabelle gegeben:

e Spezialfall. Sei jetzt n =3 und p =
(Rand-)Wahrscheinlichkeiten P(X

1
2

y
PX=2Y=y) |1l 2 3 4| PX=x)
0 0 0 0 3 3
z 1 s 8 8 0| %
2 Lo 0| 3
3 10 0 0 1
PY=y) |} %)}

2. zweidimensionale integrierte Gleichverteilung

e Sei X = (X1, X5) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der (gemeinsamen) Dichte

dx1xe, falls0<zy, 20 <1
Ix(@1,22) =
0 sonst

e Fiir die Randdichten folgt dann aus (25), dass

1
1
fxi(@1) =/ fx (1, 22) dry = 4z, - 5= 224 vz, € [0,1]
0

und analog

1
fxa(22) = /0 Ix(w1,22) doy = 229 vz € [0,1]
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e Wir wollen nun noch die Wahrscheinlichkeit P(X; < 2X5) berechnen. Wegen (24) gilt

P(X1 S 2X2) = Px((.’L'l,.Z'Q) :0 S T1,L2 S 1, I S 2%2)

1 2z, 1

1
//4.1‘1.%‘2 dxq d$2+//41‘1.752 dxq dzo
0 0 % 0

22727 1 210
1] dm2+/4x2 [—1] dzs
2], 2 ],
1
2
473 211
= — 21 = =

1
2

I
S
N
)
[V
|

| 3

3.3.4 Bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion; bedingte Verteilung; bedingte Dichte

Analog zu dem in Abschnitt 2.6.1 eingefiihrten Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit definieren wir nun die
Begriffe der bedingten Verteilung bzw. der bedingten Dichte.

Definition (bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion und bedingte Verteilung)
o Sei (X,Y) ein diskreter Zufallsvektor mit P((X,Y’) € C) = 1 fiir eine abz&hlbare Menge C = {(z;,y;) :
i,j € N}
e Fiir jedes j € N mit P(Y =yj;) > 0 heifit dann {P(X =z; | Y =y;), i € N} die bedingte Wahrschein-
lichkeitsfunktion von X unter der Bedingung {Y = y;}.
o Sie bestimmt die bedingte Verteilung {P(X € B | Y = y;), B € B(R)} von X unter der Bedingung
{Y = y;} eindeutig.
o Analog heifit {P(Y =y; | X =x;), j € N} bzw. {P(Y € B| X = %;), B € B(R)} fiir jedes ¢ € N mit
P(X = z;) > 0 die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. bedingte Verteilung von Y unter der
Bedingung {X = z;}.
Definition (bedingte Dichte)

e Sei (X,Y) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte f(x y)(z,y).
e Dann heifit die Funktion fxjy—, : R — [0, 00) mit

fxiy=y(z) = JE(X%(Z’;’Z/)

die bedingte Dichte von X unter der Bedingung {Y = y}, wobei fy(y) > 0 vorausgesetzt wird.
e Analog heifit die Funktion fy|x—, : R — [0,00) mit

_ f(X,Y) (z,y)
fyix=2(y) = T @)

die bedingte Dichte von Y unter der Bedingung {X = z}, wobei fx(x) > 0 vorausgesetzt wird.
Beispiele

1. zweimaliges Wiirfeln
Sei X : Q@ — {0,1,2} bzw. Y : Q — {0,1,2} die (zufillige) Anzahl, mit der die Augenzahl ,6” bzw.
»1”7 beim zweimaligen Wiirfeln erzielt wird; vgl. Abschnitt 3.3.1. Dann ergeben sich die folgenden
bedingten Wahrscheinichkeitsfunktionen von X unter der Bedingung {Y = j}:
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i
PX=i|lY=5 |0 1 2
16 8 1
0 % 25 25
J 1 1% % 0
2 1 0 0

2. integrierte Gleichverteilung
Sei (X,Y) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte

dzy, falls0<z,y<1
f(X,Y) (z,y) =
0 sonst

Fiir y € (0,1] gilt dann fiir die bedingte Dichte von X unter der Bedingung {Y = y}:

f (2) fox,v)(z,y) 2z, falls z € [0,1]
_ () = ==L 70—
e fr () 0 sonst

Die bedingte Dichte fx|y—,(z) stimmt also bei diesem Beispiel mit der (unbedingten Rand-)Dichte
fx(x) von X iiberein; vgl. Abschnitt 3.3.3.

3.3.5 Unabhingige Zufallsvariablen

Die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen wird durch den in Abschnitt 2.7 eingefiihrten Begriff der Unabhéngigkeit
von Ereignissen ausgedriickt.

So heiften zwei Zufallsvariablen X1, X5 :  — R unabhingig, wenn die Ereignisse {X; < 21} und {X3 < 25} fiir
beliebige z1,z2 € R unabhingig sind.

Fiir Folgen von Zufallsvariablen wird der Begriff der Unabhingigkeit folgendermafien gebildet.

Definition Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.
1. Die Zufallsvariablen X1q,..., X, : 2 — R heifen unabhdngig, falls

F(Xl,...,Xn)(xla"'Jm'ﬂ):FX1($1)"'FX"(£L.7L) V(.’L’l,...,l'n)GRn. (26)

2. Sei X1, Xa,...: 2 = R eine beliebige (unendliche) Folge von Zufallsvariablen. Dann sagt man, dass
X1,Xo, ... unabhingige Zufallsvariablen sind, falls jede endliche Teilfolge X, ,...,X;, von Xy, Xo,...
aus unabhingigen Zufallsvariablen besteht.

Beachte

e Aus den Definitionen der Verteilungsfunktionen Fix, . x,) und Fx,,..., Fx, ergibt sich sofort, dass
die Definitionsgleichung (26) dquivalent ist mit

P(Xlgscl,,Xngxn):P(Xlgxl)P(Xngxn) Vz‘l,...,mnER. (27)

e Dariiber hinaus kann man zeigen, dass (27) und damit auch (26) dquivalent ist mit der folgenden
(scheinbar schirferen) Bedingung.

Theorem 3.10 Die Zufallsvariablen X1,...,X, : Q@ = R sind genau dann unabhdngig, wenn

P(X, €By,...,Xn € By) =P(X, €By)...P(X, € B,) VBi,...,B, € B(R). (28)
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Beweis

e Es ist klar, dass (27) aus (28) folgt. Hierfiir geniigt es, B; = (—o0, ;] zu setzen.

e Umgekehrt ergibt sich (28) aus (27) aus dem Monotone Class Theorem (vgl.Theorem 3.2), wobei
dhnlich wie im Beweis von Theorem 3.4 vorgegangen werden kann. d

Hieraus und aus den Definitionsgleichungen (12) und (23) von fix,, . .x.)(%1,...,2,) und fx, (z1),..., fx, (%n)
ergibt sich unmittelbar die folgende Charakterisierung der Unabhéngigkeit von diskreten bzw. absolutstetigen
Zufallsvariablen.

Theorem 3.11

1. Sei X = (X1,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor mit P(X € C) = 1 fir eine abzihlbare Menge C C R™.
Seine Komponenten Xy, ..., X, sind genau dann unabhingige Zufallsvariable, wenn

P(Xlza:l,,Xn::cn):P(Xlle)P(Xn:xn) V(xl,,xn)EC’ (29)

2. Sei X = (Xy,...,X,) ein absolutstetiger Zufallsvektor. Seine Komponenten Xi,..., X, sind genau dann
unabhdngige Zufallsvariable, wenn

fX(-'L'l,---,xn):le(xl)---an(mn) (30)

fir fast alle xq,...,2, € R gilt, d.h., fir alle x = (z1,...,2,) € R* \ B, wobei die (Borelsche) ,Ausnah-
memenge” B C R" das (n-dimensionale) Lebesgue-Maf8 O hat.

Beweis
e Sei X = (Xy,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor.
e Offenbar folgt dann (29) aus (28). Hierfiir geniigt es, B; = {z;} zu setzen.
e Umgekehrt ergibt sich (28) wegen
P(X,€By,..., X, €B,) = Z Z P(Xy=21,...,Xn =2,)
z1EB1NCy zn€B,NCy
sofort aus (29), wobei C; C R eine abzahlbare Menge ist mit P(X; € C;) =1;i=1,...,n.
e Damit ist die erste Teilaussage bewiesen.
e Sei nun X = (X;,...,X,) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit unabhingigen Komponenten.
e Dann ergibt sich aus (23) und (26), dass fiir beliebige z1,...,z, € R

/.../fX(yl,...,yn)dyl...dyn = Fx(z1,...,%,)
= FXl(ml)---FX"(xn)

= 7 fxi(y1)dyr ... 7fx,, (Yn) dyn

Tn

= / 71fX1(y1)---an(yn)dyl--- dyn -

—0o0
e Hieraus und aus den allgemeinen (Eindeutigkeits-) Eigenschaften von Lebesgue-Integralen folgt die
Giltigkeit von (30) fiir fast alle zq,...,2, € R.

e Umgekehrt ergibt sich aus (23) und (30) sofort die Giiltigkeit von (26) und damit die Unabhéngigkeit
der Komponenten Xi,..., X, von X. O
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3.3.6 Beispiele: Zufallsvektoren mit unabhingigen Komponenten

1. n-maliger Minzwurf

Betrachten den in Abschnitt 3.2.1 eingefiihrten Wahrscheinlichkeitsraum (2, P(€2), P) mit der Grund-
menge
D= x..xh ={w:w= (w1, ..., wn), w; € {0, 1}}

und dem Wahrscheinlichkeitsmaf P, das durch
P({w}) = H @i H (1—a;) (31)
tiwi=1 Jiw;=0

gegeben ist, wobei 0 < ay,...,a, < 1.

Betrachten die Zufallsvariablen X, ..., X, : @ — R, die gegeben seien durch die Projektion X;(w) = w;
firi=1,...,n.

Aus (29) und (31) folgt unmittelbar, dass X1, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen sind.

Man kann jedoch auch in diesem Modell Zufallsvariablen konstruieren, die nicht unabhéngig sind. Sei
nimlich a; = 0.5, und sei Y; : © — R gegeben durch

1 fallsw; =0
0 fallsw; =1

Yi(w) =

Dann sind X3 und Y7 nicht unabhéngig, denn es gilt

PX;=1LY1=1)=0 # PX;=1)PMi=1)=-.

2. zweidimensionale Normalverteilung

Betrachten zwei unabhéngige Zufallsvariablen X7, X5, die standardnormalverteilt sind. D.h.,

1 1
in(a:)—\/—Q_Wexp(—iw ) VeeR i=1,2.

Fiir die (gemeinsame) Dichte fx (z1,22) des Zufallsvektors X = (X1, X5) gilt

fxo,22) = f 1) - fxa(22) = 5- (=50 +3))

Man sagt dann, dass auch der Zufallsvektor X = (X1, X») standardnormalverteilt ist.

Verallgemeinerung: Sei p € [0,1), und sei X = (X;,X32) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der
Dichte

1 122 — 2pz12 x2
( L pTLT2 2) V.’L'l,.’L'QGR.

Ty,T9) = ———exp(—=
Ix(z1,22) /T2

2 1—p?
Dann gilt fiir die (Rand-)Dichte fx, (z1) von X3

Ixi(21) = / fx (@1, 22) da2

1 xl — 2pz1T2 + x2) dz

271'\/1— / 1—p?
2

o
quadratische Erganzung 1 ( 122(1— pz)) / oxp ( 1 (z2 — pz1) ) de
_z _z .

B 271'\/1—pzeX 2 1-—p? 2 1-p2

—0o0
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e Durch die Substitution

ergibt sich also

e Analog gilt
1 1,
fxs(22) = \/—Q—WGXP<—§$2) -
e Die Komponenten X1, X des Zufallsvektors X = (X3, X») sind also fiir jedes p € [0,1) standardnor-

malverteilt.

e Beachte jedoch, dass X; und X3 nur dann unabhingig sind, wenn p = 0. Denn fiir p > 0 gilt

fX($13m2) 7£ fX1 (3"1) : fXg(J:Z) .

3.4 Funktionen von Zufallsvektoren

3.4.1 Zusammengesetzte Abbildungen

Beispiel (Klassifikation)

e Manchmal ist es zweckmifig, die Werte von Zufallsvariablen X :  — R zu klassifizieren. Dabei wird
der Wertebereich R von X in m Klassen zerlegt, die wir mit der Menge der ersten m natiirlichen Zahlen
{1,2,...,m} identifizieren.

e Mit anderen Worten: Aufler der Zufallsvariablen X betrachten wir noch eine weitere Abbildung ¢ :
R—{1,2,...,m}.

e Durch Nacheinanderausfiihrung der Abbildungen X und ¢ ergibt sich dann die Abbildung ¢(X) : Q@ —
{1,2,...,m} mit p(X)(w) = p(X(w)), die jedem w € Q die Klasse ¢(X)(w) zuordnet.

e Um die Wahrscheinlichkeit bestimmen zu konnen, dass die Zufallsvariable X Werte in Klasse i an-
nimmt, muss gewédhrleistet sein, dass

{w:weQe(X)(w)=14}€F. (32)

e Die Abbildung ¢(X) muss also die Regularitdtseigenschaft einer Zufallsvariablen besitzen, d.h. der
Messbarkeitsbedingung (1) gentigen.

e Um dies zu erreichen, wird iiber die Abbildung ¢ vorausgesetzt, dass {z : z € R ¢(z) = i} eine
Teilmenge von R aus B(R), d.h. eine Borel-Menge ist, fiir jedes i =1,2,...,m.

e Man kann zeigen, dass dann (32) fiir jedes i € {1,2,...,m} bzw. {w: w € Q,p(X)(w) < z} € F fiir
jedes z € R gilt, d.h., p(X) ist eine Zufallsvariable.
Beachte

e Es interessieren auch Funktionen ¢ : R* — {1,2,...,m} von Zufallsvektoren X : Q — R".

e Damit auch in diesem Fall eine Bedingung an ¢ formuliert werden kann, so dass die zusammengesetzte
Abbildung ¢(X) : Q@ — {1,2,...,m} eine Zufallsvariable ist, wird die Borel-o-Algebra B(R™) von
Teilmengen des R betrachtet.
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e Sie ist definiert als die kleinste o-Algebra von Teilmengen des R”, die alle offenen Quader X, (a;, ;)
enthilt; —oo < a; < b; < co. D.h.

B(R") = a({x;;l(a,-,b,-), —o0 < a; < b; < oo}) .

Erzeugersystem
e Die Abbildung ¢ : R* — R heifit Borel-messbar, wenn

{z: 2R, px) <y} e BR) Yy € R. (33)
Allgemein gilt fiir zusammengesetzte Abbildungen

Theorem 3.12 Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und X : Q@ — R™ sei ein beliebiger Zu-
fallsvektor. Falls ¢ : R* — R eine Borel-messbare Abbildung ist, d.h., falls die Bedingung (33) erfillt ist, dann
ist die zusammengesetzte Abbildung o(X) : Q@ = R mit o(X)(w) = p(X(w)) eine (reellwertige) Zufallsvariable,
d.h., es gilt

{w:weQoX)(w)<z}eF vz € R. (34)

Beweis Um die Giiltigkeit von (34) zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass fiir das Urbild ¢~!(—o0, 2] wegen
(33) gilt
0 (—00,2] = {z: z € R, p(z) < 2} € B(R") Vz € R.

Hieraus und aus der Borel-Messbarkeit von X :  — R™ folgt, dass
{wiweQoX)(w) <z} ={w:weNX(w) €y (-x0,2]} € F

fiir jedes z € R. O

Beispiel

e Sei X = (X1,...,X,) ein beliebiger Zufallsvektor; n > 2.

e Betrachten die folgende Abbildung ¢ : R* — {0,1,...,m}, die als Klassifikation der Werte von X
aufgefasst werden kann.

e Sei £ > 0 eine beliebige, jedoch fest vorgegebene Toleranzgrenze.
e Fiir jedes z = (z1,...,2,) € R” sei
p(@)=|{@5):1<i<j<n,—e<zi—z; <e}, (35)
d.h., p(z) ist die Anzahl derjenigen Paare von Komponenten z;,z; von z, die sich um nicht mehr als
€ voneinander unterscheiden.

e Der Wertebereich R” von X wird dabeiin m + 1 = (g) + 1 Klassen zerlegt.

e Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass die in (35) gegebene Abbildung die Regularitétsbedingung (33)
erfiillt.

Eine weitere wichtige Klasse von Borel-messbaren Funktionen ist durch das folgende Lemma gegeben, vgl. auch
Ubungsaufgabe 2.8 der Vorlesung Analysis III.

Lemma 3.1 Jede stetige Funktion ¢ : R* — R geniigt der Bedingung (33), d.h., jede stetige Funktion ist Borel-
messbar.

Beweis Sei ¢ : R* — R eine stetige Abbildung. Die Begriindung der Behauptung ldsst sich nun in folgende
Schritte zerlegen:
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o Weil p=1(—o00,y] = {z: z € R",p(x) < y} und weil fiir stetige Abbildungen die Urbilder abgeschlosse-
ner Mengen erneut abgeschlossene Mengen sind, ist {z : = € R",p(z) < y} eine abgeschlossene
Teilmenge des R™.

e Aufierdem kann man sich leicht iiberlegen, dass sich jede offene Teilmenge des R™ als abzihlbare
Vereinigung von Quadern darstellen l&sst.

e Also ist jede offene Teilmenge des R™ eine Borel-Menge.

e Deshalb ist auch jede abgeschlossene Teilmenge des R™ (als das Komplement einer offenen Menge) eine
Borel-Menge.

e Esgilt also {z: z € R", p(z) <y} € B(R™). O

Korollar 3.1 Sei ¢ : R® — R ein Polynom, d.h., es gelte

k
(@1, n) = Zaixin“ Lo (36)
i=0
fiir ein k € N und fiir gewisse Konstanten ag,ay,...,ar € R, m;1,...,mi, > 0. Dann ist ¢ Borel-messbar.

Beweis Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Lemma 3.1 und aus der Tatsache, dass jedes Polynom eine
stetige Abbildung ist. O

In den folgenden Abschnitten 3.4.2 — 3.4.4 wird eine Reihe von Spezialfdllen diskutiert, bei denen ¢ die in (36)
gegebene Form hat.

3.4.2 Lineare Transformation

Ein wichtiger Spezialfall einer zusammengesetzten Abbildung ist die lineare Transformation von Zufallsvariablen,
wobei n =1 und ¢ : R — R mit p(z) = ax +b; a,b € R.

Theorem 3.13 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable und a,b € R beliebige Zahlen mit a # 0. Dann ist
aX + b eine Zufallsvariable, und

1. die Verteilungsfunktion von aX + b ist gegeben durch

Fx(z2), fallsa >0,
Foxip(w) = ( ) (37)
1= Fx(22) + P(X = 22), falls a < 0.
2. falls X absolutstetig ist mit der Dichte fx, dann ist auch aX + b absolutstetig mit der Dichte
1 z—b
A = —fx(—). 38
fax1(@) |a|fX( o ) (38)

Beweis

e Falls a > 0, dann gilt

Fuxis(a) = PaX +b<a) = P(Xx < 20 :FX(“’;").
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e Analog ergibt sich fiir a < 0

Foxip(z) = PlaX +b< 1)

a
- 1—FX(x_b)+P(X:”’a_b).

e Damit ist (37) bewiesen.

e Sei nun X absolutstetig. Weil ¢(z) = az+b, gilt dann ¢~ (z) = a~(z—b) und somit (p~!)'(z) = a 1.
Die Behauptung (38) ergibt sich nun aus der folgenden allgemeinen Transformationsformel (40) fiir
Dichten absolutstetiger Zufallsvariablen. d

Theorem 3.14 Sei (Q,F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : @ — R eine beliebige Zu-
fallsvariable.

1. Falls die Abbildung ¢ : R — R stetig und streng monoton wachsend ist, dann gilt fir die Verteilungsfunktion
Fy(x) von p(X)
Fox)(z) = Fx (¢ (2)), (39)

wobei ¢! die Umkehrfunktion von ¢ bezeichnet.

2. Sei nun X absolutstetig mit der Dichte fx, sei B C R eine offene Menge mit P(X € B) = 1, und sei ¢
stetig differenzierbar auf B mit ¢'(x) # 0 fir alle x € B. Dann ist p(X) absolutstetig, und es gilt

Foxy @) = fx (@ )™ (v)] (40)
fir alle y € p(B) := {p(z) : z € B}.

Beweis
o Fiir jedes x € R gilt
Fux)(x) = P(p(X) < 2) = P(X < 97 (2)) = Fx (¢ (2)) -

Damit ist (39) bewiesen.

Wir zeigen (40) nur fiir den Spezialfall, dass B = R. Dann kbnnen wir ohne Einschrdnkung der
Allgemeinheit voraussetzen, dass ¢'(z) > 0 fiir alle z € R (Falls ¢'(z) < 0 fiir alle z € R, dann
verlduft der Beweis analog.)

Sei also ¢'(z) > 0 fiir alle z € R.

Aus Teilaussage 1 ergibt sich dann, dass

Foxy(z) = Fx(p'(2))
o~ H(x)

= / fx(u) du

- / Fxe )™Y' ()] dv,

wobei sich die letzte Gleichheit mit u = ¢ ~!(v) aus den allgemeinen Substitutionsregeln fiir Lebesgue-
Integrale ergibt.
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Beispiel

Hieraus und aus dem Zusammenhang zwischen Verteilungsfunktion und Dichte von absolutstetigen
Zufallsvariablen ergibt sich (40), vgl. die Theoreme 3.4 und 3.5. O

Sei X standardnormalverteilt, und ¢ > 0, 4 € R seien beliebige Konstanten.

Gemaf Theorem 3.13 ist dann die Zufallsvariable Y = 0 X + u absolutstetig, und es gilt

frla) = —o—exp(—5 (222)). (41)

2ro 2\ o

Eine Zufallsvariable Y, deren Dichte durch (41) gegeben ist, heilt normalverteilt mit den Parametern
p und o%; vgl. auch Abschnitt 3.2.4. Dabei verwenden wir die Schreibweise Y ~ N(u,o?).

Umgekehrt ergibt sich, ausgehend von einer normalverteilten Zufallsvariablen Y ~ N(u, 0?), durch die
lineare Transformation X = (Y — u)/o eine standardnormalverteilte Zufallsvariable X ~ N(0,1).

3.4.3 Quadrierung

Theorem 3.15 Sei X : Q) — R eine beliebige Zufallsgrofle. Dann gilt

1. fiir die Verteilungsfunktion von X2

Fx (V&) - Fx(—y/&) + P(X = —y&), falls >0,
0, falls x < 0.

Fx2 (.Z') =

2. Falls X absolutstetig ist mit der Dichte fx, dann ist auch X2 absolutstetig, und es gilt

Bewelis

s (fx (V) + fx(=V=)), fallsz >0,
0, falls x < 0.

Ixz(z) =

Wir konnen &hnlich wie im Beweis von Theorem 3.13 vorgehen:

e Fiir 2 < 0 gilt offenbar Fx=(x) = 0.
e Fiir x > 0 gilt

Fx2(z) = P(X2<az)
= P(—Vz <X < Vo)
= PX<Vr)-PX<—Vz

e Damit ist die erste Teilaussage bewiesen.
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e Im absolutstetigen Fall gilt fiir 2 > 0

Fy:(a) = P~V <X <a)

2Vv

/
- / s lx (WD) do+ [ oo fe(—o) do
/z (fx(V) + fx (=) dv,

1
2\/v
0
wobei in der vorletzten Gleichheit die Substitution u = /v im ersten Integral und die Substitution
u = —y/v im zweiten Integral verwendet wurde.

e Damit ist gezeigt, dass die Verteilungsfunktion Fx2 von X? eine Integraldarstellung mit der in (42)
gegebenen Dichte besitzt. O

Beispiel Falls X ~ N(0,1), dann ergibt sich aus (42):

1
fxo(@) = V2
0, falls z < 0.

exp(—5) fallsz >0, (43)

Beachte Die Summe von n unabhingigen (und identisch verteilten) Zufallsvariablen, deren Dichte durch (43)
gegeben ist, heifit y2-verteilt mit n sogenannten Freiheitsgraden. Die y2-Verteilungen werden in der Vor-
lesung Statistik I genauer diskutiert. Sie sind eine Familie von sogenannten statistischen Prifverteilungen.

3.4.4 Summe, Produkt und Quotient von unabhingigen Zufallsvariablen

Theorem 3.16 Sei X = (X1,X5) : Q@ — R? ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der (gemeinsamen) Dichte fx .
Dann ist auch die Zufallsvariable X1 + X2 absolutstetig, und ihre Dichte ist gegeben durch

o0
fxi+x,(2) = / fx(t,z—1t)dt Vz € R. (44)
—0o0
Falls die Zufallsvariablen X1, X2 unabhdingig sind, dann gilt insbesondere die sogenannte Faltungsformel

froaxa(2) = / fafxa(z—t)dt  VzeR. (45)

Beweis

e Wir nutzen die Tatsache, dass zwischen Verteilungsfunktion und Dichte einer Zufallsvariablen eine
eineindeutige Zuordnung besteht, und zeigen,

e dass das Integral der Funktion in (44) die Verteilungsfunktion von X; + X, ergibt.
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e Und zwar gilt fiir jedes z € R

/z ffx(t, v —t)dtdv

—00 — 00

é\g é\g
é\’? é\n

fx(t,v—1t)dvdt

t
Ix(t,u) dudt

= / fx(t, u)d(u,t)
{(t,u): t+u<z}

= Px((t,u):t+u<z)

= P(X,+X2<2).

e Die Faltungsformel (45) ergibt sich unmittelbar aus (44), weil f(x, x,)(®1,22) = fx, (1) - fx,(22) fiir

fast alle (z1,72) € R?, falls X; und X, unabhéngig sind. O

Korollar 3.2 Falls die Zufallsvariablen X, Xo unabhingig sind mit X1 ~ N(uy,0?) bzw. Xo ~ N(us,03), dann
ist auch die Summe X1 + Xo normalverteilt mit

X1+ Xz ~ N(pu + p2, 07 +03) . (46)

Beweis

e Aus (45) und aus Formel (16) fiir die Dichte der Normalverteilung ergibt sich

frea@ = [ Ia®faG-d
- /ﬂi exo(—5(52) ) e (-5 (522) )
= [ e 6 ) e () )

[ oo (5) s

-0

_ 1 1(z— (m + uz))2)

T 271009 exp( 2 o? + o2 9(2),
wobei

2 2
o1 +02( (Z_(M1+N2))) )
= dt
9(2) exp( 2(7%0% oi + a§




3 ZUFALLSVARIABLEN UND ZUFALLSVEKTOREN 49

Also gilt
1 1z — (u + p2)\?
SUTHS p— Sl (15 10\ )
Fxiexa(2) V2n\/o} + o} 2\ ol +a2
e Damit ist gezeigt, dass fx,+x, die Dichte der Normalverteilung N(pu1 + p2, 0% + 02) ist.
e Wegen des eineindeutigen Zusammenhanges zwischen Dichte und Verteilung gilt also (46). O

Beachte

e Das in Korollar 3.2 gegebene Additionstheorem fiir unabhingige und normalverteilte Zufallsvariablen
wird auch Faltungsstabilitdt der Normalverteilung genannt.

e Fiir eine beliebige Anzahl n > 2 von unabhiingigen Zufallsvariablen X1, ..., X,, mit X; ~ N(u;,0?) fiir
alle ¢ € {1,...,n} ergibt sich nun durch Iteration, dass

X1+ o+ Xy~ N+ ..+ i, 08 + ...+ 02).

Vollig analog zu Theorem 3.16 ergibt sich

Theorem 3.17 Die Zufallsvariablen X; und Xo seien unabhdngig und absolutstetig mit den Dichten fx, und
fx,. Dann sind die Zufallsvariablen X1 - Xo und X1 /X2 absolutstetig, und ihre Dichten sind gegeben durch

@ = [ piaOmGa veer (47)

bzw.

Fx/xa(2) = / tfx (2O fxa ()t Yz €R. (48)

Beachte
e Der Fall X3(w) = 0, der bei der Bildung des Quotienten X; /X, zur Division durch Null fithren wiirde,
tritt nur mit Wahrscheinlichkeit Null auf (weil X5 absolutstetig ist).
e Deshalb kann X;(w)/X2(w) fiir solche w € € gesondert definiert werden (z.B. kénnen wir dann
X1(w)/X2(w) = 0 setzen).
Beispiel Falls X; und X, unabhingig sind mit X; ~ N(0,1) und X2 ~ N(0,1), dann gilt
1

fx./x,(2)

denn aus (48) ergibt sich, dass

fom(®) = / [t (2 - 1) o (£) it

/ |t|% exp(—%((z 1 +) di

2

oo
mmetri 1 t .
Symmetrie —/texp<— —(z2+1)) dt
7r 2

0 H—/
1 o
7r(z2+1)/0 © MEIET
—_————

=1

Beachte Eine absolutstetige Zufallsvariable mit der in (49) gegebenen Dichte heift Cauchy-verteilt.
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3.4.5 Unabhingigkeit zusammengesetzter Abbildungen

Das folgende Resultat ist eine sehr niitzliche Eigenschaft von unabhéngigen Zufallsvariablen.

Theorem 3.18 Seien X;,..., X, : @ = R unabhingige Zufallsvariable, und {i11,. .., %101ty {0kt -+, lkny }
sei eine beliebige Zerlegung der Menge {1,...,n} in k nichtleere, paarweise disjunkte Teilmengen. Fir beliebige
Borel-messbare Funktionen p1 : R = R,..., ¢ : R — R sind dann auch

(pl(Xilla'--;Xilnl)a"-:‘pk(Xikw'--aXiknk)

unabhdngige Zufallsvariablen.

Beweis

e Wegen der Unabhéangigkeit der Zufallsvariablen Xy,..., X, : Q@ — R ergibt sich aus Formel (28) in
Theorem 3.10, dass

P((Xiu:""Xilnl) S Bin X ...X B;

tingo°
= P((Xina"'aXilnl) EBz’n X ... XBilnl)"'P((X'

(03 A
fiir beliebige By, ..., B, € B(R).

e Sei G das m-System G = {By X ... X Bp,, B1,...,Bp, € B(R)}, und sei D das d-System derjenigen
Borel-Mengen C; € B(R™), fiir die gilt

(Xik15 s 5Xiknk) € Bj,, X ... % Biknk)
Xi ) € Blm - X Biknk)

ik,

P((Xiua"':Ximl) S Cl:(Xizu"':Xiznz) €B;,, X...xB;

22n27
.,(Xikl,...,Xiknk) S B’im X ... XBiknk)
= P((Xin: s 7X’i1n1) € Cl) P((Xi217' .- aXi2n2) € B’izl - X Bi2n2)
"P((Xikl""7Xiknk)EB'Lkl "XBiknk)'

e Dann ergibt sich mit Hilfe des Satzes {iber monotone Klassen (vgl. Theorem 3.2), dass
D D> d(G) =0(G) =B[R™).
e Hieraus und durch wiederholte Anwendung des Satzes iiber monotone Klassen ergibt sich also, dass

P((Xipy,---3 X

i1n,

= P((Xi,-- Xi

i1nq

)ECI"")(XikIJ""Xiknk) S Ck)

)ECL) ... P(Xipy,---» Xi

inn,) € Ck) (50)
fiir beliebige C; € B(R™),...,Cy € B(R™).

e Somit gilt fiir beliebige Borel-Mengen By, ..., B € B(R), dass

P(o1(Xiyys -5 Xign,) € Bryooo 00(Xiy 5 - -+, Xiy, ) € Bi)
P((Xiyy-- 5 Xy, ) € 901_1(31) o Kisa -5 X, ) € 01 (Br))
= P((Xiyy,---»Xip,,) €01 ) P((Xiys > Xin,) € 9 ' (Br))
= P(p1(Xipys---» Xip,,) € Bl) P(or(Xiys -+ > Xy ) € B),

e wobei sich die vorletzte Gleichheit aus (50) ergibt mit C; = ¢; *(B;).

e Durch die erneute Anwendung von Theorem 3.10 erhalten wir nun die Behauptung. O



4 WEITERE CHARAKTERISTIKEN VON ZUFALLSVARIABLEN 51

4 Weitere Charakteristiken von Zufallsvariablen

Zu den wichtigsten Charakteristiken von Zufallsvariablen gehéren deren Momente, insbesondere der Erwartungs-
wert und die Varianz.

4.1 Erwartungswert

4.1.1 Definition und Berechnungsformeln

Bevor wir zur allgemeinen Definition des Erwartungswertes kommen, wollen wir die intuitive Bedeutung dieses
Begriffes anhand des folgenden Beispiels erldutern.

Beispiel

(wiederholtes Wiirfeln)

Betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit der Grundmenge
Q=0 xQy x...= {w:(JJ: (wl,wg,...,), w; € {1,2,...,6}} s

der Produkt-o-Algebra F = P(Q1) ® P(22) ® ... und dem Wahrscheinlichkeitsmaf P, das durch

. . 1
P({w:wEQawh:JIJ---Jwik:]k})=6_k
gegeben ist; k € N; 1 <y < ... < J1,---,Jk € {1,2,...,6}.

Betrachten die Zufallsvariablen X, X,...: Q@ — R, die gegeben seien durch die Projektion X;(w) = w;
firi =1,2,.... D.h,, X; ist die (zufillige) Augenzahl, die beim i-ten Wurf erzielt wird.

Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass X1, X», ... unabhéngige (und identisch verteilte) Zufallsvariablen
sind.

Betrachten die Zufallsvariable .
Y, = E(Xl +...+X,),

d.h. die mittlere Augenzahl bei n-maligem Wiirfeln.

Man kann zeigen, dass es eine ,nichtzuféllige” Zahl ¢ € R gibt, so dass

P({w: lim Yaw) =c}) =1, (1)
wobei
1.8
c—ZzPXl—z EZ (2)

Die Formeln (1) und (2) bedeuten: Falls die Anzahl n der durchgefiihrten Versuche immer grofer wird,
dann

— werden die Werte Y,,(w) der mittleren Augenzahl Y,, immer weniger von der jeweiligen Auspragung
w des Zufalls beeinflusst,
— strebt das ,,Zeitmittel” Y,, bei n Versuchen gegen das ,, Scharmittel” ¢ jedes (einzelnen) Versuches.
Die Formeln (1) und (2) sind ein Spezialfall des sogenannten Gesetzes der groflen Zahlen, das im
weiteren Verlauf der Vorlesung noch genauer diskutiert wird.

Das Scharmittel cin (2) wird Erwartungswert der Zufallsvariablen X; genannt und mit E X; bezeichnet.

Auf analoge Weise wird der Begriff des Erwartungswertes fiir beliebige Zufallsvariablen eingefiihrt.
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Definition Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : @ — R eine beliebige Zufalls-
variable mit

/R|m|PX(da:) <. (3)

Dann heifit die Zufallsvariable X integrierbar, und der Erwartungswert E X von X wird durch das folgende
(Lebesgue-) Integral definiert:

EX:/R:UPX(dw). 4)

Beachte Der in (4) definierte Erwartungswert E X von integrierbaren Zufallsvariablen X kann auch als
Lebesgue-Stieltjes-Integral beziiglich der Verteilungsfunktion Fx von X eingefiihrt werden. Und zwar gilt:

EX = /mdFX(x). (5)

Aus der Definitionsgleichung (4) des Erwartungswertes ergibt sich ohne weiteres, wie diese Definitionsgleichung
fiir diskrete bzw. absolutstetige Zufallsvariablen spezifiziert werden kann.
Theorem 4.1 Sei X : Q@ — R eine beliebige Zufallsvariable.

1. Falls X diskret ist mit P(X € C) =1 fiir eine abzihlbare Menge C C R, dann ist der Erwartungswert E X
von X durch das gewichtete Mittel

EX =) zP(X =1) (6)
zeC
gegeben, wobei vorausgesetzt wird, dass
Z |z|P(X = 1) < 00. (7
zeC

2. Falls X absolutstetig ist mit der Dichte fx(x), dann ist der Erwartungswert E X von X durch das Integral

EX = /:cfx(w)d:c (8)
gegeben, wobei vorausgesetzt wird, dass
/ || fx (z)dx < o0 9)

Beweis

e Sei X diskret mit P(X € C) =1 fiir eine abzihlbare Menge C' C R.

e Dann gilt
Px(B)= Y P(X=z) VBeB®).

e Hieraus und aus (4) folgt (6).
e Sei nun X absolutstetig mit der Dichte fx(z).
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e Aus (3.13) ergibt sich dann, dass

e Hieraus und aus (4) folgt dann (8). O

Beachte
e Die Summe in (7) bzw. das Integral in (9) kann man als Erwartungswert E|X| der Zufallsvariablen
| X | auffassen, vgl. auch den Transformationssatz fiir Erwartungswerte in Abschnitt 4.2.2.

e Man kann sich leicht Beispiele {iberlegen, bei denen die Summierbarkeitsbedingung (7) bzw. die Inte-
grierbarkeitsbedingung (9) verletzt ist.

e Falls die Zufallsgrofe X nur nichtnegative Werte annimmt, d.h. P(X > 0) = 1, dann kann man den
Begriff des Erwartungswertes auch einfithren, wenn die Bedingung (7) bzw. (9) nicht erfiillt ist.

e In diesem Fall wird E X = oo gesetzt.

e Sei X beispielsweise eine absolutstetige Zufallsvariable mit der Dichte

1
=— Vz € R
Fx(@) w(x? + 1) TER,
d.h. X ist Cauchy-verteilt, vgl. Abschnitt 3.4.4.
e Dann gilt zwar P(0 < |X| < o0) = 1, jedoch
oo
B = [ el d
= ——~dz
v w(1 + x2)
— o0

1 |
Jim [5 log(1 + a:2)] = 5 Jim log(1 + t?) = o00.

T t—o0

Beispiele Wir zeigen nun anhand zweier Beispiele, wie die Formeln (6) und (8) bei der praktischen Bestimmung
des Erwartungswertes genutzt werden koénnen.

1. Binomialverteilung
Sei X binomialverteilt mit den Parametern n € N und p € [0, 1]. Dann ergibt sich aus (6), dass

EX = ii(?)pi(l—p)"_i
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2. Normalverteilung
Sei X normalverteilt mit den Parametern y € R und ¢ > 0. Dann ist X integrierbar, d.h.,

/ |z| fx (z) dx < o0,

denn es gilt

Jrenlche52y)e
- oo 5 e [ o (55 o

—o0
[e’s) 1 —u/o 1
= o / (av+u)exp(—iv2) dv—o / (ov+u)exp(—§v2) dv
—n/o -
oo oo
2 L, Ly
< 20 vexp<—§v )dv—l—au exp(—iv )dv
0 —00
= 20% 4+ opV2rm,
wobei in der letzten Gleichheit genutzt wurde, dass
o oo o
L, 2 Lo oo, o
( exp(—iv )dv) = exp(—§ (3: +y )) dx dy
—0o0 o

7/001“ exp(—% 7“2) drdp =2m.
0 0

Aus (8) ergibt sich nun, dass

EX =

Q
ﬁ.-t
3
8\8
8
)
>
’U
H
Q||
=
SN—
[ V]
SN——
&

17 1,
= ov+ p)exp|—=v )dv
27T / 2 p 2
—0o0
o0 1 o0
g 2 Ik
= vexp|—=wv dv+— ex ——11
27T / p 2 27r p -k
;6 27r

4.1.2 Alternative Integral-Darstellungen

Die folgende Darstellungsformel des Erwartungswertes von positiven Zufallsvariablen ist dufierst niitzlich.

Theorem 4.2 Sei X : Q) — R eine beliebige Zufallsvariable mit P(X > 0) = 1. Dann gilt

BX = [(1-Fx()dy.

54

(10)
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Beweis Aus der Definitionsgleichung (4) von E X und aus dem Satz von Fubini ergibt sich, dass

oo o0

EX = /R Py (dz) :70wa dz) / / T(0.0)(y )dy)PX(da:)
0

0
oo 00

0
= /(/]I(Oz)( )Px(dw)) dy=/PX({x: zeR x>yl dy
0

0/PX>y 0/(1—Fx(y))dy-

Korollar 4.1 Sei X : Q — R eine integrierbare Zufallsvariable. Dann gilt

o0

0
EX=/(1—FX(y))dy— / Fx(y)dy. (11)

0 —o0

Beweis Ahnlich wie im Beweis von Theorem 4.2 ergibt sich, dass

EX = /R.CL'PX (dz) = 7OxPX (dz) + /0 zPx (dz)

—0Q0

(—2)Px(dz) = [ (1= Fx(y))dy - / Fx(y) dy,

— 00

|
8\00

0/wa (dx) —

wobei in der letzten Gleichheit die Formel (10) und die Tatsache genutzt wird, dass

0 oo

y o 0
4 (=z)Px(dzr) = /(/ Lo, 2 (y )dy Px (dz) :0/ 4 Lio,—(y Px(dx)) dy

—oco 0

oo oo

/PX({ac: z€eR —z zy})dyz/PX({x: z€eRz < —yldy
0

0

= 7OP(X < —y)dy = 7Fx(—y) dy = /O Fx(y)dy.
0 0 —oo .

Wir zeigen nun noch, dass der in (4) definierte Erwartungswert E X auch in der folgenden Form dargestellt werden
kann.

Theorem 4.3 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable, deren Verteilung der Bedingung (3) geniigt. Dann
gilt

EX = / X (w) Pdw). (12)
Q
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Beweis

Wir zeigen die Giiltigkeit von (12) zunéchst fiir den Fall, dass X = 4 fiir ein 4 € F.
Dann gilt

EX:/ L4 (w)P(dw), (13)
Q

denn

EX = ET4=0-Px({0})+1-Px({1})
= 0-P(Iy=0)+1-P(I4=1)

0. P(A%) +1- P(A) = / T4 (w) P(dw).
Q

Auf analoge Weise ldsst sich die Giiltigkeit von (12) fiir Linearkombinationen von Indikatorvariablen
zeigen.

Und zwar seien Ay, ..., A, € F beliebige Ereignisse und z1,...,z, € R beliebige reelle Zahlen.

Ohne Einschrédnkung der Allgemeinheit konnen (und werden) wir annehmen, dass 4, ..., A, paarweise
disjunkte Mengen sind.

Fiir die Zufallsvariable X = Y7 | z;14, gilt dann wegen (6) und (13), dass

n n n
EY zilla, =) zP(A) =Y By,
=1 i=1 i=1

= Y= /Q L4, () P(dw) = /Q 3 il () P(d) = /Q X () P(dw)

EX

Mit Hilfe des Satzes von Beppo Levi (iiber die monotone Konvergenz von Lebesgue-Integralen) wird
schlieflich gezeigt, dass (12) fiir jede Zufallsvariable X gilt, deren Verteilung der Bedingung (3) geniigt.

Dabei nutzen wir die Tatsache, dass jede Zufallsvariable X : © — R in den positiven Teil X+ =
max{0, X} bzw. den negativen Teil X~ = — min{0, X } zerlegt werden kann.

Dann gilt X = X* — X~, und es gibt zwei monoton wachsende Folgen {X;} bzw. {X.} von
Linearkombinationen von Indikatorvariablen, so dass X;F + X+ und X, + X ™.

Aus Korollar 4.1 und aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz ergibt sich nun, dass

o0

0 o0
(1— Fx(y))dy - /Fx(y)dy=/P(X+>y)dy—/P(X* > y)dy
. 0 0

EX

I
O g O~ O —3

oo
P(lim X;F > 9) dy—/P(lian_ >y)dy
0

oo
lim P(X;F > y) dy—/limP(X; >y)dy
n n

0

oo oo
1im/P(X;r > y) dy—lim/P(X; >y)dy .
n n

0 0

| S —
:‘({' P(X, >y)dy
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Durch erneute Anwendung von Korollar 4.1 und des Satzes iiber die monotone Konvergenz ergibt sich
somit, dass

EX = ImEX; -lmEX,
= lim + — lim .
~ i /Q XF(@)P(dw) ~ lin /Q X () P(dw)
/ X+ (w) P(dw) — / X~ (w) P(dw)
Q Q
/ (X*(w) — X~ () P(dw) = / X () P(dw) .
Q Q

Beachte

e Die im Beweis von Theorem 4.3 verwendete Methode wird algebraische Induktion genannt.
e Sie beruht auf dem Prinzip, die betreffende Aussage zunéchst

— fiir Indikatoren von Ereignissen,

— danach fiir Linearkombinationen von Indikatoren

— und schliefflich (durch monotone Approximation und Zerlegung in Positiv- bzw. Negativteil) fiir
beliebige Zufallsvariablen zu beweisen.

e Wir werden im folgenden noch weitere Aussagen mit dieser Beweismethode herleiten.

4.1.3 Weitere Eigenschaften des Erwartungswertes

Mit Hilfe der Darstellungsformeln des Erwartungswertes, die in Abschnitt 4.1.2 diskutiert wurden, lassen sich
weitere Eigenschaften des Erwartungswertes von Zufallsvariablen herleiten.

Theorem 4.4 Seien X,Y, X1, X5,... : @ — R beliebige Zufallsvariablen iber einem beliebigen Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, F, P). Dann gilt:

1. Monotonie: Falls X und Y integrierbar sind und falls X <Y f.s., dann gilt
EX<EY. (14)
Falls Y integrierbar ist und falls 0 < X <Y f.s., dann ist auch X integrierbar, und es gilt (14).

2. Falls X integrierbar ist, dann ist
EX| <E|X]|. (15)

3. Linearitdt: Falls X undY integrierbar sind, dann ist auch aX + bY integrierbar fir beliebige a,b € R, und
es gilt
E(aX +bY)=adEX +DEY . (16)

4. monotone Konvergenz: Falls X,, > 0 f.s. fiir allen =1,2,... und falls X,, t X f.s., dann gilt
EX,tEX. (17)

5. majorisierte Konvergenz und Li-Konvergenz: Falls Y integrierbar ist, falls | X,| <Y f.s. firallen =1,2,...
und falls X,, = X f.s., dann ist auch X integrierbar, und es gilt

lim EX, =EX (18)

n—oo

und
lim E|X, - X|=0. (19)
n—oo
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6. Falls X = 14 fir ein A € F, dann gilt
EX = P(A). (20)

7. Falls X integrierbar ist und falls X > 0 f.s. und EX =0, dann gilt
X=0 fs. (21)

Beweis

Zu 1) Die Ungleichung (14) ergibt sich unmittelbar aus der Integral-Darstellung (12) des Erwartungswertes
und aus der entsprechenden Monotonie-Eigenschaft des Lebesgue-Integrals in (12). Die andere Teilaus-
sage von 1. ergibt sich auf die gleiche Weise.

Zu 2) Weil mit X offenbar auch | X| bzw. —|X| integrierbar sind und weil X < |X| bzw. —|X| < X, ergibt
sich aus (14), dass
EX <E|X| bzw. —EX|=E(—|X|)<EX,

wobei sich die Gleichheit aus der Linearitit des Lebesgue-Integrals ergibt.
Zu 3) Die Integrierbarkeit von aX + bY ergibt sich unmittelbar aus der Ungleichung

[aX + Y] < |al|X] + [b]|Y],
aus (14) und aus der Linearitét des Lebesgue-Integrals, denn es gilt
El|aX 4+ bY| <E(|a||X|+ |0][Y]) = |a|E|X]|+ BE|Y] < co.

Die Giiltigkeit von (16) folgt dann ebenfalls aus der Linearitdt des Lebesgue-Integrals.

Zu 4/5) Diese Teilaussagen ergeben sich unmittelbar aus dem S#tzen iiber die monotone bzw. majorisierte
Konvergenz von Lebesgue-Integralen.

Zu 6) Falls X = T4 fiir ein A € F, dann ergibt sich aus der Darstellungsformel (6) fiir den Erwartungswert
diskreter Verteilungen, dass

EX=El,=0-P(I4=0)+1-P(I4=1)=P(A),

vgl. auch den ersten Teil des Beweises von Theorem 4.3.

Zu7) Sei X integrierbar, und es gelte X > 0 f.s. und EX = 0. Wir fiihren einen indirekten Beweis und
nehmen an, dass P(X > 0) > 0. Wegen der Stetigkeitseigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafien
(vgl. Theorem 2.3) gilt dann auch P(X > ¢) > 0 fiir ein € > 0. Hieraus und aus (14) folgt, dass

EX >E(XTixs) > E(elixs.)) = éE x5y = eP(X >¢) > 0.

Dies ist aber im Widerspruch zu E X = 0. a

Korollar 4.2 Sei n € N eine beliebige, jedoch fest vorgegebene natiirliche Zahl, und seien X,...,X, beliebige
Zufallsvariablen mit E|X;| < 00,...,E|X,| < co. Dann gilt fir beliebige Konstanten ai,...,a, € R

]E(a1X1+...—|—aan)=a1]EX1+...—|—anIEXn. (22)

Beweis Die Behauptung ergibt sich aus (16) mittels vollstindiger Induktion.

Beispiel (wiederholtes Wiirfeln)

e Betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (92, P(Q2), P), der in Abschnitt 4.1.1 eingefiihrt worden ist.

e Betrachten die Zufallsvariablen X, Xs,...: Q — {1,2,...,6}, wobeil X; die zufillige Augenzahl ist,
die beim i-ten Wiirfeln erzielt wird.
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e Dann gilt
6
. . 1 )
]EX,-=Z]P(X,-=_7)=EZJ=3.5.
j=1

e Aus Korollar 4.2 ergibt sich dann fiir den Erwartungswert E Y,, der mittleren Augenzahl V,, = n~1(X;+
...+ X,) bei n-maligem Wiirfeln

EY, = ]E(%(Xl + ...+Xn))

1
= —(EXi+...+EX,)

= ln?;.5:3.5.
n

4.1.4 Integral-Darstellung mittels Quantilfunktion

Die folgenden beiden Eigenschaften von verallgemeinerten inversen Funktionen fiihren zu einer weiteren niitzlichen
Integral-Darstellung des Erwartungswertes.

Lemma 4.1 Sei F : R — R eine nichtfallende und rechtsseitig stetige Funktion, und sei F~! : R = R die
verallgemeinerte inverse Funktion mit

F~'(y) =inf{z : F(z) >y}, (23)

wobei inf ) = co gesetzt wird. Dann gilt:

1. F~1 ist nichtfallend.

2. Esgilt y < F(z) genau dann, wenn F~1(y) < z.

Beweis

e Die erste Teilaussage ergibt sich unmittelbar aus der Definitionsgleichung (23).
e Auferdem ergibt sich sofort aus (23), dass F~1(y) < =, falls y < F(z).

e Sei nun F~!(y) < z. Wegen der Monotonie von F gibt es dann eine Folge {z,} derart, dass =, |
und F(z,) > y fir jedes n. Hieraus und aus der rechtsseitigen Stetigkeit von F' folgt, dass F(z) > y.

|

Definition Die verallgemeinerte inverse Funktion F;l der Verteilungsfunktion F'x einer beliebigen Zufalls-
variable X : Q — R heifit Quantilfunktion von X.

Lemma 4.2 Seien v,w : R — R zwei nichifallende und rechisseitig stetige Funktionen. Fiir jede Zufallsvariable
X : Q- R gilt dann fir fast jedes y € [0, 1]

Fv_(§()+w(x) (y) = Fv_(i() (y) + FJ(IX) (y) - (24)

Beweis

e Fiir beliebige Funktionen z(t), z'(t) bezeichne z o z'(t) die zusammengesetzte Abbildung z(z'(t)).
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Dann gilt F
Lemma 4.1 ergibt sich, dass fiir fast jedes y € [0,1] und z € R

F(X)( y) <z = Fyx)(a) 2y<= Pu(X)<z)>y

= PX v (@) 2y Fx(v ' (2)) 2
= Fx'(y) <v'(e) = oFy'(y) <z

fiir fast jedes y € [0,1].
Hieraus folgt, dass fiir fast jedes y € [0, 1]

Fv?i()+w(x)(y) = (v+w)oFy'(y) =voFyx'(y) +woFy'(y) = (szi() +Fw(x))( )

Damit ist (24) bewiesen.

Theorem 4.5 Fulls X integrierbar ist, dann ldsst sich E X darstellen in der Form

1

EX=/F;1(y)dy,

0

wobei F'(y) = inf{z : Fx(z) >y} die verallgemeinerte inverse Funktion der Verteilungsfunktion Fx ist.

Beweis

e Sei zundchst X > 0. Dann ist auch F)}l(y) > 0 fiir alle y € (0,1),

e und es gilt
1
/F);l(m)dw = (0,F3 (z)) dydx—// (OF—l(z))( )dz dy
0

o0

Liry (y),1) (@ dwdy—/(l—Fx(y))dy=IEX,
0

[
/

o\g o _

wobei sich die letzte Gleichheit aus (10) ergibt.
e Falls X <0, dann ergibt sich auf analoge Weise, dass

O/F);l(x)dx = -

L (o),0) (W) dy dz = = / / L @),0) (W) dz dy

—oo 0

-
o\,_. 8\0

I
\o

Lo, Fx () (7) dz dy = — / Fx(y)dy=EX.

— 00

8

Auf die gleiche Weise ergibt sich, dass F (X)( y) = wo Fx'(y) und F(v+w)(X)( y) = (v+w)o Fy

60

" X)( y) = vo Fy'(y) fiir fast jedes y € [0,1], denn aus der zweiten Teilaussage von

'(y)

e Fiir beliebige integrierbare Zufallsvariablen X erhalten wir (25) nun mittels der Zerlegung X = X+ —

X7, denn aus Lemma 4.2 ergibt sich, dass

/1 Fy'@de = / Ty (@) do = / (Fil(@) + F7h_(@))da
0
=0/F); dx—l—/F_)l(a:m

= EXt+E(-X" ):E(X+—X—) =EX,
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wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Linearititseigenschaft (16) des Erwartungswertes ergibt. O

4.2 Varianz und hohere Momente

4.2.1 Definition und elementare Eigenschaften

Beachte

Beispiel

Beachte

Es ist klar, dass der in (4) definierte Erwartungswert E X eindeutig durch die Verteilung Px der
Zufallsvariablen X bestimmt wird.

In Theorem 4.1 hatten wir dariiber hinaus gezeigt, dass der Erwartungswert E X einer diskreten bzw.
absolutstetigen Zufallsvariablen X eindeutig durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. die Dichte
von X bestimmt wird.

Umgekehrt ist jedoch im allgemeinen die Verteilung Px nicht eindeutig durch den Erwartungswert E X
von X festgelegt.

Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. die Dichte einer diskreten bzw. absolutstetigen
Zufallsvariablen X nicht eindeutig durch den Erwartungswert E X von X festgelegt.

(symmetrische diskrete Gleichverteilung)

Sei n € N eine beliebige natiirliche Zahl und X : Q@ — {-n,...,—1,0,1,...,n} eine diskrete Zu-
fallsvariable mit P(X = i) = (2n + 1)~ fiir jedes i € {-n,...,n}.

Dann gilt

IR 1
2”“,-;"2 2n +1

Wéhrend der Erwartungswert E X also nicht von n abhingt, sind die Werte von X mit wachsendem
n immer breiter um E X gestreut.

Eine Charakteristik, die den Streuungsgrad der Werte von X um den Erwartungswert E X misst, ist
die erwartete quadratische Abweichung E ((X -EX )2) vom Erwartungswert E X, genannt Varianz von
X, die bei diesem Beispiel gegeben ist durch

E (X — EX)* Z":Z2 (n+1)(2n+1) 1 :n(n+1)‘
2n+1 6 2n+1 3

Der Erwartungswert E X der Zufallsvariablen X wird manchmal auch das erste Moment von X genannt.

Vollig analog lassen sich die Begriffe der Varianz bzw. der héheren Momente einer beliebigen Zufalls-
variable X einfiihren,

und zwar durch die Betrachtung des Erwartungswertes E p(X) entsprechend gewéhlter Funktionen
p(X) von X.

Definition

Sei X : 2 — R eine beliebige Zufallsvariable mit E (X?2) < oo.
Betrachten die Abbildung ¢ : R — R mit ¢(z) = (z — E X)2.

Dann heifit der Erwartungswert E (X)) der Zufallsvariablen ¢(X) die Varianz von X
(Schreibweise: Var X).

Fiir die Varianz von X gilt also
VarX = E ((X - IEX)Q) . (26)
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Beachte

e Die héheren Momente von Zufallsvariablen werden vollig analog definiert.
e Und zwar sei kK € N und X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable mit E (| X|*) < oo

e Betrachten die Abbildung ¢ : R — R mit (z) = z*. Dann heifit der Erwartungswert E p(X) = E (X*)
von p(X) das k-te Moment von X .

e Betrachten die Abbildung ¢ : R - R mit p(x) = (z — EX)*. Dann heifit der Erwartungswert
Ep(X) =E ((X —E X)*) von ¢(X) das k-te zentrale Moment von X.

e Die Varianz Var X ist also das 2. zentrale Moment von X.
e /Var X heilst Standardabweichung von X.

Die folgenden elementaren Eigenschaften ergeben sich unmittelbar aus der Definitonsgleichung (26) der Varianz
und aus der Linearitit des Erwartungswertes, vgl. Formel (16) in Theorem 4.4.

Theorem 4.6 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable mit E (X?) < co. Dann gilt

Var X = E (X?) — (E X)?, (27)
und fir beliebige a,b € R

Var (aX +b) = a®Var X . (28)
Beweis

e Aus der Definitionsgleichung (26) der Varianz und aus der Linearitdt des Erwartungswertes ergibt sich,
dass

VarX = E((X-EX)?)=E(X*-2XEX + (EX)?)
— E(X?) -EQ2XEX)+E(EX)?)

E(X?) - 2EXEX + (EX)

E(X?) - (EX)*.
e Damit ist (27) bewiesen.

e Auf analoge Weise ergibt sich aus (27), dass

Var (aX +b) = E((aX +b)?) — (E(aX +b))’
= E((@aX)*+2abX +°) — (aEX +b)°
= a’E(X?) +2abEX +b* — a*(EX)*> - 2abEX — b*
= a*(E(X*) - (EX)?)
= a’VarX.
e Damit ist auch (28) bewiesen. O

Beachte
e Sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit E (X?) < oo

e Dann gilt Var X = 0 genau dann, wenn
P(X=EX)=1. (29)

e Dies kann man sich folgendermafien iiberlegen.
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Sei Var X = 0, d.h., der Erwartungswert der nichtnegativen Zufallsvariablen (X — E X)? ist Null.

Aus Teilaussage 7 von Theorem 4.4 ergibt sich dann, dass (X — E X)? = 0 mit Wahrscheinlichkeit 1,
d.h., es gilt X = E X mit Wahrscheinlichkeit 1.

Es sei nun die Bedingung (29) erfiillt.

Dann gilt
=P(X=EX)=P(|X -EX|=0)=P(X -EX)*=0).

Hieraus folgt, dass E ((X —E X)?) =0, d.h. Var X =0.

4.2.2 Transformationssatz und Berechnungsformeln

Bei der praktischen Berechnung der Varianz ist der folgende Transformationssatz fiir Erwartungswerte niitzlich.

Theorem 4.7 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable, und sei ¢ : R — R eine Borel-messbare Abbildung,
so dass

[ lo@)Px () < oo. (30)

Fir den Erwartungswert Ep(X) von ¢o(X) : Q@ — R gilt dann

Ep(X) = [ pla)Px(do). (31)

Bewelis

Wir fiihren den Beweis mittels algebraischer Induktion, vgl. auch den Beweis von Theorem 4.3, wo die
gleiche Beweismethode verwendet wurde.

Zunichst nehmen wir an, dass ¢ : R — R eine Linearkombination von Indikatoren ist, d.h., es gelte
n
:Zai][Bi(a:) Vo eR,

wobein € N, a1,...,a, € Rund By,...,B, € B(R).
Dann ist p(X) eine diskrete Zufallsvariable mit

n
X) = Zai]I{XEBi} -
i=1

Aus der Linearitit des Erwartungswertes und aus der Berechnungsformel (6) ergibt sich nun, dass

Ep(X) = ZaiE Lixep) = ZaiP(X € B;)
= Zaz/]IB PX d:l;' /(Zal]IB )PX dl‘)
= [ v@prxa).

e Sei jetzt ¢ eine beliebige Borel-messbare Abbildung mit ¢(z) > 0 fiir jedes z € R.



4 WEITERE CHARAKTERISTIKEN VON ZUFALLSVARIABLEN 64

e Dann gibt es eine monotone Folge o1, @2, - . . von Linearkombinationen von Indikatoren, so dass ¢, (z) 1
() fir jedes z € R

e und damit auch ¢, (X)(w) 1 o(X)(w) fiir jedes w € .

e Durch (zweimalige) Anwendung des Satzes iiber die monotone Konvergenz ergibt sich somit, dass

Ep(X) = Elimp,(X) =lnEp,(X)

= lim / on (2) Px (dz)

—0Q
o0

= /117?1¢n($)Px(dm)

—00

o

- / o(z) Py (dz).

—00

e Sei schlieflich ¢(X) eine beliebige integrierbare Zufallsvariable.

e Dann betrachten wir die Zerlegung ¢(X) = ¢ (X) — ¢ (X) von ¢(X) in den positiven Teil ¢t (X)
bzw. in den negativen Teil ¢~ (X).

e Aus der Linearitét des Erwartungswertes ergibt sich dann

E o(X) E (ot (X) — ¢~ (X)) =E¢t(X) —Ep~ (X)

= / ¢ (z)Px (dz) — / ¢~ (z)Px (d)

—0o0 —0o0
oo

[ (¢ @) - o~ @) Px(aa

—00

o0

[ e@rxn).

—0o0

Korollar 4.3 Sei X : Q@ — R eine beliebige Zufallsvariable, und sei ¢ : R — R eine beliebige Borel-messbare
Abbildung.

1. Falls X diskret ist mit P(X € C) =1 fir eine abzihlbare Menge C C R, dann gilt

zeC

wobei vorausgesetzt wird, dass Y, |p(z)|P(X =) < co.
zeC

2. Falls X absolutstetig ist mit der Dichte fx, dann gilt

Ep(X) = / o(2) fx () dz, (33)

o
wobei vorausgesetzt wird, dass [ |p(x)| fx(x)dz < oo.
—0oQ
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Beweis

e Sei X diskret. Dann ergibt sich (32) unmittelbar aus der Transformationsformel (31).

e Sei nun X absolutstetig. Dann ergibt sich (33) aus (31) und aus (3.13).

Beispiele

1. Binomialverteilung

e Sei X binomialverteilt mit den Parametern n € N und p € [0, 1].
e In Abschnitt 4.1.1 wurde gezeigt, dass E X = np.
e Analog ergibt sich aus Korollar 4.3, dass

n

E(X?) = > i*P(X =i)
= i(i(z‘— 1) +i)P(X =)
= Zn:i(i —1)P(X =i)+ zn:iP(X =1)

= n(n—1p* +np.
e Also ergibt sich aus (27), dass
Var X

E(X2) — (EX)?2
n(n—1)p’ + np — (np)> = np(1 — p).

2. Normalverteilung
e Sei X normalverteilt mit den Parametern 4 € R und o > 0.
e In Abschnitt 4.1.1 wurde gezeigt, dass EX = pu.
e Somit ergibt sich aus (26) und (33), dass

Var X = E((X —p)?) = ! (a:—u)2exp(—%(x_u)2)d:c

oV 2T I
_ ~

17 1

= 0'2—2 /tQGXp<— §t2)dt
TS ~-

2 o
= 02—/\/2uexp(—u) du

2w

0

2 o0
= o*— /\/ﬂexp(—u)du =o?

™

0

Beachte

65

e Die Parameter (und damit die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. die Dichte) von Binomial- bzw. Nor-
malverteilung sind jeweils eindeutig durch den Erwartungswert und die Varianz dieser Verteilungen

festgelegt.
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e Fiir die Normalverteilung ist dies offensichtlich. Denn, wie soeben gezeigt, gilt EX = pu und Var X =
o2, falls X ~ N(u,0?).

e Sei nun Y ~ Bin(n,p). Dann kann man sich leicht {iberlegen, dass

12 _N—02
_ 42 p_ 3
p—o 7

n=
wobei
u=EY =np  und o2 =VarY =np(1—p). (34)

e Im allgemeinen wird die Verteilung einer Zufallsvariablen jedoch nicht eindeutig durch den Erwartungs-
wert und die Varianz bestimmt.

e Beispiel. Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ N(u,0?) stimmen mit dem Erwartungswert
und der Varianz von Y ~ Bin(n, p) iiberein, falls x4 und o2 durch (34) gegeben sind.

4.3 Gemischte Momente

e Neben Erwartungswert, Varianz bzw. hoheren Momenten einer (einzelnen) Zufallsvariablen werden aufer-
dem sogenannte gemischte Momente fiir Familien von (endlich vielen) Zufallsvariablen betrachtet.

e Sie sind ein wichtiges Hilfsmittel, um Zusammenhinge zwischen zwei oder mehreren Zufallsvariablen zu
quantifizieren.

e Bei der Herleitung dieser Eigenschaften wird die folgende Verallgemeinerung von Theorem 4.7 fiir Zufalls-
vektoren benotigt.

4.3.1 Transformationssatz fiir Zufallsvektoren

Auf die gleiche Weise wie Theorem 4.7, d.h. mittels algebraischer Induktion, ergibt sich der folgende Transfor-
mationssatz fiir Zufallsvektoren.

Theorem 4.8 Sei X : Q — R™ ein beliebiger Zufallsvektor, und sei ¢ : R — R eine Borel-messbare Abbildung,
so dass

[ 1o@Px (@) < co. (35)
R’n
Fir den Erwartungswert Ep(X) von o(X) : Q@ — R gilt dann
Ep(X) = [ pla)Px(do). (36)
R’II.

Die Aussage von Theorem 4.8 lisst sich wie folgt fiir diskrete bzw. absolutstetige Zufallsvektoren spezifizieren
(genauso wie dies im eindimensionalen Fall in Korollar 4.3 getan wurde).

Korollar 4.4 Sei X : Q — R" ein beliebiger Zufallsvektor, und sei ¢ : R — R eine beliebige Borel-messbare
Abbildung.

1. Falls X diskret ist mit P(X € C) =1 fir eine abzihlbare Menge C C R", dann gilt
Ep(X) =) ¢@)P(X =x), (37)
zeC

wobei vorausgesetzt wird, dass

3 [p(@) [ P(X = 2) < 0.

zelC
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2. Falls X absolutstetig ist mit der (gemeinsamen) Dichte fx(z), dann gilt

o0 o
:/.../go(xl,...,xn)fx(ml,...,a:n)d:ul...d:z:n, (38)
—0o0 oo
wobei vorausgesetzt wird, dass
oo
/ / lo(z1,- - yzn)| fx (21, 2n)dzy ... dzy < 00.
—o0

Der Beweis von Korollar 4.4 verlduft analog zum Beweis von Korollar 4.3. Er wird deshalb weggelassen.

4.3.2 Multiplikationsformel und Kovarianz

Definition Seien Xi,..., X, : Q@ — R beliebige Zufallsvariable, so dass
ElX;...X,| < . (39)

Der Erwartungswert E (X ... X,,) des Produktes X; ... X, heifst dann gemischtes Moment der Zufalls-
variablen X1, ..., X,.

Beachte Man kann zeigen, dass die Integrierbarkeitsbedingung (39) erfiillt ist, falls E (|X;|™) < oo fiir jedes
i € {1,...,n}. Dies ergibt sich aus der Abschitzung

[ X1 Xl < Z |Xi " Ty x; > max{ Xy, X0} < Z | X"

i=1 i=1

Mit Hilfe des Transformationssatzes fiir Zufallsvektoren, der in Theorem 4.8 diskutiert wurde, lasst sich nun
die folgende Multiplikationsformel fiir den Erwartungswert des Produktes von n unabhingigen Zufallsvariablen
herleiten.

Theorem 4.9 Seien Xi,..., X, : @ — R beliebige Zufallsvariablen mit E (| X;|™) < oo fir jedes i € {1,...,n}.
Falls X4,...,X, unabhdngig sind, dann gilt

E (ﬁ X,-) - ﬁ EX;. (40)

i=1
Beweis
e Die Komponenten des Zufallsvektors X = (Xi,...,X,) seien unabhingige Zufallsvariablen.
e Aus Theorem 4.8 ergibt sich dann mit ¢(z) =1 - ...z, fir z = (21,...,z,), dass

n

E (1:[1 Xi)

/ml-...-mnPX(da:)
-1

= /.m Py, (dzy) .. /xn Px, (dzy)

Z1 ... Tn Px,(dz1) ... Px, (dzy)

ﬁ\

H]EXi. O
=1
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Beachte
e Die Linearititseigenschaft des Erwartungswertes, die wir in Teilaussage 3 von Theorem 4.4 gezeigt
haben, ist so fiir die Varianz nicht zutreffend.

e Fiir Summen von unabhingigen Zufallsvariablen gilt jedoch das folgende Additionstheorem fiir die
Varianz.

Theorem 4.10 Seien Xi,...,X, : @ = R unabhdngige Zufallsvariablen mit E (X?) < oo fiir jedesi € {1,...,n}.
Dann gilt
Var (X1 +...+ Xp) =Var Xy +...+ Var X, (41)

Beweis

e Wir zeigen die Giiltigkeit von (41) zunichst fiir den Fall n = 2.
e Aus (27) und (40) ergibt sich, dass

Var (Xl =+ XQ) (227) E ((Xl + X2)2) — (IE (Xl =+ Xg))2
- (]E (X2) + 2E (X, Xo) + E(Xg)) - ((EX1)2 +2EX,E Xy + (1EX2)2)
D EXD) - EX)+EXD) - (EX,)?
(21)

Var X; + Var X5 .

e Fiir beliebiges n € N ergibt sich die Giiltigkeit von (41) mittels vollstdndiger Induktion.

e Dabei verwenden wir die Tatsache, dass wegen Theorem 3.18 aus der Unabhéngigkeit von Xi,..., X,
folgt, dass auch die Zufallsvariablen Xy + ...+ X,_; und X, unabhingig sind.

e Deshalb gilt

Var (X1 +...+X,) = Var((X1+...+ X,_1) + X,,)
Var (X1 + ...+ Xp—1) + Var (X,,)
Var (X1) + ...+ Var (X,,_1) + Var (X,,),

wobei sich die letzten beiden Gleichheiten aus der Induktionsannahme ergeben. O

Wir diskutieren nun Eigenschaften des gemischten Momentes E (X;X5) von zwei beliebigen (nicht notwendig
unabhingigen) Zufallsvariablen X, Xs.

In diesem Zusammenhang flihren wir zunéchst die Begriffe der Kovarianz und des Korrelationskoeflizienten ein.

Definition Seien X7, X, beliebige Zufallsvariablen mit E (X?) < oo fiir i = 1, 2.

e Der Erwartungswert E ((X1 —EX;) (X2 — ]EXz)) heifst die Kovarianz von X; und X, wobei wir die
Schreibweise
Cov (X1,X5) =E (X1 — EX1)(Xs — EX5)) (42)
verwenden.
e Die Zufallsvariablen X1, X» heifien unkorreliert, falls Cov (X1, X3) = 0.

e Falls Var X; > 0 und Var X > 0, dann heifst die Grofse

Cov (Xl, X2)
v/ Var X, - Var X,

Q(Xla X2) =

der Korrelationskoeffizient von X1, X,.
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Beachte
e Es ist klar, dass Kovarianz und Korrelationskoeflizient die folgende Symmetrieeigenschaft besitzt:
Cov (X1, X3) = Cov (X2, X1), 0(X1, X2) = (X2, X1). (44)
e Aufierdem gilt
Cov(X,X)=VarX, o(X, X)=1. (45)

Dariiber hinaus gelten weitere niitzliche Rechenregeln und Abschétzungen fiir Kovarianz bzw. Korrelations-
koeffizient.

Theorem 4.11 Seien Xi, X» beliebige Zufallsvariablen mit E (X?) < oo fiiri =1,2.

1. Dann gilt
Cov (Xl,XQ) :]E(XlXQ) —EXlEX2 (46)

2. und fir beliebige Zahlen a,b,c,d € R

Cov (aXq + b,cXs +d) =acCov(X1,X,). (47)

3. Auperdem gilt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz

E|X1X,| < /E(XPE(X3), (48)
|Cov (X1, X2)| < +/Var X;Var X5 . (49)

bzw.

Beweis

Zu 1) Die Formel (46) ergibt sich unmittelbar aus (16), denn es gilt

COV(Xl,XQ) = ]E((Xl _]EXl)(XQ —]EXQ))
= E (X1X2 - XEX, - XL,EX, + E.XIEXQ)
Y E(X1Xs) —EXiEX,.
Zu 2) Die Formel (47) ergibt sich durch eine dhnliche einfache Rechnung aus (16) und (46), und zwar gilt

Cov(aXy +bcXa+d) 2 E((aXy +b)(cXs +d)) — E(aX; + b)E (cX; + d)

W@ 4 (BE(X1X,) —~EX,E X))

(£9) acCov (X1,X>).

Zu 3) Wir zeigen nun die Giiltigkeit der Ungleichung (48).
e Falls E (X?) =0, dann gilt P(X; = 0) = 1 und somit auch E (X;X5) =0 < \/E (X2)E (X2).
e Sei jetzt E(X?) > 0. Dann gilt fiir jede Zahl a € R

0

IA

E ((a X1 4+ X32)?) = E (a® X] + 2a X1 X» + X3)
a®’E(X?) +2aE (X1 X2) + E(X3).
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e Durch beidseitige Multiplikation mit E (X?) bzw. quadratische Ergéinzung ergibt sich hieraus, dass

a? (E(X2))” + 2aE (X?)E (X X2) + E (XD)E (X2)
= (aE(X2)+E(X1X»)’ +E(X2)E (X2) — (E(X1 X2))" .

0

INA

e Hieraus folgt (48) fiir a = —E (X7 X»)/E (X?), wenn dabei gleichzeitig X; bzw. X, durch |X;|
bzw. |X,| ersetzt wird.

e Die Giiltigkeit von (49) ergibt sich unmittelbar aus (48), wenn in (48) die Zufallsvariablen X; bzw.
X5 durch X; — E X; bzw. X5 — E X5 ersetzt werden. O

Korollar 4.5

1. Falls X1 und X unabhdngig sind, dann gilt
Cov(X;,X2) =0. (50)
d.h., X1 und X, sind unkorreliert.
2. Falls Var X1 > 0 und Var X5 > 0, dann gilt
—1<0(X1,X2) < 1. (51)

Beweis
e Aus der Multiplikationsformel (40) und aus (46) ergibt sich, dass
Cov (X1, X2) =E(X1Xs) ~EX;EXs =EX;EX, —EX;EX, =0.

Damit ist (50) bewiesen.

e Die Ungleichungen in (51) ergeben sich unmittelbar aus der Ungleichung (49) von Cauchy-Schwarz und
aus der Definitionsgleichung (43) des Korrelationskoeffizienten. O

Beachte Die Aussage 1 in Korollar 4.5 ldsst sich im allgemeinen nicht umkehren, denn aus der Unkorreliertheit
zweier Zufallsvariablen X; und X5 folgt im allgemeinen nicht, dass X; und X, unabhingig sind.

Beispiel (zweimaliger Miinzwurf)

e Seien Y7,Ys : @ — {0, 1} zwei unabhéngige (und identisch verteilte) Zufallsvariablen, die nur die beiden
Werte 0 oder 1 annehmen kénnen, mit

L -
PV =) = 3, fallsj=1,
1, fallsj=0,

fiir i = 1,2.

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass dann die Zufallsvariablen X; =Y; + Y5 und X, = Y] — Y5 zwar
unkorreliert, jedoch nicht unabhingig sind.

e Denn es gilt EX; =1, E X5 =0 und E (X; X2) = 0. Andererseits gilt

1 11
P(X1=0,X=0=7 # ;5=

i P(X; = 0)P(X, =0).



4 WEITERE CHARAKTERISTIKEN VON ZUFALLSVARIABLEN 71

4.3.3 Linearer Zusammenhang von Zufallsvariablen

Die Korrelation o(X;,X2) zweier Zufallsvariablen X; und X; mit 0 < Var X3, Var X3 < oo kann man als Grad
ihres linearen (stochastischen) ,,Zusammenhanges” auffassen.

Theorem 4.12 Seien a,b € R beliebige Zahlen, und X1, X5 seien Zufallsvariablen mit 0 < Var X7, Var X5 < oo.

1.  Die erwartete quadratische Abweichung E ((X2 — (a X1 + b))?) zwischen den Zufallsvariablen X» und
a X1 + b ist minimal, wenn a und b wie folgt gewdhlt werden:

azg(Xl,Xg) b=1EX2—aIEX1. (52)

2. Insbesondere gilt E (X2 — (a X1 +1))?) =0, d.h. P(X> =aX; +b) =1 genau dann, wenn
lo(X1, X)[ = 1.

Beweis

e Betrachten die Zufallsvariable Y = X3 — (a X1 + b).
e Wegen (28) hingt dann VarY nicht von b ab.

e Deshalb kann man bei der Minimierung von
E(Y?) = (EY)?+ VarY

zunéichst (EY)? fiir jedes feste a durch die entsprechende Wahl von b minimieren.
e Es ist klar, dass (EY)? fiir b= E X» — a E X; minimal ist, weil dann EY = 0 gilt.

e Es ist nun noch a so zu bestimmen, dass

Vary = E(((X2 - EX2) - a(X1 —EX1))")

= Var X3 — 2a Cov (X1, X5) + a®Var X;

COV (X17X2

Var X ))2 +VarX2(1 - M)

- X ( ~
Var 1\ Var X1 Var X2
minimal wird, wobei sich die letzte Gleichung durch quadratische Ergénzung ergibt.

e Hieraus folgt, dass VarY minimal ist, falls

Cov (X1, X5) Var X
Var X3 o(X1, %) v/ Var X;
e AuRerdem folgt hieraus, dass E (Y2) = 0 genau dann, wenn |o(X1,X2)| = 1. O

4.3.4 Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix

Wir zeigen zundchst, wie der Begriff der Kovarianz genutzt werden kann, um die in Theorem 4.10 angegebene
Additionsformel (41) fiir die Varianz zu verallgemeinern.

Theorem 4.13 Seien Xi,...,X, : Q@ — R beliebige Zufallsvariablen mit E (X?) < oo fir jedes i € {1,...,n}.

1. Dann gilt

Var (X1 +...+X,) =) VarX;+2 Y Cov(X;,X). (53)
i=1 1<j<k<n
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2. Falls die Zufallsvariablen X1, ..., X, paarweise unkorreliert sind, dann gilt insbesondere

Var (X1 4+...+ Xp)=VarX; +...+ Var X,,. (54)

Beweis

e Wir betrachten zunichst den Fall n = 2.

e Dann ergibt sich sofort aus dem Beweis von Theorem 4.10, dass
Var(X1+X2) = Var X1 +VarX2+ZCov(X1,X2). (55)

e Fiir beliebiges n € N ergibt sich die Giiltigkeit von (53) nun mittels vollstandiger Induktion.

e Und zwar erhalten wir aus (55) und aus der Induktionsannahme, dass
Var (X1 + ...+ X,,) = Var (X1 4 ...+ Xn_1) + X))
= Var(X; + ...+ X, 1) + Var (X,,)
+2COV (X1 + ...+ Xn—l; Xn)

= Var (X1 4 ...+ Xp 1) + Var (X,) +2 Y Cov (X}, X,)
1<j<n-1

n—1

Ind.fagnahme Z Var Xz + 2 Z Cov (X], Xk)
i=1 1<j<k<n—1

+Var(X,)+2 Y Cov(Xj, Xp)
1<j<n—1

= iVarXi+2 Z Cov (X;, Xy) .

i=1 1<j<k<n

e Die Gleichung (54) ergibt sich unmittelbar aus (50) und (53). O

Beachte Neben den Erwartungswerten E X7,...,E X, und den Varianzen Var X1, ..., Var X, sind die in (53)
auftretenden Kovarianzen {Cov (X;,X;),1 < i < j < n} wichtige Charakteristiken des Zufallsvektors
X =(Xy,...,Xn).

Dies fiihrt zu den folgenden Begriffsbildungen.

Definition Seien Xi,...,X, : O = R beliebige Zufallsvariablen mit E (X?) < oo fiir jedes i € {1,...,n}.

1. Der Vektor (E X;,...,EX,,) heilt der Erwartungswertvektor des Zufallsvektors X = (X;,...,X,).
Schreibweise: EX = (EX;,...,EX,)

2. Die n x n-Matrix

Cov(X1,X1) -+ Cov(X1,X,)
CovX = : : = (Cov (X3, X}))ij
Cov (Xn:Xl) .- Cov (XnaXn)

heiftt die Kovarianzmatriz von X = (X1,...,X,).
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Theorem 4.14 Die Kovarianzmatriz Cov X ist

1. symmetrisch, d.h., fir beliebige i,j € {1,...,n} gilt

Cov (X,',Xj) = Cov (X],XZ) (56)

2. nichtnegativ definit, d.h., fir jedes x € R™ gilt
zCovXz' >0, (57)

wobei 7 der zu x transponierte Vektor ist.

Beweis

e Die Symmetrieeigenschaft (56) ergibt sich unmittelbar aus der Definitionsgleichung (42) der Kovarianz.

o Auferdem gilt

n
zCovXz' = inCOV(Xi,Xj)ZUj
i,j=1
g "
= Z.’L‘iCOV(Xi,Z.’L'ij)
i=1 j=1
n n
= COV(Z.’L’iXi,Z.’L'ij)
i=1 j=1

Var (; a:iXi) >0.

e Damit ist auch die Ungleichung (57) bewiesen. O

Beachte Die Matrix Cov X heifst positiv definit, falls
zCovXz' >0 (58)

fiir jedes x € R™ mit x # 0.

Beispiel (zweidimensionale Normalverteilung)
e Betrachten nun eine (weitere) Verallgemeinerung der zweidimensionalen Normalverteilung, die in Ab-
schnitt 3.3.6 eingefiihrt wurde.
e Seien py,u2 € R, 01,02 > 0 und g € [0,1) beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahlen.

e Sei X = (X1, X5) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte

fX(SL'l,.'L'Q) = mexp(—z(l i 92) ((-’I:la_l/J’l)2 _20(-’1‘.10_1”1)(372 0_2N2) + ($20_2N2)2)) .
(59)

e Dann heifft X normalverteilt mit dem Erwartungswertvektor E X = (u1, u2) und der Kovarianzmatrix

02 g1 0
Covx=| 7% 712 (60)
01020 U%
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Beachte

e Die Verteilung eines normalverteilten Zufallsvektors X = (X1, X,) wird eindeutig durch den Er-
wartungswertvektor EX = (ug, pu2) und die Kovarianzmatrix Cov X bestimmt. Fiir beliebige (nicht
normalverteilte) Zufallsvektoren gilt diese Eindeutigkeitsaussage jedoch im allgemeinen nicht.

e Es gilt o = o(X1,X2). Auflerdem ergibt sich aus (59), dass fx(z1,22) = fx, (z1)fx,(22) genau dann,
wenn ¢ = 0. Die Komponenten X1, X» eines normalverteilten Zufallsvektors X = (X1, X>) sind also
genau dann unabhéngig, wenn sie unkorreliert sind.

o Weil ¢ < 1 vorausgesetzt wird, ist die Determinante der Kovarianzmatrix Cov X nicht Null, d.h., die
Matrix Cov X ist positiv definit und invertierbar. Man kann sich deshalb leicht {iberlegen, dass die in
(59) gegebenen Dichte fx von X auch wie folgt dargestellt werden kann: Es gilt

1 \2 1
fx(z) = (\/—2_7'() Jio K

fiir jedes z = (x1,72) € R?, wobei u = (u1, u2) und K~ die inverse Matrix zu der in (60) gegebenen
Kovarianzmatrix K = Cov X bezeichnet.
Schreibweise: X ~ N(u, K).

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Randverteilungen von X ~ N(u, K) (eindimensionale) Nor-
malverteilungen sind mit X; ~ N(u;,0?) fiir i = 1,2.

exp(~ 5~ WK - w)7) (61)

e Manchmal betrachtet man auch Zufallsvektoren X = (X;,X5s), deren Komponenten X;, X5 nor-
malverteilt sind mit |o(X1,X2)| = 1. Aus Theorem 4.12 folgt dann, dass P(Xo = aX; +b) =1
fiir ein Zahlenpaar a,b € R. In diesem Fall ist der Zufallsvektor X = (X1, X2) nicht absolutstetig,
obwohl seine Komponenten diese Eigenschaft besitzen.

Fiir Zufallsvektoren mit einer beliebigen Dimension n € N kann man den Begriff der n-dimensionalen Nor-
malverteilung einfithren, indem man eine zu (61) analoge Dichte-Formel betrachtet.

Definition

e Sei p = (u1,...,pn) € R™ ein beliebiger Vektor, und sei K eine symmetrische und positiv definite
n x n-Matrix.

e Sei X = (X1,...,X,) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte
1 \» 1 1
z)=|—= exp(—=(z — K '(z — T) 62
fiir jedes z = (1, ...,2,) € R".
e Man sagt dann, dass der Zufallsvektor X = (X3, ..., X,,) normalverteilt ist mit dem Erwartungswert-
vektor p = (p1,. .., u,) und der Kovarianzmatrix K.

4.4 Ungleichungen fiir Momente und Wahrscheinlichkeiten
4.4.1 Ungleichungen vom LP-Typ

e In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Ungleichung (48) von Cauchy-Schwarz und leiten weitere Un-
gleichungen dieses Typs her, die wir Ungleichungen vom LP-Typ nennen.

e Dabei ist das folgende Hilfsergebnis niitzlich, das manchmal die Ungleichung von Young genannt wird.
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Lemma 4.3 Sei ¢ : [0,00) — [0,00) eine stetige und streng monoton wachsende Funktion mit ¢(0) = 0 und
limg 00 () = 00. Fiir die Funktionen 11 : [0,00) — [0,00) und 2 : [0,00) — [0, 00) mit

T T

hi(z) = / o) dy,  ta(z) = / o () dy

0 0

gilt dann
ab < ¢i(a) + 2(b) (63)

fiir beliebige a,b > 0, wobei ¢~ die zu ¢ inverse Funktion ist.

Beweis
e Wir unterscheiden zwei Fille: p(a) > b bzw. ¢(a) < b.
o Sei zunichst p(a) > b.
e Dann gibt es ein a’ < a, so dass ¢(a') = b, d.h.
ey) <b Vye(0,a) und  o(y) 2b Vye (d,a).
e Hieraus folgt, dass
a'b=11(a) +42(b) und  (a—a')b<¢i(a) —¢Pi(a).
e Es gilt somit
ab = ab+(a—a')b
< u(a) +42(b) + Yi(a) — ¢ri(a’)
= ¢i(a) +a(b).
e Fiir den Fall p(a) < b verlduft der Beweis analog. O
Definition

e Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei p € [1,00) eine beliebige Zahl.

e Mit LP = LP(Q,F,P) bezeichnen wir dann die Familie aller Zufallsvariablen X : @ — R, fiir die
E (|X]P) < oo.
e Fiir jedes X € LP heifit E (|X|P) das p-te absolute Moment von X.

Wir leiten nun eine Abschétzung fiir das (erste) absolute Moment des Produktes zweier Zufallsvariablen her.
Theorem 4.15 (Holder-Ungleichung) Seip,q > 1, so dass
; (64)

und seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen mit X € LP undY € L. Dann gilt XY € L' und

EIXY| < (E(XPP)? (E(Y]9)"". (65)
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Beweis

Beachte

Falls E (|X|P) = 0 oder E (|Y'|?) = 0, dann ergibt sich aus Teilaussage 7 von Theorem 4.4, dass | X |? =0
oder | X7 =0.

In diesem Fall ergibt sich also, dass X Y = 0.

Es gilt somit XY € L' und E|X Y| = 0, d.h. in diesem Fall ist die Giiltigkeit der Ungleichung (65)
offensichtlich.

Es gelte nun E (|X|?) > 0 und E (JY|7) > 0.

Fiir ¢(z) = zP~! und a,b > 0 ergibt sich aus der Ungleichung (63), dass
a? b

ab< —+ —.
p q

Hieraus folgt fiir @ = |X|/(E (|X]?))"/” und b = [V|/(E (|Y]*))'/?, dass

XY o xp e
E (X)) (E (v ~ PE(XP) * qE(Y])

Wenn nun auf beiden Seiten dieser Ungleichung der Erwartungswert gebildet und die Bedingung (64)
beriicksichtigt wird, dann ergibt sich die Ungleichung (65) und damit auch, dass XY € L. O

Als Spezialfall der Ungleichung (65) von Holder ergibt sich fiir p = ¢ = 2 die Ungleichung (48) von
Cauchy-Schwarz.

Eine weitere Folgerung aus der Ungleichung (65) von Hdélder ist das folgende Resultat.

Korollar 4.6 (Ljapunow-Ungleichung) Falls 1 <r < s, dann gilt

und fiir jedes X € L® gilt

Beweis

L CL", (66)
1 1
E(X)" < ®(X]7)". (67)
Seil<r<sund X € L5.
Dann gilt auch X € L", denn
E(X]") = E(X|"Ijx|<1y) +E(X|"Tfx513)

L+ E (X I x >13)
1+E(|X]") < oo.

IN N

Damit ist (66) bewiesen.

Um die Giiltigkeit von (67) zu zeigen, geniigt es, in die Ungleichung (65) von Holder die Zufallsvariable
| X|" anstelle von X einzusetzen sowie p = s/r bzw. Y = 1 zu setzen.

Dann ergibt sich aus (65), dass

E(X[") < (E(XI™)"" = ®(X])"7". g
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Es gilt die folgende Abschétzung fiir das p-te absolute Moment der Summe von zwei Zufallvariablen.

Theorem 4.16 (Minkowski-Ungleichung) Falls p > 1 und X,Y € LP, dann gilt X +Y € L? und

E(X +Y P < (E®(X7)? + E (V7). (68)

Beweis

e Fiir p = 1 ist (68) ein Spezialfall von Teilaussage 3 in Theorem 4.4.
e Seinun p>1und X,Y € LP.
e Fiir ¢ = p/(p — 1) ist dann die Bedingung (64) erfiillt,

e und es gilt

E(|X +Y/|P) E(X+YPLHYX +Y)

E(IX + Y[~ '[X]) + E (X + Y] 1|Y])
(E(XP) 7P (B (X + vjee=1)) /e
+EYP) P (E(IX +Y]7@-1))

EAX +YP)" " (®OXP) "7+ ®(YP)),

IN A

wobei in der vorletzten Gleichheit zweimal die Ungleichung (65) von Holder bzw. in der letzten
Gleichheit die Identitdt g(p — 1) = p angewendet wurde.

o Also ist . . .
E(X+YP) < (E(X +Y1?)"(®(XP)7 + E(Y7) ") (69)

e Hieraus folgt (68), wenn beide Seiten der Ungleichung (69) durch (E (|X + Y|p))1/ ¥ dividiert werden
und wenn dabei beriicksichtigt wird, dass 1 — ¢! = p~1. O

4.4.2 Jensen-Ungleichung

e Durch die folgende Ungleichung ist eine untere Schranke gegeben fiir den Erwartungswert von konvexen
Funktionen von Zufallsvariablen.

e Dabei heifit die Funktion ¢ : R — R konver, falls es fiir jedes zy € R eine Zahl ¢ = ¢(z¢) gibt, so dass
¢(z) > p(2o) + c(z — 20) (70)
fiir jedes z € R gilt.
Theorem 4.17 (Jensen-Ungleichung) Sei ¢ : R — R eine konvere Funktion. Falls X € L' und ¢(X) € L,
dann gilt
P(EX) <Ep(X). (71)
Beweis

e Die Funktion ¢ sei derart, dass X € L! und o(X) € L.
e Wenn nun z = X und 2o = E X in (70) eingesetzt wird, dann ergibt sich die Ungleichung

P(X) 2 p(EX) +c(X —EX).
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Beachte

Werden auf beiden Seiten dieser Ungleichung die Erwartungswerte gebildet, so ergibt dies wegen der
Linearitat des Erwartungswertes, dass

Ep(X) > E (pEX) +¢(X - EX)) = p(EX).

Die Ungleichung (67) von Ljapunow lasst sich auch als Folgerung aus der Ungleichung (71) von Jensen
gewinnen.

Hierfiir geniigt es, in (71) die Zufallsvariable | X|" anstelle von X zu betrachten und ¢(z) = |z|P zu
setzen, wobei p=s/rund 1 <r <s.

Dann ergibt sich aus (71), dass
(E(X])"" <E(XP).

Das ist dquivalent mit der Ungleichung (67) von Ljapunow.

4.4.3 Tschebyschew-Ungleichung; Markow-Ungleichung

e In vielen Fillen ldsst sich die Wahrscheinlichkeit P(A) von interessierenden Ereignissen A € F nicht in
geschlossenen Formeln ausdriicken.

e Manchmal ist es jedoch moglich, Ungleichungen herzuleiten, um (obere) Schranken, d.h. Abschitzungen
fiir P(A) zu erhalten.

e In diesem Abschnitt wird die sogenannte T'schebyschew-Ungleichung und, in Verallgemeinerung hiervon, die
Markow-Ungleichung diskutiert.

e Sie liefern obere Schranken fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Abweichungen |X(w) — E X| der Werte
X (w) einer Zufallsvariablen X von ihrem Erwartungswert E X einen vorgegebenen Schwellenwert € > 0
iiberschreiten.

Theorem 4.18 (Tschebyschew-Ungleichung) Sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit

E(X?) < o00.

Dann gilt fir jedes € > 0

Beweis

Var X

PX —EX|>2) < -5,

(72)

Aus den Linearitits- bzw. Monotonie-Eigenschaften des Erwartungswertes (vgl. Theorem 4.4) ergibt
sich, dass fiir jedes € > 0

VarX = X -EX)?)

((
= ((X ]EX)2 ][{\X EX|>e} + ][{|X ]EX\<5}))
((
((

X -EX)’Ijx_gx|>}) + E((X —EX)*I{x_5x/<c})
(X ~EX)’L{jx Ex >c})

|
B 8 E A&

v v

(I x-Ex|>c}) = €EL{x_EX|>e}
e2P(|X -EX|>¢). O
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Beachte

Beispiele

Sei X : Q@ — R eine Zufallsvariable mit E (| X|") < oo fiir ein 7 > 1. Dann lésst sich genauso wie im
Beweis von Theorem 4.18 zeigen, dass fiir jedes € > 0 die sogenannte Markow-Ungleichung gilt:

P(|X|>¢) < E(Lﬁ . (73)

Die Tschebyschew-Ungleichung (72) bzw. die Markow-Ungleichung (73) sind nicht an spezielle Annah-
men iiber die Form der Verteilung der Zufallsvariablen X gebunden.

Der ,Preis” hierfiir ist, dass (72) und (73) in vielen Fillen zu relativ groben Abschétzungen fiihren.

Wenn zusdtzliche Annahmen iiber die Verteilung von X gemacht werden, dann lassen sich genauere
Abschétzungen herleiten bzw. die Wahrscheinlichkeit P(|X —E X| > €) ldsst sich explizit bestimmen.

1. fehlerbehaftete Messungen

Von einem Messgerit sei bekannt, dass die Messergebnisse fehlerbehaftet sind.

Die n-te Messung einer (unbekannten) Grofe p € R liefere den Wert p + X, (w) fiir w € Q.
Die Messfehler X7, X5, ... seien unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen.
Uber die Verteilung von X, sei lediglich bekannt, dass

EX,=0 und Var X, =1. (74)

Es soll nun die Frage diskutiert werden, wieviele Messungen erforderlich sind, um mit Hilfe der
Tschebyschew-Ungleichung (72) schlussfolgern zu konnen, dass das arithmetische Mittel

18
Yn:EZ(,u"*'Xz)

i=1

der zufilligen Messwerte p+ X; hochstens mit Wahrscheinlichkeit 0.1 um mehr als 1 vom ,wahren”,
jedoch unbekannten Wert p abweicht.

Aus den elementaren Eigenschaften von Erwartungswert und Varianz der Summe von n unab-
hangigen Zufallsvariablen ergibt sich (vgl. Korollar 4.2 bzw. die Theoreme 4.6 und 4.10), dass

EY, = E

S|

Z(M + X;)

= %Z(H‘*‘EXi):N

i=1

und

n

1
Yn = — i
Var Varn E (1 +X5)

i=1

1 n
= EZVar(u+Xi)

i=1

1 « 1
1=

e Hieraus und aus der Tschebyschew-Ungleichung (72) ergibt sich, dass

P(|Yn —pl>1) <

S|
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e Es gilt also P(|Y, —pu| > 1) <0.1, falls n=! <0.1.
e Aus diesen Uberlegungen folgt, dass die obengenannten Genauigkeitsvorgaben erfiillt sind, falls
n > 10 Messungen durchgefiihrt werden.

2. normalverteilte Messfehler

e Es wird nun zusétzlich angenommen, dass die Messfehler normalverteilt sind, d.h. X,, ~ N(0, 1).

e Man kann zeigen, dass dann Y, ~ N(u, 1/n) bzw. /n(Y, — pn) ~ N(0,1), vgl. das Beispiel in
Abschnitt 3.4.2 bzw. den Kommentar nach Korollar 3.2.

e Es gilt also

P(|[Yo—p|>1) = P/n|Yn—pl>/n)
= P(/n(Yn—p) < —vn)+P(/n(Y,—p) >/n)
= &(—v/n)+ (1 - 3(V/n))
= 2(1-&(vn)),

wobei
2

T) =_/ \/LQ_Wexp(—%) du (75)

die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
e Somit ist P(|Y;, — p| > 1) < 0.1 genau dann erfiillt, wenn ®(y/n) > 0.95.
e Dies gilt dann, wenn /n > 1.645 bzw. n > 3.

Beachte

o Es gibt keine geschlossene Formel fiir die Stammfunktion des Integrals in (75).

Die Werte ®(z) der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung miissen deshalb numerisch
berechnet werden.

Fiir z > 0 sind die Werte ®(z) in Tabelle 1 gegeben.

Fiir z < 0 erhilt man ®(z) dann aus der folgenden Symmetrieeigenschaft, die sich unmittelbar aus der
Definitionsgleichung (75) ergibt.

Fiir jedes x € R gilt
P(z)=1—9(—x). (76)
5 Konvergenzarten und Grenzwertsatze

e Oft ist es niitzlich, das asymptotische (Grenz-) Verhalten der Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses
A € F zu kennen, wenn bestimmte Modellparameter unendlich grofs bzw. klein werden.

e In diesem Zusammenhang diskutieren wir zunéchst verschiedene Konvergenzarten von Zufallsvariablen.

5.1 Konvergenzarten
5.1.1 Definitionen und elementare Eigenschaften

Definition Seien X, X, X5,...: Q — R beliebige Zufallsvariablen. Man sagt: Die Folge
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1. {X,} konvergiert fast sicher gegen X, falls

P({w: weﬂnli_{r;oXn(w):X(w)) =1. (1)

Schreibweise: X, sy x
2. {X,} konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X, falls fiir jedes € > 0

lim P(|X, - X|>e¢) =0. (2)

Schreibweise: X, Fox
3. {X,} konvergiert im L' gegen X, falls X, X7, X,... € L' und

lim E|X, — X|=0. (3)

n—oo

1
Schreibweise: X, I, x
4. {X,} konvergiert im quadratischen Mittel gegen X, falls X, X1, Xo,... € L? und

lim E ((X, - X)?) =0. (4)

n—0oQ0
L2
Schreibweise: X,, — X
5. {X,} konvergiert in Verteilung gegen X, falls

lim Fx,(z) = Fx(z) (5)

n—oo

fiir jeden Stetigkeitspunkt 2z € R der Verteilungsfunktion Fx.
Schreibweise: X, 4 x

Beachte

e Falls X, sy x , dann sagt man auch, dass die Folge {X,} mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen X kon-
vergiert.

e Falls X, I x , dann sagt man auch, dass die Folge {X,,} stochastisch gegen X konvergiert.
2
e Falls X, x , dann sagt man auch, dass die Folge {X,} im L? gegen X konvergiert.
Das folgende Konvergenzkriterium ist ein niitzliches Hilfsmittel beim Beweis tieferliegender Grenzwertsétze.
Theorem 5.1 Sei Y, = sup |X; — X|. Es gilt X, Isy x genau dann, wenn
k>n
P
Y, — 0. (6)
Beweis
e Fiir jedes € > 0 sei
A, = limsup{| X, — X| > ¢} (7)
n

e Die Giiltigkeit von X, ~% X impliziert dann, dass P(A4.) = 0 fiir jedes & > 0.
g
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Auferdem gilt

o0
P(4.) = lim P(kL:JnﬂXk —X|>e}) = T}Lnéop(,fgﬁ X — X| >¢).

Damit ist die Notwendigkeit von Bedingung (6) gezeigt.
Es gelte nun (6), d.h., P(A;) = 0 fiir jedes € > 0.

Hieraus folgt, dass X, LENS e , weil dann

P({w: Xa(w) A X@)}) =P( | Aiym) < Y P(Ai/m) =0. -

Aus Theorem 5.1 ergibt sich sofort, dass die fast sichere Konvergenz stets die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
impliziert.

Korollar 5.1 Aus X, Isy x folgt X, 2 x.

Beweis In Theorem 5.1 wurde gezeigt, dass X, I3 X die Giiltigkeit von sup | X} — X| 24 0 und damit auch
k>n

| X — X| £ 0 impliziert. Dies ist aber gleichbedeutend mit X, 2 x. O

Auferdem gibt es die folgende hinreichende Bedingung fiir die fast sichere Konvergenz.

Korollar 5.2 Falls

iP(|Xn—X|>e)<oo (8)

n=1

fiir jedes € > 0, dann gilt X, Iy X,

Beweis

e Aus (8) und aus dem Lemma von Borel-Cantelli (vgl. Korollar 2.3) ergibt sich, dass P(4.) = 0 fiir
jedes € > 0,
e wobei A, die in (7) eingefiihrte Menge ist.

e Die Behauptung ergibt sich nun genauso wie im zweiten Teil des Beweises von Theorem 5.1. O

Beachte

e Es gilt also X, RN genau dann, wenn die Wahrscheinlichkeiten P (| X, — X| > ¢) fiir jedes & > 0
gegen Null konvergieren.

e Im Unterschied hierzu gilt X, sy x , wenn (jedoch nicht nur dann) diese Null-Konvergenz hinreichend
schnell erfolgt, so dass die Summe in (8) endlich ist.

Eine andere Charakterisierung der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit 14sst sich durch die Betrachtung von Teil-
folgen gewinnen.
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Theorem 5.2 Es gilt X,, 2 x genau dann, wenn es fir jede Teilfolge {X,,,} von {X,} eine Teilfolge {ij} C
{Xn:} gibt, so dass X, Is X,

Beweis
o Es gelte X, RINS'¢
e Dann gilt auch X, L4 X fiir jede Teilfolge {X,,;} von {X,}.

e Um die Schreibweise abzukiirzen, identifizieren wir nun {X,,} mit {X,}.

e Es geniigt dann zu zeigen, dass es eine Teilfolge { X, } von {X,} gibt, so dass X, Ls, x.
e Fiir jedes n € N sei n; so gewdhlt, dass P(|X,, — X|>27") <2
e Dann gilt fiir jedes € > 0

> P(IXn, — X|>¢)

< Y P(Xu-X[>9+ Y. P(Xn-X|>27

n;:2=">e ni:2-"<e
oo
< ) P(Xn -X[>e)+ ) 2" <oo.
n;:2=">e n=1

e Aus Korollar 5.2 ergibt sich nun, dass X, Lsy x.

e Wir nehmen nun umgekehrt an, dass X, 4 X nicht gilt. Dann gibt es Zahlen £ > 0, § > 0 und eine
Teilfolge {X,,} von {X,}, so dass P(|X,, — X| > ¢) > ¢ fiir jedes .

» Wegen Korollar 5.1 kann es somit keine Teilfolge {Xn, } C {Xp,} geben, so dass X, Isy x. O

Wir zeigen nun, dass ebenfalls die L2-Konvergenz und die L!-Konvergenz stets die Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit implizieren.

2 1
Theorem 5.3 Falls X, X1, X, ... € L2 und X, 25 X, dann gilt auch X,, 2 X.

Bewelis

e Aus der Ungleichung (4.48) von Cauchy-Schwarz ergibt sich, dass fiir jedes n € N

0<E[X, — X| </E ((X, — X)2).

e Somit gilt E|X, — X| — 0, falls E (X, — X)?) — 0. O

1
Theorem 5.4 Fuolls X, X1, X>,... € L' und X, L, X, dann gilt X,, — X.

Beweis
e Aus der Markow-Ungleichung (4.73) fiir r = 1 ergibt sich, dass fiir jedes € > 0
< E|X, — X| -

P(|X, — X|>e¢) -
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e Somit gilt P(| X, — X| >¢) =0, falls E|X,, — X| = 0. O

Als néchstes zeigen wir, dass die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit stets die Konvergenz in Verteilung impliziert.

Theorem 5.5 Fulls X, 2, X, dann gilt X, N

Beweis

Beachte

Es gelte X, 25 X, dh, P(|X, — X| >e¢e) — 0 fiir jedes € > 0.
Fiir beliebige € > 0 und n € N gilt

Fx, (z) = P(X,<z)
= PX,<uz |X,—X|<e)+P(X, <z |X,—X|>¢)
< P(X<z+e)+P(Xn—-X|>¢)

= Fx(z+e)+P(|X,—X|>e).
Hieraus und wegen P(|X,, — X| > ) — 0 ergibt sich nun, dass

limsup Fx, (z) < Fx(x +¢).

n—oo

Weil € > 0 beliebig klein gewdhlt werden kann und weil die Verteilungsfunktion F'x rechtsseitig stetig
ist, ergibt sich somit, dass fiir jedes x € R

limsup Fx, (z) < Fx(z). 9)

n— 00
Sei nun x € R ein Stetigkeitspunkt der Verteilungsfunktion F'x, d.h., es gelte

lgiﬁJl Fx(z —¢) = Fx(x). (10)

Ahnlich wie im ersten Teil des Beweises ergibt sich fiir beliebige ¢ > 0 und n € N, dass
Fx(z—¢) = P(X<z-—¢)
= PX<z—¢|Xp,—X|<e)+P(X<z—¢|Xp—X|>¢)
Fx,(z)+ P(| X, — X| >¢).

IA

Mit Hilfe von (10) ergibt sich somit, dass

Fx(z) <liminf Fx ().

n—oo

Hieraus und aus (9) folgt, dass li_)m Fx, (z) = Fx(x). O
n—oo

Die Umkehrung der Aussage von Theorem 5.5 gilt im allgemeinen nicht.

Falls jedoch die ,Grenzzufallsvariable” X mit Wahrscheinlichkeit 1 einunddenselben (deterministischen)
Wert annimmt, dann gilt auch die folgende umgekehrte Aussage.
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Theorem 5.6 Fulls X, N fur eine Konstante ¢ € R, dann gilt X, e

Beweis

e Es gelte X, e
o Fiir beliebige ¢ > 0 und n € N gilt dann

P(|X,—c|>e) = PX,<c—e)+P(X,>c+e)
FXH(C—E)‘F(].—FXH(C‘}‘E))
— F.c—¢e)+ (1—F.(c+¢))

0,

IA

weil sowohl ¢ — ¢ als ¢ + ¢ Stetigkeitspunkte der Verteilungsfunktion F, sind und weil F.(c — &) =0
bzw. F.(c+¢) = 1. O

5.1.2 Charakterisierung der Verteilungskonvergenz

e Sei C die Familie aller beschrankten stetigen Funktionen ¢ : R — R.

e Fiir jede Zufallsvariable X : @ — R und fiir jedes ¢ € C ist dann die zusammengesetzte Abbildung p(X)
eine integrierbare Zufallsvariable, d.h. insbesondere, dass der Erwartungswert E ¢(X) wohldefiniert ist.

Ein sehr niitzliches Konvergenzkriterium ist durch das folgende Theorem gegeben.

Theorem 5.7 Seien X, X1, Xa,...: Q = R beliebige Zufallsvariablen. Dann gilt X, 4 x genau dann, wenn
fiir jedes p € C
lim Ep(X,) =Ee(X). (11)
n—oo

Beweis
1. Notwendigkeit von (11)

o Es gelte X, <4 X. Wir zeigen, dass dann (11) fiir jedes ¢ € C gilt.

e Weil ¢ € C beschrankt ist, gilt b = sup,cg |¢(z)| < 0.

e Fiir jedes € > 0 sei nun v > 0 so gewihlt, dass v und —v Stetigkeitspunkte von Fx sind und dass
P(|X|>v) <eb!.

e Dies ist moglich, weil Fx hdchstens abzdhlbar viele Unstetigkeitspunkte hat und weil

lim P(|X|>z)=0.
r—00

o Wegen X, 4 x gilt auRerdem P(]X,| > v) < 2eb~! fiir jedes hinreichend grofe n.
o Weil ¢ € C beschrinkt und stetig ist, lésst sich ¢ fiir jedes Paar e, v > 0 durch eine Treppenfunktion

g:R — R mit
k
g(m):Zai]I(m_hzi](m), ai,...,ar € R, —v=20<...<ZTp =V
i=1
approximieren, so dass o, ..., Z Stetigkeitspunkte von Fx sind und

sup |p(z) —g(z)| <e

z€[—v,v]

gilt.
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e Fiir jedes hinreichend grofie n gilt dann
IEp(Xn) — E (X))
< E(e(Xn)Ix, <)) — E(p(X
+E (lp(Xn)|L{x, >0}) + E(|p

I x)<uy)]
X)L x|>0})

A~ —

< E(e(Xn) I x, <v}) — E (0(X) I x|<0y)] + 3
< 3+ [E(p(Xn)lyx, <vy) — Eg(Xn)]
+E (p(X) T x|<0y) — Eg(X)]
+Eg(Xn) —Eg(X)|
< be+[Eg(X,) —Eg(X)|.
o Weil X, 4y X und weil Zo, - . ., T Stetigkeitspunkte von Fx sind, gilt aufferdem
k
]Eg(Xn) = Zai(FXn (IL'Z) _FXn (xi—l))
i=1
k
— Za,(FX(x,) — Fx(wi_l))
i=1
= Eg(X).

o Also gilt [Ep(X,) — E@(X)| < 6¢ fiir jedes hinreichend grofie n.
o Weil ¢ > 0 beliebig klein gewdhlt werden kann, folgt hieraus die Giiltigkeit von (11) fiir jedes
peC.
2. Hinlénglichkeit von (11)
Es gelte nun (11) fiir jedes ¢ € C.
o Sei z € R ein Stetigkeitspunkt von F'x und sei € > 0 eine beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahl.
e Dann gibt es eine Funktion ¢ € C, so dass fiir jedes y € R

]I(—oo,:c](y) < (,0(3}) < ][(—oo,z—i-s] (y)

e und folglich
Fx,(z) = BT 4(Xn) < Ep(X,)

bzw.

E@(X) SEL_coz4e(X) = Fx(z +e).

e Hieraus und aus (11) ergibt sich, dass

limsup Fx, (z) < ILm Ep(X,) =Ep(X) < Fx(z +¢).
n—oo

n—o0

e Weil € > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann und weil Fx rechtsstetig ist, ergibt dies
limsup Fx, (z) < Fx(x). (12)

n—o0

e Sei nun ¢ € C eine Funktion, so dass fiir jedes y € R

]I(—oo,:c—s](y) < CP(:U) < ]I(—oo,a:](y)

e Dann gilt
Fx(x—e) <Ep(X)= lim Ep(X,) <liminf Fx_(z).
n—oo n—o0

e Weil z € R ein Stetigkeitspunkt von F'x ist, ergibt dies
Fx(z) =lim Fx(z —¢) < liminf Fx_(z).

el0 n— 0o
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e Hieraus und aus (12) folgt, dass Fx, (z) = Fx(z). O

Beachte

e Aus dem zweiten Teil des Beweises von Theorem 5.7 ergibt sich, dass die Giiltigkeit von (11) nicht
notwendig fiir jede Funktion aus C gefordert werden muss.

e Es geniigt beispielsweise, anstelle von C die kleinere Klasse C(¥) der beschrinkten und k-mal gleichméfig
stetig differenzierbaren Funktionen ¢ : R — R zu betrachten, wobei & € N eine beliebige, jedoch fest
vorgegebene natiirliche Zahl ist.

e Dies fiihrt zu der folgenden Aussage.

Korollar 5.3 Seien X, X1, Xs,...: Q — R beliebige Zufallsvariablen. Falls (11) fir jedes o € C*) gilt, dann gilt
d
X, — X.

5.1.3 Konvergenz zusammengesetzter Abbildungen; Satz von Slutsky

Wir zeigen zuniichst, dass die fast sichere Konvergenz, die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, die L!'-Konvergenz
und die Konvergenz im quadratischen Mittel bei der Addition von Zufallsvariablen erhalten bleiben.

Theorem 5.8 Seien X, X,,,Y,Y,, : Q@ = R beliebige Zufallsvariablen tiber einunddemselben Wahrscheinlichkeits-
raum. Dann gilt

L Xn4+ Yy &5 X 47, falls Xp 25 X und ¥, 25 v,

2 Xp+Y, = X4V, falls X,, — X und Y,, — Y,
Lt ! L

3. Xn+VY, ~= X+, falls X, X, Y, Yy € L', X = X und V,, = Y,
L? L? L?

4 Xp+Ye 25 X 1Y, falls X, Xn,Y, Y € L2, X, = X und Y, = Y.

Beweis

Zu 1: Falls X, (w) = X (w) und ¥, (w) = Y (w) fiir ein w € Q, dann gilt auch X, (w)+Y,(w) = X (w)+Y (w).
Hieraus folgt die erste Teilaussage.

Zu 2: Fiir jedes € > 0 gilt
{IXn = X[ <e/2}n{[Yn - Y| <e/2} C{l(Xn+Yn) - (X +Y)[ <}
bzw. nach Ubergang zu den Komplementen
{{(Xn+Yn)—(X+Y)|>e} C{| X, —X|>e/2}U{]Y, - Y| >e/2}.
Hieraus folgt, dass
Pl(Xn+Yn)—(X+Y)|>e) < P(|Xpn—X|>¢/2)+ P(|Y, - Y| >¢/2)

und somit die Giiltigkeit der zweiten Teilaussage.

Zu 3: Die dritte Teilaussage ergibt sich unmittelbar aus der Monotonie und der Linearitét des Erwartungs-
wertes (vgl. Theorem 4.4), denn es gilt

E|(Xn+Yn) - (X +7)

El(Xn_X)+(Yn_Y)|
E(X,—X|+|Y.-Y)
E|X, - X|+E|Y, -Y].

IN
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Zu 4: Fiir p = 2 ergibt sich aus der Minkowski-Ungleichung (4.68), dass

VE (Kn +Ya) = (X +1))2) < JE (X — X)) + /B ((Ya — Y)2) .

Hieraus folgt die vierte Teilaussage. O

Beachte

e Eine zu Theorem 5.8 analoge Aussage gilt im allgemeinen nicht fiir die Konvergenz in Verteilung, d.h.,
aus X, 4 X und Y, 4y folgt im allgemeinen nicht, dass X,, + Y, L X+Y.

e Unter der zusatzlichen Annahme, dass X oder Y (mit Wahrscheinlichkeit 1) konstante Grofien sind,
kann man jedoch zeigen, dass auch die Konvergenz in Verteilung bei der Addition von Zufallsvariablen
erhalten bleibt. Gemeint ist die folgende Aussage, die in der Literatur Satz von Slutsky genannt wird.

Theorem 5.9 Seien X, X,,,Y, : Q@ — R beliebige Zufallsvariablen iber einunddemselben Wahrscheinlichkeit-
sraum (Q, F, P), und sei c € R. Dann gilt X,, + Y, 4 x4+ c, falls X, L X undY, S e

Beweis
e Wegen Korollar 5.3 geniigt es zu zeigen, dass

lim Ep(X, +Y,) =Ep(X +¢) (13)

n—oo

fiir jede (beschrinkte, gleichmifig stetige) Funktion ¢ € C(V).

o Fiir jede solche Funktion ¢ und fiir jedes € > 0 gibt es ein > 0, so dass |p(x) — p(y)| < € fiir beliebige
z,y € Rmit [z —y| < 4.

e Dies ergibt die folgende Abschitzung

IE(Xn + Yn) — E@(X + )|
< E (|‘P(Xn +Yn) —o(Xn + C)|][{|Yn—c\>5})
+E (|‘P(Xn +Yn) —o(Xn + C)|I{|Yn—c|§6})
+E (X +¢) —Ep(X + ¢)|
< 20P(|Yn—c|>0)+e+ |Ep(X, +¢) —Ep(X + )],

wobei b = sup,cp |¢(z)| < 00.

e Der erste Summand in dieser Abschitzung konvergiert gegen Null, weil mit Y, -4, ¢ auch Y, e
gilt; vgl. Theorem 5.6.

e Der dritte Summand in dieser Abschitzung konvergiert gegen Null, weil A : R — R mit h(z) = p(z+c¢)
eine beschrinkte und stetige Funktion und weil deslhalb mit X, -4, X auch

Ep(Xnp+c¢) =Eh(X,) 2 EM(X)=Ep(X +c¢).

e Damit ist (13) bewiesen, weil € > 0 beliebig klein gewahlt werden kann. O

Beachte
e Ahnlich wie bei der Addition von Zufallsvariablen (vgl. Theorem 5.8) bleibt die fast sichere Konvergenz
und die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit bei der Multiplikation von Zufallsvariablen erhalten.

e Die Konvergenz im quadratischen Mittel geht jedoch im allgemeinen bei der Produktbildung verloren;
vgl. das folgende Theorem 5.10.
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Theorem 5.10 Seien X, X,,Y,Y, : Q@ — R Zufallsvariablen iber einunddemselben Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F, P). Dann gilt

1. XnY, 25 XY, falls X, 255 X und Y,, 25 v,

2. XYy — XY, falls Xp — X und Y, — Y,

1 2 2
3. XY, L5 XY, falls X, X,,,Y,Y, € I2, Xp 25 X und Y, 5 v

Beweis
Zu 1l: Falls X, (w) - X(w) und Y, (w) = Y(w) fir ein w € Q, dann gilt auch X,,(w)Y,(w) = X(w)Y (w).
Hieraus folgt die erste Teilaussage.
Zu 2:
e Es gelte X, P, X und Y. Py
e Aus Theorem 5.2 folgt dann, dass es fiir jede Teilfolge {n;} von N eine Teilfolge {n;,} C {n;} gibt,

f.s, f.s,
so dass Xnij - X und Yn,-j Y.

f.s,

o Aus Teilaussage 1 ergibt sich somit, dass ij ij — XY.

e Die erneute Anwendung von Theorem 5.2 zeigt nun, dass X,Y, L Xy

2 2
Zu3: e Bsgelte X, X,,,Y,Y, € L2, X, =5 X und ¥, =5 Y.
e Aus der Monotonie bzw. Linearitit des Erwartungswertes und aus der Ungleichung (4.48) von
Cauchy-Schwarz ergibt sich die Abschatzung

E|X,Y, - XY|

IN

E|X,Y, — X,Y|+E|X,Y — XY|
VE(X2E (Vs — Y)2) + \/E(V2)E (X, - X)?).

IN

2
e Der zweite Summand konvergiert gegen Null fiir n — oo, weil X, L Xudvyer
2
e Der erste Summand konvergiert gegen Null fiir n — oo, weil Y, L% ¥ baw. weil E (X2) > E(X?)

2
aus X, 2 X folgt und somit sup, ey E (X2) < oo gilt. O

Die folgende Aussage wird Satz von Slutsky iiber die Erhaltung der Verteilungskonvergenz bei der Multiplikation
von Zufallsvariablen genannt.

Theorem 5.11 Seien X, X,,,Y,, : Q@ — R beliebige Zufallsvariablen iber einunddemselben Wahrscheinlichkeit-
sraum (Q, F, P), und sei ¢ € R. Dann gilt XY, N cX, falls X, 4 X und Y, BN

Beweis

e Ahnlich wie im Beweis von Theorem 5.9 geniigt es wegen Korollar 5.3 zu zeigen, dass

lim Ep(X,Y,) =Ep(cX) (14)

n—oo

fiir jede (beschrinkte, gleichm#fig stetige) Funktion ¢ € (V).
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e Fiir jede solche Funktion ¢ und fiir jedes € > 0 gibt es ein & > 0, so dass |[p(z) — p(y)| < ¢ fiir beliebige
z,y € Rmit |z —y| < 4.

o Auflerdem sei v > 0 so gewdhlt, dass v und —v Stetigkeitspunkte von Fx sind und dass P(|X| > v) < e.

e Wegen X, 4 x gilt dann P(|X,| > v) < 2 fiir jedes hinreichend grofe n.
e Dies ergibt die folgende Abschitzung

IE@(XnYn) — Ep(cX)|

< E (|§0(Xnyn) - SO(CXn)|][{\Y,,—c|>6/u})
+E (|o(XnYn) — @(cXn) L)y, —c|<o/v} Tg X0 [50})
+E (|o(Xn¥n) — @(cX0n) X v, —c|<6/v} Lg x| <v})
+Ep(cXn) — Ep(cX)|

< 2bP(|Y, —c| > 8/v) +2bP(| X, >v) +¢
+E p(cXy) — Ep(cX))]

< 2bP(|Yn —c| > d/v)+ (4b+ 1)e + |Ep(cX,) — Ep(cX)|

fiir jedes hinreichend grofie n, wobei b = sup, g |p(z)| < co.

e Der erste Summand in dieser Abschétzung konvergiert gegen Null, weil mit Y, -4, ¢ auch Y, e
gilt; vgl. Theorem 5.6.

e Der dritte Summand in dieser Abschitzung konvergiert gegen Null, weil A : R — R mit h(z) = p(cx)
eine beschrinkte und stetige Funktion und weil deslhalb mit X, -4, X auch

Egp(cXp) =Eh(X,) > Eh(X) =Ep(cX).

e Damit ist (14) bewiesen, weil € > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann. O

Wir zeigen nun noch, dass die fast sichere Konvergenz, die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und die Konvergenz
in Verteilung bei der stetigen Abbildung von Zufallsvariablen erhalten bleiben. Aussagen dieses Typs werden in
der Literatur Continuous Mapping Theorem genannt.

Theorem 5.12 Seien X, X, : Q@ — R beliebige Zufallsvariablen iber einunddemselben Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F,P), und sei p : R = R eine stetige Funktion. Dann gilt

1. o(Xn) 22 o(X), falls Xn =5 X,
2. o(Xn) = (X)), falls Xp — X,

3. p(Xyn) N p(X), falls X, 4 X.

Beweis
Zu 1: Falls X,,(w) = X (w) fiir ein w € Q, dann gilt wegen der Stetigkeit von ¢ auch ¢(X,)(w) = ¢(X)(w).
Hieraus folgt die erste Teilaussage.
Zu 2:
o Es gelte X, 2 x.
e Aus Theorem 5.2 folgt dann, dass es fiir jede Teilfolge {n;} von N eine Teilfolge {n;,} C {n;} gibt,
so dass Xnij L x.
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e Hieraus und aus Teilaussage 1 folgt, dass (X, ) Ls, p(X).

e Durch die erneute Anwendung von Theorem 5.2 ergibt sich nun, dass ¢(X,,) LN o(X).
Zu 3:

e Sei ¢’ : R — R eine beschréinkte, stetige Funktion.

e Dann hat auch die Superposition ¢’ o p : R = R mit (¢’ o p)(z) = ¢'(p(x)) diese beiden Eigen-
schaften.

e Falls X, A x , dann ergibt sich deshalb aus Theorem 5.7, dass

E o' (o(Xn)) =E(¢ 0 9)(X,) = E(¢ 0 9)(X) =E¢'(p(X)) .

e Hieraus ergibt sich die Giiltigkeit von ¢(X},) < p(X) durch die erneute Anwendung von Theo-
rem 5.7. |

5.2 Gesetz der grofien Zahlen

Wir diskutieren nun allgemeinere Varianten des Gesetzes der grofsen Zahlen, das bereits in Abschnitt 4.1.1 im
Zusammenhang mit dem Beispiel des wiederholten Wiirfelns erwdhnt wurde. Dabei

e betrachten wir eine beliebige Folge von Zufallsvariablen X1, X5,... : @ — R mit X; € L! und mit dem
gleichen Erwartungswert p = EX; fiir alle ¢ =1,2,... und

e untersuchen die Frage, unter welchen Bedingungen und in welchem Sinne das arithmetische Mittel
1 n
Y, = Z X; (15)
=1
gegen p strebt, falls n unendlich groft wird.

5.2.1 Schwaches Gesetz der grofien Zahlen

e Zunichst geben wir eine Bedingung dafiir an, dass das in (15) betrachtete arithmetische Mittel Y, in
Wahrscheinlichkeit gegen den Erwartungswert p konvergiert, falls n — oo.

e In der Literatur nennt man Aussagen dieses Typs schwaches Gesetz der grofien Zahlen.

Theorem 5.13 Sei X1, X5,...: Q — R eine Folge von Zufallsvariablen mit dem gleichen Erwartungswert u =
E X; und mit E (X?) < oo fir allei =1,2,....

1. Falls
lim VarY, =0, (16)
n—oo
dann gilt Y, N W
2. Die Bedingung (16) ist insbesondere dann erfillt, wenn die Zufallsvariablen X1, X, ... unabhdngig sind mit

der gleichen Varianz 0® = Var X; fiir alle i = 1,2,.. ..

Beweis

Zu 1: e Durch wiederholte Anwendung der Minkowski-Ungleichung (4.68) fiir p = 2 ergibt sich, dass

nely 2
VEOD <5 Y /B O,
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d.h., E(Y,?) < oo gilt fiir jedesn =1,2,....
Weil aufserdem EY,, = p fiir jedes n = 1,2,..., ergibt sich aus der Tschebyschew-Ungleichung
(4.72), dass fiir jedes e >0

E (Y, —p)?
P(Yo—p>e) < i)
_ VarY,
= o
e Hieraus und aus (16) ergibt sich, dass Y, RN 7
Zu 2: e Die Zufallsvariablen X;, X»,... seien nun unabhiingig mit der gleichen Varianz ¢?> = Var X; fiir
allet=1,2,....
e Dann gilt fiir n — oo
1 « 1 o?
VarYnzﬁZVarX,-=ﬁn02:;—>0. -

i=1

5.2.2 Starkes Gesetz der grofien Zahlen

e Wir diskutieren nun Bedingungen dafiir, dass das in (15) betrachtete arithmetische Mittel Y;,, nach einer
geeignet gewdhlten Zentrierung, fast sicher gegen Null konvergiert, falls n — oc.

e In der Literatur nennt man Aussagen dieses Typs starkes Gesetz der groflen Zahlen.

e Fines der ersten Resultate in dieser Richtung ist das folgende starke Gesetz der grofsen Zahlen, das auf
Cantelli zuriickgeht.

Theorem 5.14 Sei X1,Xo,...: Q = R eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit E (X}) < oo fir alle
1=1,2,.... Falls es eine Konstante ¢ < 0o gibt, so dass
E((X;-EX;)*) <c (17)
fiir jedes i € N, dann gilt fiir n — oo
Y, -EY, &% 0. (18)

Beweis

e Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass E X; = 0 fiir alle ¢ € N.

e Wegen Korollar 5.2 geniigt es dann zu zeigen, dass fiir jedes € > 0
oo
> P(|Yn] >€) < . (19)
n=1
e Aus der Markow-Ungleichung (4.73) fiir r = 4 ergibt sich, dass
Y E(Y;) <oo (20)

hinreichend fiir die Giiltigkeit von (19) ist.

e Wir zeigen nun, dass unter den getroffenen Voraussetzungen die Bedingung (20) erfiillt ist.
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e Es gilt

yi = 2 (X1 +... 4+ Xn)*
n = F 1 n

- 1 "X4 —4XX2 4 ——X?X;X

= H(Z i T Z 2191 Z 211! k

i=1 1<i<j<n i#7, i#k, j<k
3
+ 3 AKX X+ S 3‘1')( X, )
1<J<k<l 17$]

e Weil X7, X, ... unabhingige Zufallsvariablen sind und weil E X; = 0 fiir alle ¢ € N vorausgesetzt wird,
ergibt sich hieraus, dass

1 n
EY) = —(YE@H+6 Y EQXIXD)
i=1 1<i<j<n
1
4 )
< F(nc+6 Y VEEHVE( X)
1<i<j<n
< i4 (nc+6n (n—1) )
n
_ 1 2
= I (3n —2n)c<30—
e Folglich gilt
o o0
SEm s Lo
n=1 n=1
e D.h., die Bedingung (20) ist erfiillt. O
Beachte
e Falls X, X5,... nicht nur unabhéngige, sondern auch identisch verteilte Zufallsvariablen sind, dann

lassen sich die in Theorem 5.14 formulierten Integrierbarkeitsbedingungen deutlich abschwéchen.

e Der ,Preis” hierfiir ist allerdings, dass nun ein wesentlich umfangreicherer Beweis erforderlich ist, im
Vergleich zum Beweis von Theorem 5.14.

e Dies fiihrt zu der folgenden Version des starken Gesetzes der grofsen Zahlen.

Theorem 5.15 Sei X1, X5,...: Q@ — R eine Folge von unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
mit E|X;| < oo fir allei =1,2,...; p =EX;. Dann gilt Y, LEN p fiir n — oo.

e Im Beweis von Theorem 5.15 bendtigen wir mehrere Hilfssdtze, die auch von eigenstindigem Interesse sind.

e Zunichst leiten wir eine einfache untere bzw. obere Schranke fiir den Erwartungswert von nichtnegativen
Zufallsvariablen her.

Lemma 5.1 Sei X : Q — [0,00) eine nichtnegative Zufallsvariable mit X € L', d.h. 0 <EX < oo. Dann gilt

iP(XZn)S]EX§1+iP(XZn). (21)

n=1 n=1
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Beweis Es gilt

YoP(X>n) = > Y Ph<X<k+1)=)» kP(k<X <k+1)
n=1 n=1k>n k=1
= Y B (kM pn)(X) D OE (XM prn) (X)) =EX
k=0 k=0
< D E((k+ Dy (X) =) (k+ 1Pk <X <k+1)
k=0 k=0
= PX>n)+Y Pk<X<k+1 P(X>n)+1.
Zl l; ) = nzzjl( ) .

Ein weiteres niitzliches Hilfsmittel ist die folgende Ungleichung von Kolmogorow.

Lemma 5.2 (Kolmogorow) Seien X1,...,X, : @ — R unabhingige Zufallsvariablen mit E(X?) < oo und
EX; =0 fir jedesi=1,...,n. Fir jedese >0 und n € N gilt dann

E(S7)
P(lr<n]3<x || > 8) = ez 7’ (22)

wobei S, = X1+ ...+ X,.

Beweis

e Sei
A={ max |Sy| > e}
undfﬁrk:l,...,n
Ak:{|Sl|<E;Z:177k_1’ |Sk|2€}

Dann gilt A = |J;_, Ak und folglich

E(Sy) > E(Spla) =Y E(Sil4,). (23)
k=1

Weil X3, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen sind, sind wegen Theorem 3.18 auch Si 14, und Xj4+1+
..+ X, unabhingige Zufallsvariablen.

Aus der Multiplikationsformel fiir den Erwartungswert des Produktes von unabhingigen Zufallsvari-
ablen (vgl. Theorem 4.9) ergibt sich deshalb, dass

E(Sk(Xps1 + .-+ Xn)Ta,) = E(Spla)E(Xppr +... + Xp)
= E(Splg,)EXpy1 +...+EX,) =0.

Hieraus ergibt sich, dass

E(SiTa,) = E((Sk+ Xpyr +-. .+ Xp))?1a,)
= E(Spla,) +2E (S (Xps1 + -+ Xn)1a,) + E (X1 + .- + X)) 14,)
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e Mit Hilfe von (23) ergibt dies, dass

E(Si) > EE:E SkIAk
k=1

azz]E][Ak:52P(O Ak) = P(1I<n/?§n|sk|>€) O
k=1 k=1

Y

Auflerdem bendtigen wir den folgenden Hilfssatz.

Lemma 5.3 Seien X1, Xs,...: Q — R unabhdingige Zufallsvariablen mit X,, € L? und EX,, = 0 fiir alle n € N.
Falls

Y EX2 < oo, (24)

n=1
dann gibt es eine Zufallsvariable S : Q — R, so dass S, LEN S, wobei S, = X1 + ...+ X,,.
Beweis

e Es gilt S, s g genau dann, wenn {S,} mit Wahrscheinlichkeit 1 eine Cauchy-Folge ist.
e Dies gilt genau dann, wenn fiir jedes € > 0

P(sup [Sntk — Sn| > 6) -0 (25)
E>1

fiir n — oo; vgl. Theorem 5.1 bzw. Ubungsaufgabe 13.2.
e Aufierdem ergibt sich aus Theorem 2.3 und aus der Ungleichung (4.22) von Kolmogorow, dass

P(sup|5n+k—5n| 25) = lim P( max |Sntk — Sn |>6)
k>1 m—00 1<k
n+m )
< 1 -2
- %EEDE IE(( E: LYk))
k=n+1
n—+m
— 2 =2
~ gme Y Bop = Y
k=n+1 k=n-+1

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Unabhingigkeit von X7, X5, ... und aus der Annahme, dass
E X, =0 fiir alle n € N, ergibt.

e Hieraus folgt, dass die Bedingung (24) die Konvergenz (25) impliziert. O

Die nichsten beiden Hilfssétze betreffen zwei klassische Konvergenzeigenschaften von Folgen reller Zahlen. Sie
werden in der Literatur Lemma von Toeplitz bzw. Lemma von Kronecker genannt.

Lemma 5.4 (Toeplitz) Seien ay,b,b, € R relle Zahlen mit

O<a; <as<... und lim a, = . (26)
n—0o0
Falls b, — b, dann gilt
n—1
. ag41 — Qg _
D D 7

k=1
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Beweis

o Es gilt die Identitdt

n—1 n—1
S b= Y (g —b) - = b (28)

k=1 n k=1 Gn n

Auferdem ergibt sich aus (26), dass die Summe

n—1

Zak+1 — 0 _ Gn — a1
a an

k=1 n

monoton gegen 1 konvergiert fiir n — oo.

Es gelte b, — b, und fiir € > 0 sei ng € N so gewihlt, dass |b, — b| < ¢ fiir alle n > ny.
Wegen (28) gilt dann fiir n > nyg

nfla a
k+1 — Uk
D
k=1 n

no—1
< N BTG e IO By
—~  a, an an

Wegen a,, 1T oo ergibt sich hieraus, dass fiir jedes hinreichend grofse n

g —a

‘E:Mbk_b < 2%.
a

k=1

n

Damit ist die Behauptung bewiesen, weil € > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann. O

Lemma 5.5 (Kronecker) Seien a,,c, € R relle Zahlen, so dass die Bedingung (26) erfillt ist. Falls die Reihe
Y rey ck/ar konvergiert, dann gilt

1 n
lim — =0. 29
nl—>néo (42% l;ck ( )

Beweis

o Wir setzen bg = 0 und b, = Y} _; cx/a.

e Dann gilt ¢ = ag(br — bg—1) und

1 n n—1 Qht1 —
=N =ty =y gy (30)
anp an

k=1 k=1

e Falls nun die Reihe Y7, ¢x/ap konvergiert, d.h., falls b, — b fiir ein b € R, dann ergibt sich die
Behauptung aus (30) und aus Lemma 5.4. O

Beweis von Theorem 5.15

e Die Behauptung gilt genau dann, wenn

%((Xl—EX1)+...+(Xn—IE‘,Xn)) -0

mit Wahrscheinlichkeit 1.
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Ohne Einschréinkung der Allgemeinheit setzen wir voraus, dass E X,, = 0 und zeigen, dass

1

E(X1+"'+X”)_>0 (31)
mit Wahrscheinlichkeit 1.
Aus Lemma 5.1 ergibt sich, dass E [X;| < oo genau dann, wenn Y >° | P(|X1| > n) < oo.
Weil X1, X»,... identisch verteilt sind, gilt dies genau dann, wenn > | P(|X,| > n) < oco.

Wegen des Lemmas von Borel-Cantelli (vgl. Korollar 2.3 und Theorem 2.7) ist das gleichbedeutend
mit P(limsup,{|X,| >n}) =0.

Hieraus folgt, dass es fiir fast jedes w € § eine natiirliche Zahl ng = ng(w) gibt, so dass | X, (w)| < n
fiir jedes n > ng gilt.

Also gilt (31) genau dann, wenn
1
E(X{+"'+XI")_>O (32)

mit Wahrscheinlichkeit 1, wobei fiir k =1,...,n

Xp, falls [Xi| <k,

=
I

0, falls |Xg| > k.

Beachte: Der Ubergang von X zu X » wird Abschneidetechnik genannt.

Weil
]E_X',Ic = ]E(Xk][{\Xk|<k}) = ]E(XI][{\X1|<I¢}) — ]EX1 = 0,

ergibt sich aus Lemma 5.4 mit ay = k, dass

1 n
- EX; 0.
nk:l

Deshalb gilt (32) und damit auch (31) genau dann, wenn

1

E(Z1+...+Zn)—>0 (33)
mit Wahrscheinlichkeit 1, wobei Z; = X; —E X}.

Aus Lemma 5.5 mit ap = k und ¢y = Zi(w) ergibt sich die Giiltigkeit von (33), wenn gezeigt wird,
dass es eine Zufallsvariable Z gibt, so dass mit Wahrscheinlichkeit 1

Z
. no o
dm > =7
n=1
Wegen Lemma 5.3 geniigt es nun zu zeigen, dass

0
Z2

E ]E(—Z) < 0.
n

n=1
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e Dies ergibt sich aus den folgenden Abschitzungen:

Sr() < £

NE

n2

3
Il
-

Il
M8
3| =

5E (X321 x,<n})

3
I
-

E (XTI x,|<n})

I
NE
3=

n=1
— 1 < A
= Z n2 Z Xf][{k—lg\X1|<k})
S -
= Z]E (X12][{k—1§\X1|<k}) Z nZ
k=1 n=k
— 1
< 2) —E(X{Lj-
< ; B (X Lpa<ix <n)
o0
< 2Z]E(|X1|]I{k—1§|X1\<k})
k=1
= 2E|}(ﬂ < 00,
wobei in der vorletzten Abschitzung die Ungleichung
— 1 2
— < = VE>1
verwendet wurde, die sich ergibt aus Y oo, n 2 =143~ ,n"? und
o0
1 1 2
Z nz S —2 = <y k22

e Damit ist Theorem 5.15 bewiesen.

5.2.3 Anwendungsbeispiele

1. Buffonsches Nadelexperiment

e Betrachten das System

K={(z,9): (z,y) €{...,—1,0,1,...} x R} C R?

98

von parallelen und #quidistanten (vertikalen) Geraden in der euklidischen Ebene R?; vgl. auch Ab-

schnitt 2.5.

e Werfen eine Nadel mit der Linge 1 ,willkiirlich” in die Ebene R2, wobei mit ,willkiirlich” das folgende

stochastische Modell gemeint ist.

e Betrachten zwei Zufallsvariablen S und 7', die die zuféllige Lage der Nadel beschreiben, wobei

— S der (orthogonale) Abstand des Nadelmittelpunktes zur nichsten linksliegenden Nachbargeraden

von K ist,

— T der Winkel ist, den die Nadel zum Lot auf die Geraden von K bildet, und



5 KONVERGENZARTEN UND GRENZWERTSATZE 99

— die Zufallsvariablen S und T unabhingig und gleichverteilt seien auf den Intervallen [0, 1] bzw.
[-7/2,7/2].
e Bestimmen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

A:{0<S<%COST}U{I—%COST<S<1},

dass die willkiirlich geworfene Nadel eine der Geraden von K schneidet.

o Es gilt
1 1
P4) = P(0<S<§cosT)+P<1—§cosT<S<1)
w/2 /2
1 1 1 1
= ;/P(O<S<§cost)dt+;/P(1—§cost<5<1)dt
—m/2 —m/2
w/2 w/2
1 1 1 1
= - / — costdt + — / — costdt
T 2 T 2
—m/2 —m/2
w/2
1 2
= - / costdt = — .
™ Vs
—m/2

e Aus der Gleichung P(A) = 2/7 ergibt sich nun eine Methode zur experimentellen Bestimmung der
Zahl 7, die auf dem Gesetz der grofien Zahlen beruht.

e Seien (S1,T1),...,(Sp,T,) unabhingige und identisch verteilte Zufallsvektoren (mit der gleichen Ver-
teilung wie (S,T")), die wir als das Ergebnis von n (unabhingig durchgefiihrten) Nadelexperimenten
auffassen.

e Dann sind X7, Xs,..., X, mit

X 1, falls S; <1cosT;oder1—2icosT; <S;
i =

0 sonst

unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit dem Erwartungswert E X; = 2/m.

n
e Aus Theorem 5.15 ergibt sich also, dass das arithmetische Mittel ¥;, = n~! 3" X; fast sicher gegen die

=1
Zahl 2/7 strebt.
D.h., fiir grofe n ist 2/Y;, mit hoher Wahrscheinlichkeit eine gute Ndherung der Zahl 7.

2. Computer-Algorithmus zur Bestimmung von w
e FEin einfacher Algorithmus zur Monte-Carlo-Simulation der Zahl 7 hingt mit dem folgenden geometri-
schen Sachverhalt zusammen.
e Betrachten das Quadrat
B=[-1,1] x [-1,1] C R?
und den Kreis
C={(zy): (z,y) € B,z +y* <1}.
e Werfen einen Punkt willkiirlich in die Menge B.

e D.h., wir betrachten zwei unabhingige Zufallsvariablen S und T, die jeweils gleichverteilt auf dem
Intervall [—1, 1] sind.
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Bestimmen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A={(S,T)eC}={S*+T?< 1},

dass der ,zuféllige Punkt” (S,T) in C C B liegt.
Es gilt

P(A):P(52+T2<1):%:

wobei |B|, |C| den Flacheninhalt von B bzw. C bezeichnet.

Ahnlich wie beim Buffonschen Nadelexperiment ergibt sich nun aus der Gleichung P(A) = /4 eine
weitere Methode zur experimentellen Bestimmung der Zahl 7, die auf dem Gesetz der grofsen Zahlen
beruht und die sich leicht implementieren 1&sst.

[ ]
NN

Seien (S1,71), .- .,(Sn,Ty) unabhingige und identisch verteilte Zufallsvektoren (mit der gleichen Ver-
teilung wie (S,T)), die wir als das Ergebnis von n (unabhingig durchgefithrten) Experimenten auf-
fassen.

Dann sind X3, Xs, ..., X, mit

1, falls S7+7T7 <1
X, =
0 sonst

unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit dem Erwartungswert E X; = /4.

n
Aus Theorem 5.15 ergibt sich also, dass das arithmetische Mittel Y, =n~1 3" X; fast sicher gegen die

i=1
Zahl /4 strebt.
D.h., fiir grofle n ist 4Y;, mit hoher Wahrscheinlichkeit eine gute Ndherung der Zahl 7.

Beachte: Bei der Implementierung dieser Monte-Carlo-Simulation kann man wie folgt vorgehen.

— Erzeuge 2n auf [0, 1] gleichverteilte Pseudozufallszahlen z1,. .., z2, mit einem Zufallszahlengene-
rator.

— Setze s; =2z; —1lund t; = 22,4, — 1 firi=1,...,n.

— Setze

1, fallss?+t2<1
T; =
0 sonst

— Berechne 4(z1 + ... + z,)/n.

e Ein JAVA-Applet, mit dem dieses Simulationsverfahren selbst durchgefiihrt werden kann, findet man
beispielsweise auf der Internet-Seite:

http://www.th-friedberg.de/users/jingo/mathematics/piSimulation/piberechnung.html

3. Numerische Berechnung von Integralen durch Monte-Carlo-Simulation
e Sei ¢ :[0,1] — [0, 1] eine stetige Funktion.
e Mittels Monte-Carlo-Simulation soll der Wert des Integrals fol o(z) dz bestimmt werden.

Seien Xi, X5,... : @ — R unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariable, die auf dem Intervall
[0, 1] gleichverteilt sind.

Auferdem sei Zy = p(Xy,) fiir jedes k =1,2,. ...

Wegen Theorem 3.18 sind dann auch Zi, Zs, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariable,
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e und es gilt

EZ, = /1<p(ﬂﬂ)fx1 (z)dz = /1<p(w) dx .
0 0

e Aus dem starken Gesetz der groflen Zahlen (vgl. Theorem 5.15) ergibt sich nun, dass fiir n — oo

S|

n 1
ZZk f—s>/cp(w)dx
0

k=1

e D.h., fiir groe n ist %22:1 7y, mit hoher Wahrscheinlichkeit eine gute Naherung des Integrals
1
Jy e(z)dz.
e Beachte: Bei der Implementierung dieser Monte-Carlo-Simulation kann man wie folgt vorgehen.

— Erzeuge n auf [0, 1] gleichverteilte Pseudozufallszahlen z1,...,z, mit einem Zufallszahlengenera-
tor.

— Setze 2z = p(ag) fir k=1,...,n
— Berechne £ 70| 2.

4. Probabilistischer Beweis des Approximationssatzes von Weierstrass

e Sei ¢ :[0,1] — [0, 1] eine stetige (und somit beschrinkte) Funktion.

e Mit Hilfe des starken Gesetzes der grofen Zahlen (vgl. Theorem 5.15) zeigen wir, dass sich die Funktion
o gleichmafig durch Polynome approximieren 13sst.

e Seien X7, Xs,...: @ — R unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X ~ Bin(1,p),
wobei 0 < p < 1.
e Aus Theorem 5.15 folgt dann, dass Y,, LENN p, wobei Y,, = %(Xl ...+ X).

e Wir zeigen nun, dass dariiber hinaus fiir n — oo

E¢(Yn) = »(p) (34)

gleichmiRig in p € [0, 1] gilt.
e Fiir e > 0 sei § > 0 so gewdhlt, dass |p(z) — ¢(p)| <€, falls |z — p| < 4.
e Mit der Schreibweise b = sup,¢jo1] p() gilt dann die Abschiitzung

E(p(Yn) —¢®)| < Elp¥a) — o)
= E(le(Ya) — ey, —pi<s}) + E (lo(Yn) — @)L}y, —p|>6})
< e+ 20P(|Y, — p| > 0)
< e+ 2be,

wobei sich die letzte Ungleichung aus der Tschebyschew-Ungleichung (4.72) ergibt.
e Denn wegen (4.72) gilt (gleichméRig in p € [0,1])

pl-p _ 1
nd? nd?

P([Yn —p| > 6) <

fiir jedes hinreichend grofe n € N.
e Damit ist (34) bewiesen, weil € > 0 beliebig klein gewahlt werden kann.
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Weil nY,, binomialverteilt ist, gilt

n

Bp(t) = 3 oli/m) ()40 = p, (35)

k=0

und diese Polynome in p € [0, 1] konvergieren wegen (34) gleichméfig in p € [0, 1] gegen ¢(p).

Beachte: Die Polynome in (35) werden Bernstein-Polynome genannt.

5. Eine Anwendung in der Zahlentheorie

Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) = ([0, 1], B([0,1]), P), wobei P die Gleichver-
teilung auf B([0,1]) sei.

Die Dezimalbruchentwicklung
w=0.x12223 ...

ist (bis auf eine abzdhlbare Ausnahmemenge) fiir fast jedes w € [0, 1] eindeutig festgelegt.

Dabei heifit w € [0,1] normal, wenn in der Dezimalbruchentwicklung
w=0.212223 ...

jede endliche Ziffernfolge a = (as,...,ax) mit der relativen Héufigkeit 10~* vorkommt.
Wir zeigen, dass fast jede Zahl w € [0, 1] normal ist,
d.h., dass fiir jedes k € N und fiir jedes a € (0,1,...,9)*

n

.1 _
Jim =% Wy (@6, Tig, s Tipor) = 107F (36)

i=1
fiir fast jedes w = 0.x1z2z3 .. . gilt.
Sei X;(w) = z; die i-te Ziffer in der Dezimalbruchentwicklung von w.
Weil fiir jedes m > 1 und jedes b = (b1,...,bn) € (0,...,9)™ die Menge
{Xl = bl,...,Xm = bm} C [0,].]
ein Intervall der Linge 10~ ™ ist, gilt

P(X1=b1y..., Xm =bp) =107 = P(X; = b1) ... P(Xpn = bp).

Deshalb sind X;, X5,... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariable, deren Verteilung die
(diskrete) Gleichverteilung auf {0,1,...,9} ist.

Aus Theorem 5.15 ergibt sich dann sofort die Giiltigkeit von (36) fiir k = 1.
Sei nun £ > 1.

Fir a = (a1,...,a), fur j € {1,...,k} und fiir i > 0 setzen wir
Zi(]) (w) = ][{Xik+j:lll;---,Xik+j+k—1:ak}(w) .

Fiir jedes j € {1,...,k} sind Zl(j), Z2(j), ... unabhéngige (wegen Theorem 3.18) und identisch verteilte
Zufallsvariablen mit

P2 =1) = P(Xityj = a1, .., Xipjer1 = a) = 10"

und somit E Z) = 10-*.
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Aus Theorem 5.15 ergibt sich also, dass

n—oo N 4

lim >z (w) =107 (37)
=1

fiir jedes w € [0,1] \ B;(a), wobei Bj(a) € B([0,1]) eine Ausnahmemenge ist mit
P(B;(@) = 0. (38)

Fiir jedes k > 1 gibt es nur endlich viele @ und endlich viele j.
Weil deshalb
5= U B

k7a7j
die Vereinigung von abzahlbar vielen Mengen ist, ergibt sich aus (38), dass auch P(B) = 0.
Wegen (37) gilt nun
1L _
T}ggo - 21 Loy (Tiksjo- - - > Tiktjrk—1) = 10°F
=
fiir beliebige w = 0.z122 ... € B, k>1,a= (a1,...,ax) und j € {1,...,k}.

Hieraus folgt, dass
1l _
nh—>ngo E Zl ][{ll} (Ilfi, vey xi-l-k—l) =10 k
=

fiir beliebige w = 0.7172... € B¢, k> 1und a € (0,1,...,9).

6. Erneuerungsprozesse

Seien X1, Xs,... : 2 = (0,00) unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariable, die nur positive
Werte annehmen kénnen; 0 < g =E X; < oo.

Die Zufallsvariable X,, kann man als Modell fiir die zufillige Zeitdauer deuten, die zwischen dem
(n — 1)-ten und n-ten Eintreten eines biologischen, 6konomischen oder technischen Systems in einen
bestimmten (kritischen) Systemzustand vergeht.

Im Englischen spricht man dann von interoccurrence time.

Beispielsweise kann X, die zufillige Zeitdauer zwischen dem (n — 1)-ten und n-ten Ausfallzeitpunkt
eines technischen Systems sein.

Falls das System unmittelbar nach jedem Ausfall vollstindig repariert wird, dann kann man S, =
X1 + ...+ X, als den n-ten Erneuerungszeitpunkt des Systems auffassen.

Fiir jedes t > 0 ist N (¢) = > I;g,<¢) die zufillige Anzahl von Erneuerungen im Intervall (0, ¢].
Die Familie {N(t), t > 0} von Zufallsvariablen heifft Erneuerungszihlprozess.
Aus Theorem 5.15 folgt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

. N@®)
Jim, R (39)
Dies ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen.
Fiir jedes t > 0 gilt
P(N(t) < 0) =1, (40)

denn aus Theorem 5.15 folgt, dass lim,_, S, = oo mit Wahrscheinlichkeit 1.
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e Beachte. Man kann (40) auch auf direktem Wege beweisen, denn es gilt

P(N(t)=00) = P(S,<t, Vn>1)
S P(Xk(n—1)+1+---+anSt; VTLZl)

m
Jim 1:[1 P(Xpn-1)41 + -+ + Xpn < 1)

= lim (P(X;+...+ X <t))" =0,

m—0o0

weil P(Xy + ...+ X <t) <1 fiir jedes hinreichend grofie k € N.

e Aufierdem ist N (t,w) fiir jedes w € Q monoton nichtfallend in ¢ > 0, d.h., der Grenzwert lim;_, o, N (¢, w)
existiert fiir jedes w € .

e Dariiber hinaus gilt mit Wahrscheinlichkeit 1

Jim N(t) = oo, (41)
weil
P(lim N <o0) = Jim P(lim N <5)

hrrolo tllglo P(N(t) < k)

k—
lim lim P(Sy > t)
k—o0 t—00

< lim lim (P(X; > k') + ... + P(Xg > k7't)) =0.

k—o00 t—00

e Aus Theorem 5.15 folgt also, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

SN _
SN (42)
e Aufserdem gilt fiir beliebige t > 0 und n € N
{N{@#) =n}={S, <t < Spt1}- (43)

e Folglich gilt Sy () <t < Sn)41 bzw.

Svw ot Svwn N +1
N(t) = N(t) —~ N{t)+1 N(t)

Vt> X;.

e Hieraus und aus (42) ergibt sich nun die Giiltigkeit von (39).

5.3 Zentraler Grenzwertsatz

e Wir diskutieren nun eine weitere Kategorie von Grenzwertsétzen.
e Dabei wird die Summe X7 + ...+ X, jetzt auf andere Weise als beim Gesetz der grofien Zahlen normiert.

e Wihrend die Normierung 1/n beim Gesetz der grofen Zahlen zu dem deterministischen Grenzwert p fiihrt,
wird nun die (kleinere) Normierung 1/4/n betrachtet, die zu einem nichtdeterministischen, d.h. zufilligen
Grenzwert, fithrt.

o Anstelle der fast sicheren Konvergenz bzw. der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, die beim Gesetz der
grofien Zahlen betrachtet wird, erfolgt jetzt die Konvergenz in Verteilung gegen eine standardnormalverteilte
Zufallsvariable.

o Aussagen dieses Typs heifien zentraler Grenzwertsatz.
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5.3.1 Zentraler Grenzwertsatz fiir Summen von unabhiingigen Zufallsvariablen

In Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsatzes von DeMoivre-Laplace, der bereits in Abschnitt 3.2.4 erwahnt
wurde, leiten wir den folgenden zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen her.

Theorem 5.16 Sei X1, X5,...: Q@ — R eine Folge von unabhdingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
mit E (X?) < oo und Var X; > 0 fiir alle i =1,2,...; p =EX;, 0> = Var X;. Dann gilt fiir jedes z € R

(Xi4+...+X,) —np <;v)
ov/n -

wobei @ : R — [0,1] die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

lim P(

n—oo

— 3(a), (44)

Im Beweis von Theorem 5.16 benutzen wir eine Approximationsmethode, die auf G. Kersting zuriickgeht. Dabei
benétigen wir mehrere Hilfssétze, die auch von eigenstindigem Interesse sind.

Zunichst betrachten wir eine Reihe von analytischen Eigenschaften der Verteilungsfunktion ® der N(0, 1)-Vertei-
lung, die gegeben ist durch

7 2
@(m):\/%_ﬂ_ / exp(—%) dv Vz € R.

Lemma 5.6

1. Die Funktion ® : R — [0,1] ist unendlich oft differenzierbar.

2. Simtliche Ableitungen ™ von ® sind beschrinkte Funktionen (n € N), und es gilt

1
sup®V(z) = M (0) = ——= < 1 45
sup (2) (0) 7 S (45)
und
sup |z &Y ()| < o0, sup 228 (z)| < oo (46)
TER z€R
3. Auperdem gilt die Identitit
3 (z) = —z W (z) Vz € R. (47)

Der Beweis von Lemma 5.6 wird in den Ubungen behandelt; vgl. Ubungsaufgabe 13.1.

Der néchste Hilfssatz enthélt eine niitzliche (gleichmafige) Stetigkeitseigenschaft von ®.

Lemma 5.7 Sei X € L? eine beliebige Zufallsvariable mit
EX=0, VarX=1 (48)
und
P(X|<c)=1 (49)
fiir eine Konstante ¢ < co. Mit der Schreibweise ay, = +/(n + 1)/n und B, = 1/+/n gilt dann fir n — oo

sup [ (B(ans — 5 X) - B(2)] = 0(-37) (50)
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Beweis

e Fiir 2,y € R mit |y| < ¢ entwickeln wir die Verteilungsfunktion ® im Punkt a,z in eine Taylor-Reihe
und erhalten

1 1
®(anz — Bry) = ®(anz) — Bny ‘I)(l)(anm) + E(ﬁny)2 (I)(2)(0‘na") - E(ﬂny)3 (I)(3)(O‘na: —0Bny) (51)
mit 6] < 1.
e Weil ®®) beschriinkt ist und |y| < ¢, hat der letzte Summand auf der rechten Seite von (51) die
Grohenordnung O(n—3/2).

e Durch Taylorentwicklung der Funktion f(z) = v/ im Punkt 2y = 1 ergibt sich, dass

1
n=1+— —2).
a +2n+0(n )

e Deshalb ergibt die Taylorentwicklung von ® im Punkt z den Ausdruck

(apz) = P(z)+ (% + O(nfz)) 2®W (z)

1 o) 2 2 () 1 -2
+(%+O(n )) 7<I> (a:—i—@a:(%%—O(n )))
mit 0] < 1.
e Wegen (46) ergibt sich hieraus, dass
& (anz) = ®(z) + % 3 (z) + O(n~2). (52)
o Auf dhnliche Weise ergibt sich, dass
3 (apz) = 8 (2) + % 33 (z) + O(n~2), (53)

wobei

supz®©)(z) < 00.
z€R

e Wenn nun (52) und (53) in die Taylor-Reihe (51) eingesetzt werden, ergibt sich der Ausdruck

Bty — B) — 8(w) = 2 BO(@) - By D () + L D) +O(n ).

e Weil EX = 0 und Var X = 1 vorausgesetzt wird (vgl. (48)), folgt hieraus, dass
1
E®(anz — fnX) = 8(@) = 2 8D (@) + 5= 82(2) + O(n*?).

o Wegen der Identitit

T 1
el 1€0) — @ () =
o () + o (z)=0

fiir jedes © € R (vgl. (47)), ergibt dies die Behauptung,. O

Definition Fiir beliebige Verteilungsfunktionen F,G : R — [0, 1] sei
d(F,G) = sup |F(x) — G(x)]. (54)

z€R

Die in (54) gegebene Abstandsfunktion heifft Supremum-Metrik.
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Beachte Anstelle d(F,G) schreiben wir manchmal auch d(X,Y") oder d(X,G), falls X und Y Zufallsvariablen
mit den Verteilungsfunktionen F' bzw. G sind.

Lemma 5.8 Seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen mit Y € L2, und sei ® die Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung N(0,1). Falls E(Y?2) < ¢, dann gilt

d(X +Y,®) < d(X,®) + 2/, (55)

Beweis
e Fiir die erste Ableitung &) von & gilt &) (z) < 1 fiir jedes = € R; vgl. (45).
e Hieraus folgt, dass fiir beliebige x € R und § > 0
|®(xz £0) — ®(z)| < 6. (56)

e Auferdem gilt
{X<z-90}c{Y>d}u{X+Y <z}

und
{X+Y <z} Cc{X <z+d6}U{Y <-0}.

e Also gilt

PX<z-0)—-PY >0)<PX+Y<z)<PX<z+§+PY <-6).
e Wegen (56) ergibt sich nun hieraus, dass

P(X<z—08)—®(x—0)—6—PY >0) P(X +Y < z) - ()

<
< PX<z+d)—-®x+)+0+PY <-9).
e Wenn die erste Ungleichung mit —1 multipliziert wird, dann impliziert dies, dass

(z) - P(X+Y <z)<|®(x—98) —P(X <z—908)|+d+PY >9)

und
PX+Y<z)—®(z)<|P(X<z+4+6)—®(z+d)|+d+PY < -96).

e Hieraus folgt, dass
dX+Y,®) <d(X,®)+6+ P([Y|>9), (57)

weil
max{P(Y > ¢), P(Y < =4)} < P(Y > )+ P(Y < =94) = P(|Y| > 9).

e Genauso wie im Beweis der Tschebyschew-Ungleichung (4.72) kann man zeigen, dass fiir jedes 6 > 0
S2P(lY| >6) <E(Y?).
e Fiir § = ¢!/ ergibt sich hieraus und aus E (Y?) < ¢ , dass
P([Y| > ct?) < /3.

e Dies und (57) liefert nun die Behauptung. O

In dem folgenden Hilfssatz leiten wir Bedingungen her, unter denen die Summe von unabhéngigen (nichtnotwendig
identisch verteilten) diskreten Zufallsvariablen ndherungsweise normalverteilt ist.
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Lemma 5.9 Seien X1,Xs,...: Q = R unabhdngige diskrete Zufallsvariable, die jeweils nur endlich viele ver-
schiedene Werte mit positiver Wahrscheinlichkeit annehmen. Falls
EX, =0, Var X, =1 Vn € N (58)
und falls es eine Konstante ¢ < oo g¢ibt, so dass
| Xnl <c Vn € N, (59)
dann gilt
Ay, @) —0 (60)

fiir n — oo, wobei V¥ = (X1 + ...+ X,)/v/n.

Beweis

e Sei Y eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable, die unabhingig von der Folge X1, X, ... ist
e Fiir eine beliebige, jedoch fest vorgegebene natiirliche Zahl ng und fiir jedes n > ng betrachten wir die

Zufallsvariable
No 1
Zpn=41]—Y +— (S, — Sny)
Va Yt 7 o)

wobei S, = X1 + ...+ X,.

e Dann gilt
Dot = | — Z 4 — X (61)
n+1l — n+1 n ,—n+1 n+1 -
e Die Zufallsvariable X, 11 moge die Werte z1,..., 2, mit den Wahrscheinlichkeiten p1,...,pm > 0

annehmen; py + ...+ p, = 1.

e Weil die beiden Summanden auf der rechten Seite von (61) unabhéngig sind, lasst sich die Verteilungs-
funktion Fy1(z) = P(Zp41 < x) von Z, 41 wie folgt durch F,(z) = P(Z, < z) ausdriicken:

n 1
Fopi(z) = P(\/n—_i_lznﬁm—ﬁXnﬂ)

m
n 1
= ZP(XH+1::U,~)P< n—HZnSx_ﬁXn+l |Xn+1=$i)

- Zpip(”nL—l—lZ"Sm_\/%mi)
_ sz n( /n+1 _% z)
E(Fn(,/";“lm—%xnﬂ)).

e Mit der Schreibweise a,, = v/(n + 1)/n und B, = 1/4/n ergibt sich hieraus, dass
Fry1(z) — ®(2) = E (Fp(ant — BnXni1) — B(an® — BnXni1)) + E (®(anz — BnXni1) — B(2)) .
e Also gilt

T

d(Fpy1,®) <d(Fy,®) + SUEHE (®(anz — BnXny1) — <I>(,z-))| )
TE

weil

SUEUE w(an® = BnXni1) — ®(anz — BrnXni1))]
A

< E sup|F T — BnXni1) — ®(ans — ﬂan+1)|
z€ER
d(F,,®).
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e Wegen Lemma 5.7 gibt es deshalb eine Konstante ¢’ < oo, so dass fiir jedes ng € N und fiir jedes
n > ng

d(F,,®) < d(F,_1,®)+c(n—1)7%?

n—1
< d(Fpny,®) +¢ Z i—3/2 .

i=ng—1
o Weil d(Fp,,®) =0, ergibt sich hieraus, dass
d(Zn, ®) = d(F,,®) < Y i3>,
i=ng

e Weil die Reihe in der letzten Abschitzung gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert, gibt es fiir
jedes € > 0 ein ng € N, so dass fiir jedes n > ng

d(Zn,®) < = . (62)

N ™

e Auferdem ergibt sich aus der Rekursionsformel (61), dass fiir jedes ng € N

. 1 n
Yn—Zn:%Sno—q/ZoY

(072 = i (2 L)) <o

e Hieraus und aus (62) ergibt sich wegen Lemma, 5.8, dass fiir jedes hinreichend grofe n

und dass somit

d(y,,®) <e.

e Weil € > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann, ist damit die Behauptung bewiesen. d

Beweis von Theorem 5.16

e Fiir jedes m € N setzen wir
Pm(z) =

o Auflerdem sei
Zmi=om(X),  m=BZni,  op =E((Zmi—pm)’)-

e Dann gilt fiir m — oo
pm > p=EX1, ob 0>, E((Zmi-X)?) =0, (63)
vgl. Ubungsaufgabe 14.2.
e Fiir beliebige i, m € N betrachten wir nun die Zufallsvariable

Zm,i — Hm

Om

Xm,z' =
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e Weil dann die Folge Xp,,1, X 2, ... den Bedingungen von Lemma 5.9 fiir jedes beliebige, jedoch fest

vorgegebene m € N geniigt, gilt also
Jim. d(Yy @) =0,

wobei
1

NG

* —
Ym,n -

(Xma+--+Xmn)-

e Wir betrachten nun die Differenz

* * g * 1 .

und schitzen ihr zweites Moment nach oben ab, wobei

1
Y= ——(X o+ X, - .
n U\/ﬁ( 1+ + TLM)

(64)

e Wenn wir die beiden Summanden auf der rechten Seite der Identitdt (65) mit Uy, bzw. Vi n be-

zeichnen, dann erhalten wir
Om

E(U2) = (22 ~1)

o
und

A 1 1
E(Vz,) = =Var (X1 — Zm1) < SE (X1 = Zm1)?) ,
g g

weil die Summanden von V,, , unabhingig und identisch verteilt sind und weil ihr Erwartungswert

gleich Null ist.

e Aus (63) und aus der Minkowski-Ungleichung (4.68) ergibt sich nun, dass

lim supE ((YVy —Yy )?) =0.

m—0o0 neN

e Hieraus und aus (64) ergibt sich mit Hilfe von Lemma 5.8, dass

lim d(Y,*,®)=0.

n—oo

Korollar 5.4 Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.16 gilt

. Xi+...+X,) —nu _
Jm P00 <) = 80)
fiir jedes x € R, und
. (Xi+...4+X,) —nu _
Jim P(a < o <b) = B() - B(a)

fiir beliebige a,b € R mit a < b.

Beweis
e Die Behauptung (66) ergibt sich aus Theorem 5.16, weil
Xi+...+X,) —np

(Xi+...+Xp) —np

limsupP(( <:U) SlimsupP(

n—00 U\/ﬁ n—00 U\/ﬁ

weil fiir jedes h > 0

®(z — h) = liminf P

n—oo

((X1+...+Xn) —nu
avn
und weil die Verteilungsfunktion ® der N(0, 1)-Verteilung stetig ist.

gm—h)ghmhﬁP

n—oo

(

<z) =),

Xi+...+X,)—np <

ay/n

")
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e Die Behauptung (67) ergibt sich nun aus Theorem 5.16 und aus (66), denn es gilt

lim P(ag Xi+...+X,) —nu Sb)
n—00 U\/ﬁ

— lm (P<(X1+...+Xn)—n,uSb)_P((X1+...+Xn)—n/.¢ <a))

n—oo a\/ﬁ U\/ﬁ
L (X14+...+Xn) —np . (X14+...+X,) —np
= Jm P(S L gm <h) = fim PR <)
= @) - ®(a).

5.3.2 Anwendungsbeispiele

Wir diskutieren nun eine Reihe von Anwendungsbeispielen des zentralen Grenzwertsatzes, der in Theorem 5.16
bzw. Korollar 5.4 gegeben ist.

1. mazximaler Gewinn bei n-maligem Minzwurf

e Seien X;, X5,...: ) = R unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit

POy =1) = P(X, = -1) = .

Wir deuten X; als den zufilligen Gewinn beim i-ten Miinzwurf und betrachten die maximale (kumu-
lative) Gewinnsumme

M, = max §;,
Jj=1,..,n

die beim n-maligen Werfen einer Miinze erzielt wird, wobei S; =37 | X;.

Es gilt
M 2 [°
lim P(—" gm) =4/2 / eV 2dy Yz >0. (68)
n—00 \/7_1 T Jo

e D.h., die normierten Maxima M, /+/n streben in Verteilung gegen die sogenannte asymmetrische
(Standard-) Normalverteilung.

Dies kann man sich wie folgt iiberlegen: Fiir jedes m € N gilt

P(My>m) = P(My>m,Sn <m)+P(My>m,Sp=m)+P(My>m, 5 >m)
P(M,, >m,S, <m)+ P(S, =m) + P(S, >m).

Aufserdem gilt
P(M, >m,Sy, >m)=P(M, >m,S, <m),
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denn

n—1
P(M,>m,S,>m) = ZP(Sl<m,...,Sj_1<m,Sj:m,Sn>m)

j=1
n—1

= Y P(Si<m,...,Sj_1 <m,S;=m,S, - S; >0)
j=1
n—1

= ZP(Sl<m,...,Sj_1<m,Sj=m)P(Sn—Sj>0)
j=1

n—1
= ZP(Sl <m,...,Sj_1 <m,Sj =m)P(Sn—Sj <0)
j=1

= P(M,>m,S,<m).
o Also gilt fiir jedes m € N
P(M,, > m) =2P(S, >m)+ P(S, =m) =2P(S, >m) — P(S, =m).

e Hieraus folgt, dass fiir jedes > 0 und m,, = min{i € N: i > zy/n}

P(% > w) = P(M,, > m,) = 2P(% > x) — P(Sp = mn). (69)

e Weil 4 =EX; =0 und 02 = E X2 = 1, ergibt sich aus Theorem 5.16, dass

n—oo n

. Sn
und dass es fiir jedes € > 0 ein ng € N gibt, so dass

P(Sn=mn)5P(x<&5x+e) <2
n

NG

fiir jedes n > ng, wobei sich die letzte Ungleichung aus (45) und durch die erneute Anwendung von
Theorem 5.16 ergibt.

e Hieraus und aus (69) ergibt sich nun die Behauptung (68).

2.  fehlerbehaftete Messungen
e So wie in dem Beispiel, das bereits in Abschnitt 4.4.3 betrachtet wurde, nehmen wir an, dass die n-te
Messung einer (unbekannten) Grofe p € R den Wert p + X, (w) liefert fiir w € Q.
e Die Messfehler X7, X,... seien unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen.
e Uber die Verteilung von X, sei lediglich bekannt, dass E X,, = 0 und Var X,, = o2.
e Ein Ansatz zur ,Schitzung” der unbekannten Grofie p ist durch das arithmetische Mittel

n

1
Yn = E Z(p’ + X@)
=1
der zufélligen Messwerte p + X; gegeben.

e Mit Hilfe von Korollar 5.4 lisst sich die Wahrscheinlichkeit P(]Y,, — u| > €), dass der Schétzfehler
|Y,, — | grofer als € ist, ndherungsweise bestimmen.
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Und zwar gilt fiir grofie n

P(|Yn _N| > 5)

P(‘X1+...+Xn

ovn > Eﬁ)

ag

A
_ _p 5\/__X1 U\/_+ane\0/ﬁ)

9 1) )
- afi-8(2))

3.  Summen mit einer zufilligen Anzahl von Summanden

Mit Hilfe des Satzes von Slutsky (vgl. die Theoreme 5.9 und 5.11) zeigen wir nun, wie die Aussage
von Theorem 5.16 auf den Fall von Summen mit einer zufélligen Anzahl von Summanden iibertragen
werden kann.

Seien X1, Xs,... : 2 = R unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit X,, € L? und
Var X,, > 0.
Ohne Einschrankung der Allgemeinheit setzen wir voraus, dass E X,, = 0 und Var X,, = 1.
Auflerdem sei Ny, N, ... : Q — N eine Folge von Zufallsvariablen, so dass Ny < Ny < ...und N,, = o0
mit Wahrscheinlichkeit 1.
Falls es Konstanten a;,as,... > 0 und ¢ > 0 mit a; < a2 <...und a, — oo gibt, so dass
Ny
—n Py (70)
GQn

fiir n — o0, dann gilt

5%&2 und S—fc‘;:b&\/zz, (71)

wobei S, = X1 + ...+ X,, und Z eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable ist.
Die Giiltigkeit von (71) kann man sich wie folgt {iberlegen.

Sei k, = |can]| der ganzzahlige Anteil von ca,.

Wegen (70) gilt dann auch

JZ—: 251 baw J’;—’; 1 (72)
fiir n — oo.
Auferdem gilt
SNa _ ﬁ(Skn +SN _Skn)
VN, N \kEy, Vkn
und, wegen Theorem 5.16,
5’% 4z

Wegen (72) und wegen des Satzes von Slutsky (vgl. die Theoreme 5.9 und 5.11) geniigt es nun noch
zu zeigen, dass

SN, — Sk, P
Vkn (73)

fiir n = 0.
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Fiir beliebige €,6 > 0 gilt
P(ISn, = Sk.| > evVkn) = P(ISn, = Ska| > eVkn, |Np = kn| < 3k)

+P(|SN, = Sk.| > eV/kny [Ny — kn| > 0ky)
P(|Sn, = Sk.| > eV/kn, Ny = kp| < 0ky) + P(INy, — k| > 0ky,) -

IN

Wegen (72) konvergiert der zweite Summand gegen 0 fiir n — oo.

Der erste Summand lisst sich wie folgt weiter nach oben abschéatzen:

P(|SN, = Skal > eV/kn, [Nn — k| < 0kn) < P(k _max - S; = Skl > ev/kn )

+P((1_6ﬁ1"a§j5kn 1S — Sp, | > a\/ﬁ)
1+ 8)kn, —kn+1 N kn—(1-90)k,+1
kne2 kne2
206 + 1)
62

<

<

’

wobei sich die vorletzte Abschétzung aus der Ungleichung von Kolmogorow (vgl. Lemma 5.2) ergibt.
Weil § > 0 beliebig klein gewihlt werden kann, ergibt sich hieraus die Giiltigkeit von (73).

Damit ist die erste Teilaussage in (71) bewiesen. Die zweite Teilaussage ergibt sich aus der ersten
Teilaussage in (71) und aus dem Satz von Slutsky (vgl. die Theorem 5.11).

4.  Erneuerungsprozesse

Seien X1, Xs,... : 2 = (0,00) unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariable, die nur positive
Werte annehmen kénnen; 0 < p =E X; < o0, 0 < Var Xj < o0.

Dann kann man S,, = X1 +...+ X, als den n-ten Erneuerungszeitpunkt eines (biologischen, konomi-
schen, technischen) Systems auffassen; vgl. Beispiel 6 in Abschnitt 5.2.3.

Wir betrachten die zuféllige Anzahl N(t) = 3" ;g <44 von Erneuerungen im Intervall (0,]; ¢ > 0.

Fiir den Erneuerungszéhlprozess {N(t), ¢ > 0} kann man nun den folgenden zentralen Grenzwertsatz
beweisen.

Fiir jedes z € R gilt

Jim P(N(t)% <z) =), (74)

wobei ¢ = p~3 Var X; und @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
Die Giiltigkeit von (74) ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen.

Zunéchst ergibt sich unmittelbar aus dem Beweis von Theorem 5.16, dass die Konvergenz

. Sn —np
lim P ————=<z)=9®
nl—>nolo ( nVar X; — SL’) (:E) (75)

gleichmiafig in z € R erfolgt.
Mit der Schreibweise m(t) = |zv/ct + tp~!| gilt auRerdem

P(%ﬁt“_l <z) = P(N()<ave+tu™)

P(Smy+1 > 1)
(Sm(t)-‘rl —p(m(t) +1) 5 _t=pm) +1) )
V/(m(t) + 1)Var X; V@) +1)Var X,/
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e Also gilt

(M <) -t

‘P(Sm(t)+1_/f/( ()+1) t—p
V(m ()+1)VarX1 \/(m(t

+‘(1_¢(\/t(n:(u Va.er)) &= |

e Aufserdem gilt fiir jedes x € R

§

=

N

v

S~—

oY
|

e

~

|

=

—~

—~

~—

+

—

~

S~—

N——

+
=1
g
E<

. o 1y _
tgrgom(t)—tllglom\/a+tu =00

e Wegen (75) und wegen der Symmetrieeigenschaft
1-®(—z) = ®(x) Ve e R
der Verteilungsfunktion ® der N(0, 1)-Verteilung geniigt es somit noch zu zeigen, dass

m M = —. (76)
t—oo \/m(t)Var X

o Weil m(t) = zv/ct + tu= +&(t) mit 0 < |e(t)| < 1 fiir jedes ¢t > 0 gilt

t— um(t) b= pavet —t — pe(t)
m(t)Var X m(t) Var X

v~ Var Xqt pe(t)

\/;FlVaert—l—xVarX1\/E+VarX15() V/m(t)Var X;

wobei der erste Summand gegen —z und der zweite Summand gegen 0 strebt fiir ¢ — oco.

e Damit ist die Behauptung (74) bewiesen.

5.3.3 Charakteristische Funktionen

Charakteristische Funktionen sind ein wichtiges analytisches Hilfsmittel in der Stochastik, insbesondere bei der
Herleitung des zentralen Grenzwertsatzes fiir Summen von unabhéngigen, jedoch nichtnotwendig identisch verteil-
ten Zufallsvariablen; vgl. die Abschnitte 5.3.4 und 5.3.5.

e In diesem Zusammenhang betrachten wir Funktionen, die Werte in der Menge C der komplexen Zahlen
annehmen.

o Fiir jedes z = 2 + iy € C bezeichne dabei Rz = x bzw. Zz = y den Realteil bzw. den Imagindrteil von z.
e Auflerdem sei z =z —iy € C die zu z =z + iy € C konjugiert komplexe Zahl.
e Es gilt 7 = z genau dann, wenn Zz = 0, d.h., wenn z € R.

e Der Betrag |z| von z € C ist gegeben durch

=V

d.h. |22 = 2z
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e Eine wichtige Rolle spielt die komplere Exponentialfunktion e't, die gegeben ist durch e't = cost +1i sin fiir

jedes t € R.
e Dabei gilt fiir jedes t € R . .
e 't = eit |e‘t|—1
und fiir beliebige z, 2’ € C ) ,
ez+z — ezez

it _
et=>" - Vvt € R. (77)

Definition Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable. Die charakteristische Funktion px : R — C von X ist
dann gegeben durch

ox(t) =Ee'tX = /eimdFX(x), (78)

wobei das Integral als Lebesgue-Stieltjes-Integral aufgefasst wird.

Beachte

e Der Erwartungswert Ee''X der Zufallsvariablen e'‘X : Q — C in (78) wird jeweils separat fiir den
Realteil bzw. den Imaginérteil gebildet, d.h.

Ee'tX = /cos(tx) dFx (z) +1 /sin(ta:) dFx (z) .

e Weil die Funktionen sin : R — [—1,1] und cos : R — [—1,1] beschrinkt und stetig sind, ist der
Erwartungswert E e tX fiir jede Zufallsvariable X : 1 — R wohldefiniert, ohne dass es einer zusétzlichen
Integrierbarkeitsbedingung bedarf.

Wir zeigen zunichst einige elementare Eigenschaften von charakteristischen Funktionen.

Theorem 5.17 Sei X : Q) — R eine beliebige Zufallsvariable, und seien a,b € R beliebige reelle Zahlen. Dann
gilt:

1. Fir jedes t € R ist
lex ()] < px(0) =1 (79)

und

ex(—t) = ¢x(t). (80)
2. Die charakteristische Funktion px : R — C ist gleichmdfig stetig.

3. Fir die charakteristische Funktion py von'Y = aX + b gilt

oy (t) = epx(at) vt € R. (81)



5 KONVERGENZARTEN UND GRENZWERTSATZE 117

Beweis

e Die Giiltigkeit von (79) ergibt sich aus der Jensen-Ungleichung (4.71), denn fiir jedes ¢ € R gilt

ex(®P = |7ocos(tx)dFX<x)+i ]o sin(ta) dP (z)|
_ (7 cos(tz) dFx (x)) + (7 sintz) dFx (z))
< 7 cos? (tz) dFx (z) + 7 sin?(tz) dFx (z)
- 7 ((cos? (t2) + sin®(t2)) dFx () =1 (= x(0)).

e Die Gleichung (80) ergibt sich auf dhnliche Weise, denn es gilt fiir jedes t € R

px(—t) = Ee '™
= /cos(—tw)dFX(x)+i /sin(—tm)dFX(a:)

_ / cos(tz) dFx (z) — i / sin(tz) dFx ()

—00 —0o0

= EeltX = px(t).
e Auferdem gilt fiir beliebige ¢t,h € R
lox(t+h) —px(B)] = [EeEWX _EetX]
— |E(eitX(eihX_1))|
S ]E(leitX“eihX_ll)
= El|e¥ —1].
e Hieraus ergibt sich die gleichméfige Stetigkeit von px, weil wegen des Satzes von Lebesgue iiber die

beschrinkte Konvergenz _
lim Ele"* — 1] =0.
h—0

e Fiir die charakteristische Funktion ¢y von Y = aX + b gilt

(,DY(t) — Eeit(aX—i—b) - (eitbeitaX) — eitheitaX — eitbcpx(at) )

Beispiel

e Sei X eine N(u, 0?)-verteilte Zufallsvariable; 4 € R, 02 > 0.

e Dann gilt
. 2,2
ox(t) = eltte 7t /2 vVt € R. (82)
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e Wegen (81) geniigt es zu zeigen, dass

px(t) = e t*/2 vVt e R,

falls p = 0 und 02 = 1.

e Sei also X nun eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable.

e Dann gilt

und

oo

1 !

B0 = [ ae s in = 5
—0o0

E(X*" 1) =0

fiir jedes n € N; vgl. Ubgungsaufgabe 13.1.

e Aus der Taylor-Reihenentwicklung (77) und aus (84)-(85) ergibt sich nun, dass

px(t) =

]EeitX
: 2
6ltz67m /2 dz

(itz)™

2
e * %4z
n!

é\g é\g

o 8-
M

2
e % /2 dg

n!

i agk
=
8-
Iﬁ
g ~—~——3

3
I

(it)2"(2n)!
(2n)!12nn!

(- ﬁ)" 1 _ e
2) n! )

NE

0

3
I

NE

3
Il
<}

e Damit ist (83) und folglich auch (82) bewiesen.

118

(84)

(85)

Wir leiten nun eine einfache Formel fiir die charakteristische Funktion von Summen von unabhéngigen Zufallsvari-

ablen her.

Theorem 5.18 Seien X,Y : Q — R unabhdngige Zufallsvariablen. Dann gilt fir jedes t € R

ex+y(t) = px )y (t).

(86)

Beweis Weil X und Y unabhingig sind, sind wegen Theorem 3.18 auch die Zufallsvariablen cos(tX) und
cos(tY'), sin(tX) und sin(tY") bzw. sin(tX) und cos(tY) jeweils unabhingig, und fiir jedes ¢ € R gilt somit

oxiy(t) = EetX+Y) _ (46Xt
= E ((cos(tX) +1i sin(tX))(cos(tY) +1i sin(tY)))
= E (cos(tX) cos(tY) — sin(tX) sin(tY’)
+i sin(tX) cos(tY) +i cos(tX) sin(tY))
= E cos(tX)E cos(tY) — E sin(tX)E sin(tY")

+iE sin(tX)E cos(tY) +iE cos(tX)E sin(tY)
= E(cos(tX) +1isin(tX))E (cos(tY) + i sin(tY)) = px (t)py (1) .
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In Theorem 5.19 beweisen wir eine niitzliche Umkehrformel fiir charakteristische Funktionen. Hierfiir ben&tigen
wir die folgende trigonometrische Identitdt.

Lemma 5.10 Fir jedes c € R gilt

i sin(cx) , T
/ . dz = (sgnc) 5 (87)
0
wobei
1, fallsc¢>0,
sgnc = 0, fallsc=0,
-1, falls c<O.

Einen Beweis von Lemma 5.10 kann man beispielsweise in dem Buch von K.L. Chung (A Course in Probability
Theory, Academic Press, New York 1974) finden.

Theorem 5.19 Sei X : @ — R eine beliebige Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion Fx . Fiir beliebige
Stetigkeitspunkte a,b € R von Fx mit a < b gilt

1 e—ita _ o—itb

=lim — | ——MMM— t)dt

Pla< X <) 613&%/ —C—ox()d, (8)
—c

wobei px : R — C die charakteristische Funktion von X ist.

Beweis

Fiir beliebige a,b,c € R mit a < b und ¢ > 0 gilt

1 [ e-ita _ o—ith T 1 [ eitle—a) _ git(z—b)
o | e ex®at = / (% / = dt) dFx ()
_ / (l/sm(t(m—a)) g — l/sm(t(m -b)) dt) APy ()
™ t s t
—o0 0 0

Wegen Lemma 5.10 ist die Funktion ¢ : [0,00) — R mit

p(z) = = / 7Sin(t(a; —9) 4

beschrankt fiir jedes a € R.
Aus dem Satz von Lebesgue iiber die beschriankte Konvergenz ergibt sich also, dass

1 [ e-ita _ g=ith
lim — [ & —¢
00 2 it ox(t)dt
T [sinft@—a) , 1 [sin(t(z D))
= Jim (E / ¢ di =7 / t dt) dFx(z)
—0 0 0
T c—00 t T c—0
—0o0 0 0
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e Aus Lemma 5.10 ergibt sich nun, dass

{0} (b,00)
1w 11—
AG R
(a.b)
= Pla<X <)),

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Annahme ergibt, dass a und b Stetigkeitspunkte von Fx
sind. 0

Beachte

e Aus Theorem 5.19 ergibt sich der folgende Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen.

e D.h., die Verteilung Px einer Zufallsvariablen X ist eindeutig durch die charakteristische Funktion ¢x
von X bestimmt.

Korollar 5.5 Seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen. Dann gilt X 4 Y, falls

px(t) = oy (t) VteR. (89)

Beweis

e Aus (89) und aus Theorem 5.19 ergibt sich, dass
Fx(b) — Fx(a) = Fy(b) — Fy(a), (90)

falls a und b Stetigkeitspunkte von Fx und Fy sind.

o Weil jede Verteilungsfunktion héchstens abzdhlbar unendlich viele Sprungstellen hat, gibt es eine Folge
{a,} von Stetigkeitspunkten von Fx und Fy mit a, — —oc.

e Hieraus und aus (90) folgt dass fiir jeden Stetigkeitspunkt b von Fx und Fy
Fx(b) = Fy(b).

e Damit gilt auch Fix(z) = Fy(z) fir jedes x € R, weil Fix und Fy rechtsstetige Funktionen sind.

e Wegen des eineindeutigen Zusammenhanges zwischen Verteilung und Verteilungsfunktion (vgl. Theo-
rem 3.4) ergibt sich hieraus die Behauptung. O

Aus Theorem 5.19 ergibt sich schlieflich der folgende Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen.
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Theorem 5.20 Seien X, X1, Xo,...: Q — R beliebige Zufallsvariablen. Es gilt X, 4 x genau dann, wenn

lim ¢x, (t) = px (t) Vit eR. (91)

n—oo

Beweis
e Die Notwendigkeit der Behauptung ergibt sich unmittelbar aus dem Kriterium der Verteilungskonver-
genz, das in Theorem 5.7 hergeleitet wurde.

e Denn fiir jedes t € R sind cos(tx) und sin(tz) stetige und beschrankte Funktionen in z.

e Wegen Theorem 5.7 folgt also aus X, 4 x , dass fiir jedes t € R

vx,(t) = Ecos(tX,)+iE sin(tX,)
—  E cos(tX) +iE sin(tX)
= ox(t).

e Um die Hinlénglichkeit der Bedingung zu beweisen, zeigen wir zunéchst, dass
Fx, (b) — Fx,(a) = Fx(b) — Fx(a) (92)

fiir alle a,b € R mit a < b gilt, die Stetigkeitspunkte von Fx, fiir jedes n € R und Stetigkeitspunkte
von F'x sind.

e Fiir solche a,b € R ergibt sich aus der Umkehrformel (88) in Theorem 5.19, dass

1 e—ita _ e—itb
Fx(b) - Fx(a) =hm—/——g——www

. . 1 e—ita _ o—ith
= Jm tim o [ e @
= lim (Fx, (b) - Fx,(a)),

n—0o0

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus dem Satz von Lebesgue iiber die beschrinkte Konvergenz und
die letzte Gleichheit durch die erneute Anwendung der Umkehrformel (88) in Theorem 5.19 ergibt.

e Weil dann (92) fiir alle a,b € R mit a < b bis auf hdchstens abzdhlbar unendlich viele Ausnahmepunkte
gilt, ergibt sich genauso wie im ersten Teil des Beweises von Theorem 5.7, dass (92) auch fiir allea,b € R
mit a < b gilt, die Stetigkeitspunkte von Fx sind. O

Wir betrachten nun noch den Zusammenhang zwischen den Momenten und der charakteristischen Funktion von
Zufallsvariablen. Dabei zeigen wir, wie die charakteristische Funktion in eine Taylor-Reihe entwickelt werden
kann.

Theorem 5.21 Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion Fx. Falls E (] X|™) < o0
fiir ein n € N, dann gilt:

1. Die charakteristische Funktion px von X ist n-mal stetig differenzierbar, und
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2. fir jedes k € {1,...,n}

o) (1) = / (i)t dFy(z)  VieR (93)
bzw. ®q
E(X*) = go)ik( ) (94)
3. Auperdem gilt die Taylor-Reihenentwicklung
"L (it)k it)n
t):z(k!) E(X*)+ (n? Ec,(t) VteR, (95)

wobei ep(t) : @ = R eine Zufallsvariable ist mit |en ()| < 3| X|™ fir jedes t € R und lim;_,oEen(t) = 0.

Beweis

e Aus E(]X|*) < oo und aus der Ljapunow-Ungleichung (4.67) folgt, dass E (|X|*¥) < oo fiir jedes
ke{l,...,n}.

o Aufserdem gilt fiir beliebige ¢t,h € R mit h #0

ihX _ 1
h

ex(t+h) —px(t) Z]E(eitX €

- ) . (96)

o Weil fiir beliebige h,z € R

ihz

1
| <]

und weil E|X| < oo gilt, ergibt sich aus (96) und aus dem Satz von Lebesgue iiber die beschrankte
Konvergenz, dass
ex(t+h) —px(t)

li =
hllﬂ) h

-1
E (tX lim & )
h—0
i tX)

E(
£ 00
= /1.7: Vet dFx (x) .

e Damit ist (93) bzw. (94) fiir £ = 1 bewiesen.

e Der Beweis von (93) bzw. (94) fiir jedes k € {1,...,n} erfolgt nun mittels vollstindiger Induktion.

e Um (95) zu beweisen, betrachten wir die folgende Taylor-Reihenentwicklung von cos bzw. sin.

e Fiir jedes z € R gilt

- 2)F | (o)
k! n!

e'® =cosz +isinx = (cos(61z) +1 sin(haz))

k=0
e Hieraus folgt, dass fiir jedes t € R

EeitX — Z (1]:? E(X*) + (13" (E(X™) +Een(t)),
k=0

wobei
en(t) = X" (cos(01tX) +i sin(©,tX) — 1) (97)

und O, 0, : @ — R Zufallsvariablen sind mit P(|©4],|02] <1) =1.
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e Aus (97) ergibt sich, dass fiir jedes t € R

Beachte

en(t) < 3|1 X|™.

Hieraus und aus dem Satz von Lebesgue {iber die majorisierte Konvergenz folgt, dass lim;_,o E&,,(¢) = 0.

Damit ist (95) bewiesen.

Mit Hilfe der Eigenschaften charakteristischer Funktionen, die in den Theoremen 5.18, 5.20 und 5.21
bewiesen wurden, kann nun der zentrale Grenzwertsatz in Theorem 5.16 fiir Summen von unabhingigen
und identisch verteilten Zufallsvariablen ohne weiteres hergeleitet werden.

Zur Erinnerung: In Theorem 5.16 hatten wir gezeigt, dass fiir jede Folge X;, Xa,... : @ — R von
unabhéingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit E (X?) < oo und Var X; > 0 gilt:

Xi+...+X,)—np SSE)
ov/n
wobei p = E X} und 02 = Var X}, fiir jedes k € N.

Weil E (X — ) = 0 und Var ((X), — p)/o) = 1 koénnen wir 0.B.d.A. beim Beweis von Theorem 5.16
voraussetzen, dass E X = 0 und Var X}, = 1, indem wir die Giiltigkeit von Theorem 5.16 zunéchst fiir
die (unabhéingigen und identisch verteilten) Zufallsvariablen X} = (X}, — p)/0) zeigen.

lim P(

n—oo

= &(x) Vz € R, (98)

Sei also
EX,=0 und Var X =1.

Aus Theorem 5.21 ergibt sich dann, dass fiir beliebige t € R und n € N

Aus Theorem 5.18 ergibt sich nun, dass fir S,, = X3 + ...+ X,

o= (1 4 o))"

wobei o(n™1)/n~! — 0 fiir n — co. Hieraus folgt, dass

lim ¢g / m(t) = e/ vt e R.

n—0o0

Aus Theorem 5.20 ergibt sich somit, dass

lim P(%Sm) = ®(z) Vz € R.

n— 00 n

5.3.4 Bedingungen von Lindeberg und Ljapunow

e Wir diskutieren nun die Frage, unter welchen Bedingungen der zentrale Grenzwertsatz fiir Summen von
unabhingigen, jedoch nicht notwendig identisch verteilten Zufallsvariablen gilt.
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e Dabei betrachten wir fiir jedes n € N eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen Xy1,...,Xpn : Q@ = R
wobei wir (0.B.d.A.) voraussetzen, dass fiir jedes k € {1,...,n}
EXny =0, 0<o2,=VarXm,<oo und » of, =1. (99)
k=1

e Die Verteilungsfunktion von X, bezeichnen wir mit F.

e Beachte. Es wird nicht ausgeschlossen, dass F fir jedes k¥ € {1,...,n} auch von der Anzahl n der
insgesamt betrachteten Zufallsvariablen X,;, ..., X, abhingen kann.

Der folgende zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg kann sowohl als Verallgemeinerung von Theorem 5.16 als auch
von Lemma, 5.9 aufgefasst werden, wenn dabei

X, —EX,
X, = 100
nk nVar X}, (100)

gesetzt wird.

Theorem 5.22 Fliir jedes n € N sei Xp1,...,Xnn : € = R eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen, die
den Bedingungen (99) geniigen. Falls fir jedes e >0

n

. 2 _
nlgr;oz z“dFy(z) =0, (101)
k=1 R\(—¢,8)
dann gilt fir jedes x € R
lim P(Xpy + ...+ Xpn < 7) = 3(a), (102)
n—oo

wobei @ : R — [0,1] die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Beachte

e Der zentrale Grenzwertsatz in Theorem 5.16 fiir Summen von unabhéngigen und identisch verteilten
Summanden Xi, Xs,... ist ein Spezialfall von Theorem 5.22.

e Mit dem Ansatz (100) gilt ndmlich fiir jedes € > 0

n n 1

. 2 _ . - 2
im S [ S = m> om0 saw
F=1R\(Ze,e) = R\ (= v/oe,/Roe)
2?dF(x) =0,
R\(—+/noe,v/noe)

I
5:
|

wobei 0% = Var X, und F(z) = P(X} — E X}, < ).

e Auf dhnliche Weise 14sst sich zeigen, dass auch Lemma 5.9 als Spezialfall von Theorem 5.22 aufgefasst
werden kann.

Beachte
e Die Bedingung (101) bedeutet, dass

n
71113;0]92 E (X2, I x,,[5c}) = 0. (103)
=1
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e Weil n
max E (X,zlk) <e?+ Z E (szlk][{lxnkbs})
== k=1

folgt aus (101), dass
lim max E (X7,) =0. (104)

n—o00 1<k<n

e Weil E X5, = 0 vorausgesetzt wird, ergibt sich aus (104) und aus der Tschebyschew-Ungleichung (4.72),
dass fiir jedes ¢ > 0
lim max P(| Xk >¢)=0. (105)

n—oo 1<k<n

e Wenn die Bedingung (105) erfiillt ist, dann spricht man von der (gleichméRigen) asymptotischen Klein-
heit der Summanden X ,,.

Im Beweis von Theorem 5.22 benétigen wir die folgenden Hilfssdtze.

Lemma 5.11 Fir jedes n € N und fir beliebige y1,...,yn € C, 21,...,2n, € C mit |yxl|,|2k| < 1 fiir jedes

ke{l,...,n} gilt
n n n
NES IR (106)
k=1 k=1 k=1

Beweis

e Wir beweisen (106) mit vollsténdiger Induktion.
e Fiir n =1 ist die Giiltigkeit von (106) offensichtlich.
e Es gelte nun (106) fiir ein n € N. Dann gilt auch

n+1 n+1 n+1 n n n+1
‘sz— Hyk‘ < ‘sz_zn+1Hyk|+ Zn+1Hyk— Hyk‘
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n n
= |z |‘H 2 - [1 yk‘ + 12041 = Ynial |H yk‘
> k=l k=1 k=1
= ——
<1
n
S Z |zk - yk' + |zn+1 - yn+1|
k=1
n+1
= Z |2k — Yl
k=1
wobei sich die letzte Ungleichung aus der Induktionsannahme ergibt. O

Ahnlich wie in Theorem 5.21 entwickeln wir nun die charakteristische Funktion ¢px einer Zufallsvariablen X in
eine Taylor-Reihe, wobei wir jetzt aber eine andere Abschitzung des Restgliedes als in (95) betrachten.

Lemma 5.12 Sei X : @ — R eine beliebige Zufallsvariable mit E (| X|™) < oo fir ein n € N. Dann gilt:

ox(t) = i ( t)klE(X'“) £ Ra(f)  ViER, (107)

wobei

tX|m o X 1.

|Rn(t)| <E (min{ n+1)!"° nl
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Beweis

e Mit vollstindiger Induktion zeigen wir zunédchst, dass fiir beliebige n € N und ¢t € R

it it @it)” ! |t"
e —(1+ﬁ+...+ - )‘gmm{(nﬂ)!,zﬁ}. (108)

e Fiir n = 0 gilt offenbar . .
e =1 < || +1=2

und
|t]

t
it — 1] = ‘/eisds‘ < /|eis|ds v
0 0

e Es gelte nun (108) fiir ein n € N. Dann gilt auch

ntl . ¢ n .
o (G Sk

k=0 k=0
. [t]
Induktionsannahme |s | n+1 | s | n
< / 'n{ , —} d
- (n+1)! n!
I¢] _— |¢] .
< min{/ 5 ds , 2 s ds}
(n+1)! n!
0 0

) { |t|n+2 |t|n+1 }
= min .
(m+2)!" " (n+1)!

e Damit ist die Giiltigkeit von (108) fiir jedes n € N bewiesen.

e Wenn nun in (108) die Zahl ¢ durch tX ersetzt wird und wenn auf beiden Seiten von (108) der
Erwartungswert gebildet wird, dann ergibt sich fiir jedes ¢t € R

(it)* N itx itX (itXx)"
|‘px(t)_; o E X )‘ = ‘Ee —]E(1+ R )‘
itX _ itX {itx)" ‘
< Ele (1+ TR )
X'Il—‘rl Xn
< ]Emin{lt | , 129
(n+1)! n!
e Damit ist (107) bewiesen. 0

Beweis von Theorem 5.22

e Fiir beliebige n € Nund k € {1,...,n} betrachten wir die charakteristische Funktion () = E el?Xn*
von X,k

e Wegen Theorem 5.18 gilt fiir die charakteristische Funktion ¢x_, +..+x,.,, (t) der Summe X1 +...4+ X,

Xt Xun () = [[ one(t)  VEER.
k=1
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Wegen des Stetigkeitssatzes fiir charakteristische Funktionen (vgl. Theorem 5.20) geniigt es also zu
zeigen, dass fiir jedes t € R

. = _ —t2/2‘ _
Jim ‘k]:[l onk(t) — e 0. (109)

e Aus (99) und aus Lemma 5.11 ergibt sich, dass

‘ﬁ Oni(t) — e—t2/2‘ — |H SOnk ﬁ e "kt2/2|
k=1 k=1

" 2 42 2
3wt (1= 2225) 4 2\1 TS

IA

k=1

e Um (109) zu beweisen, genligt es nun zu zeigen, dass beide Summen in dieser Abschétzung fiir n — oo
gegen Null konvergieren.

e Aus Lemma 5.12 ergibt sich, dass fiir jedes € > 0

0 (t)—(l—ﬁ) < E min{[t X2, 206X 02}
nk D) = nk| > nk
< P o[ AP (z) + 2 / 242 dFo(z)
(—€,e) R\(—¢,8)
< eltfPol, + 2t / 2 dF(z) .
R\(—¢,s)

e Weil € > 0 beliebig klein gewahlt werden kann, ergibt sich nun aus (99) und (101), dass
n

Jim 2

k=1

e Um zu zeigen, dass auch die zweite Summe fiir n — 0o gegen Null strebt, benutzen wir die Tatsache,
dass fir |z| <1/2

le™® —1+z| < 2?

und dass wegen (104)

N | =

tzmaxa <
1<k<n

fiir jedes hinreichend grofse n > ng gilt.

e Hieraus folgt, dass fiir n > ng

th &
2\1 e Ll < T o
k=1

t! 2 N~ 2

S TR 2o

== k=1

¢4 )

- Z 1r§nlilgxn Tnk -

e Aus (104) ergibt sich nun, dass auch die zweite Summe fiir n — co gegen Null strebt. O

Der folgende zentrale Grenzwertsatz von Ljapunow enthilt eine Bedingung, die zwar schirfer, jedoch einfacher
handhabbar ist als die Lindeberg-Bedingung (101) in Theorem 5.22.
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Theorem 5.23 Fiir jedes n € N sei Xp1,...,Xnn : Q@ = R eine Folge von unabhdngigen Zufallsvariablen, die
den Bedingungen (99) geniigen. Falls

n

: 246 _
dim Y E|Xu [ =0 (110)
k=1
fiir ein 6 > 0, dann gilt fir jedes x € R
lim P(Xp1 + ...+ Xpn < 2) = 8(2). (111)
n—oo
Beweis
e Fiir beliebige §,e > 0 gilt
2 |z[>+0
¥ dFp(z) < p; dF, ()
R\(—¢,¢) R\(—¢,¢)
< 676E |Xnk|2+6 .
e Aus (110) folgt also die Giiltigkeit der Lindeberg-Bedingung (101) in Theorem 5.22. O
Beachte

e In den Theoremen 5.22 bzw. 5.23 haben wir gezeigt, dass die Lindeberg-Bedingung (101) bzw. die
Ljapunow-Bedingung (110) hinreichend fiir die asymptotische Normalverteiltheit der Summe X, +
...+ X, sind.

e Die Lindeberg-Bedingung (101) und damit auch die Ljapunow-Bedingung (110) sind im allgemeinen
jedoch nicht notwendig fiir die asymptotische Normalverteiltheit der Summe X3 + ... + X,

e Wir illustrieren diesen Sachverhalt durch das folgende Beispiel.

e Seien X1,Xs,...: 2 = R unabhingige normalverteilte Zufallsvariablen mit EX; = EXy = ... =0
und
VarX; =1, VarX, =22 Vik>2.

e Dann ist die Summe X,; + ...+ X,, der Zufallsvariablen X,1,..., X, mit

X
N = ——k (112)

z Var Xk
k=1
N(0, 1)-verteilt wegen der Faltungsstabilitiat der Normalverteilung (vgl. Korollar 3.2)).
e D.h., es gilt insbesondere die asymptotische Normalverteiltheit (111).
e Die Lindeberg-Bedingung (101) ist jedoch nicht erfiillt, denn mit der Schreibweise

J
Var Xk

Var Xj
=1

Cnk =
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gilt fiir die in (112) eingefiihrten Zufallsvariablen
n n

Z / 22 dF () Z % / 22 d®(z)

k

F=1R\(Ze,e) k=1 R\(—/Cnke,\/Cnke)
1
> — z? d®(z)
Cnn
R\(—v/Cnn€s\/Cnnt)
2n—2 5
> dd
= 14+14+2+...42n2 / v (2),

R\(—v2z,v/2¢)

wobei diese untere Schranke offenbar nicht gegen 0 strebt.

e Der Grund hierfiir ist, dass in diesem Beispiel die Summanden X,,; mit grofem Index k nicht asymp-
totisch klein im Sinne von (105) sind, sondern die tibrigen Summanden dominieren.

Der folgende zentrale Grenzwertsatz, den wir hier ohne Beweis erwihnen, enthélt ein hinreichende und notwendige
Bedingung fiir die Giiltigkeit der asymptotischen Normalverteiltheit (111).

Theorem 5.24 Fiir jedes n € N sei Xp1,...,Xnn : Q@ = R eine Folge von unabhdngigen Zufallsvariablen, die
den Bedingungen (99) geniigen. Es gilt (111) genau dann, wenn fir jedes € > 0

n
TS [ kel Faete) - @)l de =0, (113)
F=LR\(Cese)

wobei D (z) = P(z/onk).

Einen Beweis von Theorem 5.24 kann man beispielsweise in Abschnitt IT1.4 des Buches A.N. Sirjaev ( Wahrschein-
lichkeit, Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1988) finden.

Beachte Fiir das in (112) betrachtete Beispiel normalverteilter Summanden ist die Bedingung (113) offenbar
erfiillt, denn es gilt F,x(z) — ®pi(z) = 0 fiir jedes z € R.

5.3.5 Anwendungsbeispiel: Dichteschitzung

e Seien X1, ..., X, : 2 — R unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariable, deren Verteilung absolutstetig
sei.
e Wir fassen die Folge X1,...,X,, als Modell fiir die Ergebnisse von n Experimenten, Messungen etc. auf,

deren Ergebnisse vom Zufall beeinflusst werden.

e Die Dichte f : R — [0,00) der Zufallsvariablen X3, ..., X, sei eine stetige Funktion, und es gelte

flz)>0 vz € (0,1) und flz)=0 Vz ¢ (0,1). (114)

e Die (konkreten) Funktionswerte f(z) fiir € (0,1) seien jedoch unbekannt.

e Wir wollen nun das folgende Schatzproblem untersuchen: Wie konnen die Funktionswerte f(z) fiir € (0, 1)
durch die ,Beobachtung” der Zufallsvariablen X3, ..., X,, geschitzt werden?
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Theorem 5.25 Fiir jedes x € (0,1) gilt

Jn — f(x), (115)
falls n — oo, wobei
Zn(z) = #{k: X € [L”i‘//ﬁm, Lm‘/jJﬁJ’ 1)} (116)

Beachte Wegen (115) kénnen wir Z,(z)/+/n fiir hinreichend grofies n als Schdtzer des Funktionswertes f(z)
auffassen; z € (0,1).

Beweis von Theorem 5.25

e Die Giiltigkeit von (115) ergibt sich aus der Tschebyschew-Ungleichung (4.72) und aus Satz von Slutsky
(vgl. Theorem 5.9).

e Und zwar sei fiir beliebige n € Nund k= {1,...,n}

X, = MlevA<V/mXu<lovil 1) —Pn(@) (117)
V() (1 — pa(@))
wobei
levm]+1
vn
pn(z) = / fy)dy
Lev/n]
N
e Die so definierten Zufallsvariablen X1, ..., X,, sind unabhingig und identisch verteilt (wobei ihre
Verteilung jedoch von n abhéngt), und es gilt
1 n
EX, =0, 0<o02,=VarX,,= ~ I;aik =1.
o Auflerdem gilt die Identitét
Zn(x) vn
X coe+ Xon = L - 118
bzw.
Zn z npnp\T 1-— n\ L
%—\/ﬁpn(x):\/\/_p()\(/ﬁ Pn(2)) (X1 + - ..+ Xnn) - (119)
o Weil
Vnpp(z) = f(z) >0 und 1—pp(z) =1, (120)

ergibt sich aus (119) und aus der Tschebyschew-Ungleichung (4.72), dass

298 iipa(@) 0. (121)

e Aufierdem gilt
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e Hieraus und aus (120) — (121) ergibt sich nun die Giiltigkeit von (115) mit Hilfe der Teilaussage 2 von
Theorem 5.8. O

Beachte Wenn die Dichte f : R — [0, 00) stetig ist, dann kann man mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes
von Ljapunow (vgl. Theorem 5.23) ein (zufilliges) Konfidenzintervall konstruieren, in dem der unbekannte

Funktionswert f(z) fiir grofie n mit einer (ndherungsweise vorgegebenen) ,,grofien” Wahrscheinlichkeit 1—a €
(1/2,1) liegt.

Theorem 5.26 Die Dichte f : R — [0,00) sei stetig, und es gelte (114). Dann gilt fir jedes © € (0,1) und fir
jedes a € (0,1/2)

lim P(Ln(z) < f(z) < Un(2)) =1-a, (122)
wobei i
Lo(z) = Zn(z)—@71(1 ;2&/2) Zn(z) +1
und
_ Zn(2)+ 91— a/2)\/ Zn(x) + 1
Un(z) = 7 )
Beweis

e Aus (120) ergibt sich, dass fiir n — oo

n 4

SE(XY) = i (1 = pn(2))*pn(x) + ph(2)(1 — pa(x))

Pt pot (npn(2)(1 = pa(z)))”
1 (1=pa(@)® + 5 (@)
n pp(z)(1—pn(x))

1 (1 -pa(2))® +p) ()
Vi /npn(z)(1 = pn(z))

Die Bedingungen von Theorem 5.23 sind also erfiillt fiir § = 2.
Fiir die in (117) definierten Zufallsvariablen X1, ..., X, gilt deshalb

lim PXp1+...+ Xpn<z) =9®(z) VzeR. (123)

-0,

Aus der Identitét (118) und aus (123) ergibt sich nun, dass fiir grofie n

Zn(z) vn -1 ~
{Gv ‘“ﬁpn(w)‘\/ﬁmxl—pﬂ(x))>‘I’ (1-a/2) ~a.

Wegen (120) ergibt sich hieraus und aus dem Satz von Slutsky (vgl. Theorem 5.9 bzw. 5.11), dass

Zn () Vn -1
W—f(x)) ?SQ (1—a/2)) ~rl-a.

z)
Auf die gleiche Weise ergibt sich nun hieraus und aus (115), dass fiir grofie n

P<—<I>—1(1 —a/2) < (Z\"/(g) —f(:c))1 /m <371 —a/2)) ~l—a.

Durch Umstellen dieser Ungleichungskette nach f(z) ergibt sich schliefilich das Konfidenzintervall

(Lu(), Un(a)) = (Zn(x)—‘l"l(l \_/S/Z)W, Za(x) + 271 \_/5/2) Zn(x)+1)

fiir den unbekannten Funktionswert f(z). O

P(—<1>—1(1 —a/2) < (
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6 Tabellen fiir Verteilungsfunktionen und Quantile

Tabelle 1 Verteilungsfunktion ®(z) der Standardnormalverteilung

132

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 | 0,500000 0,503989 0,507978 0,511967 0,515953 0,519939  0,523922  0,527903 0,531881  0,535856
0,1 | 0,539828 0,543795 0,547758 0,551717 0,555670 0,559618  0,563559  0,567495 0,571424  0,575345
0,2 | 0,579260 0,583166 0,587064 0,590954 0,594835 0,598706  0,602568 0,606420 0,610261  0,614092
0,3 | 0617911 0,621719 0,625516 0,629300 0,633072 0,636831  0,640576  0,644309  0,648027  0,651732
0,4 | 0,655422 0,659097 0,662757 0,666402 0,670031 0,673645 0,677242  0,680822  0,684386  0,687933
0,5 | 0,691462 0,694974 0,698468 0,701944  0,705402 0,708840  0,712260 0,715661  0,719043  0,722405
0,6 | 0,725747 0,729069 0,732371 0,735653  0,738914  0,742154 0,745373  0,748571 0,751748  0,754903
0,7 | 0,758036 0,761148 0,764238 0,767305 0,770350 0,773373  0,776373  0,779350  0,782305  0,785236
0,8 | 0,788145 0,791030 0,793892 0,796731 0,799546 0,802338  0,805106 0,807850  0,810570  0,813267
0,9 | 0,815940 0,818589 0,821214 0,823814 0,826391 0,828944 0,831472 0,833977  0,836457  0,838913
1,0 | 0,841345 0,843752 0,846136  0,848495 0,850830 0,853141 0,855428 0,857690 0,859929  0,862143
1,1 | 0,864334  0,866500 0,868643 0,870762 0,872857 0,874928 0,876976 0,878999  0,881000 0,882977
1,2 | 0,884930 0,886860 0,888767 0,890651 0,892512  0,894350 0,896165 0,897958  0,899727  0,901475
1,3 | 0,903199  0,904902 0,906582 0,908241  0,909877 0,911492 0,913085 0,914656 0,916207 0,917736
1,4 | 0,919243  0,920730  0,922196 0,923641  0,925066  0,926471 0,927855 0,929219  0,930563  0,931888
1,5 | 0,933193  0,934478 0,935744  0,936992  0,938220  0,939429  0,940620 0,941792  0,942947  0,944083
1,6 | 0,945201  0,946301  0,947384  0,948449  0,949497  0,950529 0,951543  0,952540 0,953521  0,954486
1,7 | 0,955435  0,956367 0,957284  0,958185  0,959071  0,959941  0,960796 0,961636  0,962462  0,963273
1,8 | 0,964070 0,964852  0,965621 0,966375 0,967116 0,967843  0,968557 0,969258  0,969946  0,970621
1,9 | 0,971284 0,971933  0,972571  0,973197 0,973810 0,974412 0,975002 0,975581 0,976148  0,976705
2,0 | 0,977250 0,977784 0,978308 0,978822 0,979325 0,979818  0,980301  0,980774  0,981237  0,981691
2,1 | 0,982136 0,982571 0,982997 0,983414 0,983823 0,984222 0,984614  0,984997  0,985371  0,985738
2,2 | 0,986097 0,986447 0,986791 0,987126 0,987455 0,987776  0,988089  0,988396  0,988696  0,988989
2,3 | 0,989276 0,989556 0,989830 0,990097  0,990358  0,990613  0,990863 0,991106 0,991344  0,991576
2,4 | 0,991802 0,992024 0,992240 0,992451  0,992656  0,992857  0,993053  0,993244  0,993431  0,993613
2,5 | 0,993790 0,993963  0,994132  0,994297  0,994457  0,994614  0,994766  0,994915  0,995060  0,995201
2,6 | 0,995339 0,995473  0,995603 0,995731  0,995855 0,995975  0,996093  0,996207  0,996319  0,996427
2,7 | 0,996533 0,996636  0,996736  0,996833  0,996928  0,997020  0,997110  0,997197  0,997282  0,997365
2,8 | 0,997445 0,997523  0,997599  0,997673  0,997744  0,997814  0,097882  0,997948  0,998012  0,998074
2,9 | 0,998134 0,998193 0,998250 0,998305 0,998359 0,998411  0,998462  0,998511  0,998559  0,998605
3,0 | 0,998650 0,998694 0,998736 0,998777 0,998817  0,998856  0,998893  0,998930  0,998965  0,998999
3,5 | 0,999767 0,999776  0,999784  0,999792  0,999800  0,999807  0,999815  0,999821  0,999828  0,999835
4,0 | 0,999968 0,999970  0,999971  0,999972  0,999973  0,999974  0,999975  0,999976  0,999977  0,999978
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Tabelle 2 ~-Quantil x7_, der x*-Verteilung mit r Freiheitsgraden

r\7v .005 .01 .025 .05 .10 .90 .95 975 .99 .995
1 .00004 | .00016 | .00098 | .0039 .0158 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88
2 .0100 .0201 .0506 .1026 .2107 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60
3 0717 115 216 .352 .584 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84
4 207 .297 .484 711 1.064 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86
5 412 .554 .831 1.15 1.61 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75
6 676 .872 1.24 1.64 2.20 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55
7 .989 1.24 1.69 2.17 2.83 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28
8 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 13.36 15.51 17.53 20.09 21.96
9 1.73 2.09 2.70 3.33 4.17 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59
10 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19
11 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 17.28 19.68 21.92 24.73 26.76
12 3.07 3.57 4.40 5.23 6.30 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30
13 3.57 4.11 5.01 5.89 7.04 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32
15 4.6 5.23 6.26 7.26 8.55 22.31 25 27.49 30.58 32.80
16 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27
18 6.26 7.01 8.23 9.39 10.86 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16
20 7.43 8.26 9.59 10.85 12.44 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00
24 9.89 10.86 12.40 13.85 15.66 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56
30 13.79 14.95 16.79 18.49 20.60 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67
40 20.71 22.16 24.43 26.51 29.05 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77
60 35.53 37.48 40.48 43.19 46.46 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95
120 83.85 86.92 91.58 95.70 | 100.62 | 140.23 | 146.57 | 152.21 | 158.95 | 163.64
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