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6.4 Dimensionsabdrücke . . . . . . . . . . . . . . . . 6

7 Zusammenfassung und Bewertung 7

1 Einleitung

Bei der Betrachtung von Fraktalen spielt der Begriff der Dimensi-
on eine wichtige Rolle. Hierf̈ur gibt es zahlreiche Definitionen, die
z.T. aber nur f̈ur bestimmte Arten von Mengen anwendbar sind. In
dieser Hauptseminar-Ausarbeitung befasse ich mich mit verschie-
denen ḧaufig gebrauchten Dimensionen. Zunächst werde ich die für
das Versẗandnis wichtigen Grundlagen der Maßtheorie zusammen-
fassen und auf das Hausdorffsche Maß sowie die Hausdorffsche
Dimension eingehen. Dies wird beides sehr knapp und ggf. unvoll-
sẗandig geschehen, da es nicht Inhalt meines Themas ist. Nach einer
kurzen Kl̈arung des Begriffes “fraktale Dimension“ werde ich dann
auf eine Auswahl von Dimensionsdefinitionen eingehen, deren Ei-
genschaften diskutieren und diese vergleichen.

2 Grundlagen

2.1 Maßtheorie

Zum Versẗandnis des Begriffes der fraktalen Dimension genügt es,
Maße auf Untermengen desRn zu betrachten.
Ein Maß beschreibt die Größe einer Menge und wird mitµ bezeich-
net. Es ist definiert als positive Zahl, die jeder Untermenge desRn

zugeordnet ist, mit folgenden Eigenschaften:
(1) Die leere Menge hat das Maß 0.
(2) WennA eine Teilmenge vonB ist, dann ist das Maß vonB
mindestens so groß wie das Maß vonA.

(3) Wenn eine Menge die Vereinigung von (nicht notwendiger Wei-
se disjunkten) Teilmengen ist, so ist die Summe der Teilmengen-
Maße mindestens so groß wie das Maß der Gesamtmenge. Es gilt
Gleichheit, wenn die Teilmengen disjunkte Borelmengen sind.
Außerdem gilt f̈ur BorelmengenA und B, dassµ(A \ B) =
µ(A)− µ(B).
Die Menge, auf die sich ein Maß bezieht, wird Träger genannt. For-
mell wird der Tr̈ager definiert als kleinste abgeschlossene Menge
X, für die gilt, dassRn \X das Maß 0 hat.
Ein Maßµ auf einer beschränkten UntermengeA desRn wird Mas-
severteilung genannt, wenn gilt:0 < µ(Rn) < ∞. Das Maßµ(A)
kann dann als Masse der MengeA verstanden werden.

2.2 Hausdorffsches Maß und Dimension

Sei U eine nicht-leere Untermenge desRn, dann ist das Diame-
ter |U | (d.h. der Durchmesser) definiert als größte Entfernung zwi-
schen zwei Punkten inU . Eineδ-Überdeckung einer MengeF ist
eine abz̈ahlbare oder endliche Menge von Mengen, die ein Diame-
ter von ḧochstensδ besitzen undF überdecken. Das Infimum vonP∞

i=1 |Ui|s über alleδ-Überdeckungen{Ui} von F für irgendei-
ne nicht-negative Zahls istHs

δ(F ). Je kleiner nunδ geẅahlt wird,
umso geringer wird die Anzahl der erlaubtenÜberdeckungen von
F und umso gr̈oßer wirdHs

δ(F ). Das s-dimensionale Hausdorff-
Maß wird definiert alsHs(F ) = limδ→0Hs

δ(F ). Dieser Grenz-
wert existiert f̈ur jede TeilmengeF desRn, ist aber normalerweise
0 oder∞.
Wird nunHs(F ) in Abhängigkeit vons als Graph aufgetragen,
sieht man, dass es eins gibt, für dasHs(F ) von∞ auf 0 springt.
Diesess wird die Hausdorff-DimensiondimH(F ) genannt und ist
für jede MengeF ⊂ Rn definiert. Es gilt also:

dimH(F ) = inf{s ≥ 0 : Hs(F ) = 0} = sup{s : Hs(F ) = ∞}.

3 Fraktale Dimension

3.1 Begriffskl ärung

Warum wird von einer fraktalen, also gebrochenen, Dimension ge-
sprochen? Das Hausdorffsche Maß ist eine Verallgemeinerung der
Begriffe Länge, Fl̈ache und Volumen. Skaliert man eine Kurve mit
dem Faktorλ, so wird die Kurvenl̈ange mitλ multipliziert. Wird
eine Fl̈ache mitλ skaliert, multipliziert man mitλ2, ein Volumen
wird durch Multiplikation mit dem Faktorλ3 skaliert. Der Expo-
nent des Skalierungsfaktors Lambda entspricht also der Dimensi-
on. Bei Fraktalen ist die GleichungMaßskaliert = Maßalt · λdim

nicht für ganzzahlige Dimensiondim lösbar. Es muss eine ge-
brochene (fraktale) Dimension eingeführt werden, wie z.B. die
Hausdorff-Dimension, die diese Skalierungseigenschaft erhält.

3.2 Teilerdimension

Wie bei der Hausdorff-Dimension taucht auch bei den meisten an-
deren Definitionen f̈ur Dimensionen dasδ als Skalierung des Maß-
stabs auf: Eine Menge wird so gemessen, dass Unregelmäßigkeiten,
die kleiner alsδ sind, ignoriert werden, d.h. je kleiner dasδ ist, um-
so genauer wird die Menge approximiert. Nun wird beobachtet, wie
sich die Messgr̈oße verḧalt, wennδ gegen0 strebt.



Betrachtet man z.B. eine KurveF , so kann der MaßstabMδ(F )
die Anzahl der Schritte der L̈angeδ sein, mit denenF

”
abgeschrit-

ten“ wird. Um eine Dimension vonF zu bestimmen, kann eine
ähnliche Gleichung wie oben aufgestellt und für δ → 0 betrachtet
werden: Seienc unds Konstanten,s ist die Teilerdimension,c die
s-dimensionale L̈ange vonF . Dann gilt:

c ∼ Mδ(F ) · δs

⇔ Mδ(F ) ∼ c · δ−s

⇒ log Mδ(F ) ' log c− s · log δ,

wobei die letzte Zeile besagt, dass die Differenz beider Seiten mit
δ gegen0 strebt. Damit gilt f̈ur s:

s = lim
δ→0

log Mδ(F )

− log δ
.

Der Term log c
− log δ

verschwindet f̈ur δ → 0, da c konstant ist und
limδ→0 log δ = ∞.
Es kann sein, dass für den MaßstabMδ(F ) keine exakte Formel
existiert. Dann wird der Wert für s durch eine obere und eine
untere Grenze angenähert.
Trägt manlog Mδ(F ) gegenlog δ als Graph auf, kanns als minus
dem Wert der Steigung abgeschätzt werden. Dies ist besonders für
rechnerische und experimentelle Zwecke nützlich. F̈ur Beispiele
aus der Wirklichkeit muss man mit einem endlichen Intervall für
δ rechnen, Theorie und Praxis gehen hier auseinander, wennδ zu
klein wird.

3.3 Eigenschaften einer Dimension

Die vorangegangenen̈Uberlegungen sind vereinfacht und treffen
nicht zwingend auf alle m̈oglichen Definitionen von Dimensionen
zu. Es ist sogar so, dass bei verschiedenen Definitionen ver-
schiedene Werte für die Dimension einer Menge herauskommen
können und dass unterschiedliche Dimensionen teilweise sehr
unterschiedliche Eigenschaften haben. Es gibt eine Anzahl von
Eigenschaften, die für eine Dimension ẅunschenswert sind (und
die auf die Hausdorff-Dimension zutreffen):

(1) Monotonie:E ⊂ F ⇒ dim(E) ≤ dim(F )
(2) Stabilität: dim(E ∪ F ) = max

�
dim(E), dim(F )

�
(3) Stabilität gegen̈uber abz̈ahlbarer Vereinigung:
dim(

S∞
i=1 Fi) = sup1≤i≤∞ dim(Fi) (4) Geometrische

Invarianz: dim(f(F )) = dim(F ), wenn f eine affine Trans-
formation im Rn (z.B. Translation, Rotation,̈Ahnlichkeit oder
Gleichheit) ist
(5) Lipschitz-Invarianz:dim(f(F )) = dim(F ), wenn f ein
Bi-Lipschitz-Transformation ist, d.h., wenn für f : X → Y gilt:
c1 · |x− y| ≤ |f(x)− f(y)| ≤ c2 · |x− y| für x, y ∈ X,
0 < c1 ≤ c2 < ∞
(6) Abz̈ahlbare Mengen:dim(F ) = 0, wennF abz̈ahlbar oder
endlich ist.
(7)Offene Mengen:F ist offene Teilmenge desRn ⇒ dim(F ) = n
(8) Glatte Mannigfaltigkeiten:dim(F ) = m, wennF eine glatte,
m-dimensionale Mannigfaltigkeit(z.B. Kurve, Oberfläche usw.) ist.

Die Eigenschaft der Monotonie trifft auf alle im Folgenden
hier genannten Dimensions-Definitionen zu, Stabilität auf die
meisten. Die Eigenschaften (3) und (6) treffen nicht auf alle
üblichen Definitionen zu, wohl aber (4) und (5). Eigenschaft (7)
und (8) stellen sicher, dass die Definition einer Dimension eine
Erweiterung der klassischen Definition ist.

4 Boxdimension

4.1 Definition

SeiF eine nicht-leere, beschränkte Untermenge desRn. Die untere
und obere Boxdimension sind definiert als

dimB(F ) = limδ→0

log Nδ(F )

− log δ

dimB(F ) = limδ→0
log Nδ(F )

− log δ

Wenn beidëubereinstimmen und der Grenzwert existiert, ist

dimB(F ) = lim
δ→0

log Nδ(F )

− log δ

die Boxdimension vonF . Nδ(F ) kann dabei eine der folgenden
Anzahlen sein:

• die kleinste Anzahl von geschlossenen Kugeln mit Radiusδ,
dieF überdecken

• die kleinste Anzahl von Ẅurfeln mit Seitenl̈angeδ, die F
überdecken

• die Anzahl von Ẅurfeln einesδ-Gitters, die sich mitF über-
schneiden

• die kleinste Anzahl von Mengen mit einem Diameter von
höchstensδ, dieF überdecken

• die gr̈oßte Anzahl von disjunkten Kugeln mit Radiusδ und
Mittelpunkt inF

All diese Definitionen sind̈aquivalent. Die Beschränkung auf nicht-
leere, beschränkte Mengen verhindert Probleme mit dem Logarith-
mus (

”
log 0“ oder

”
log∞“). Ein Würfel bzw. eine Kugel ist jeweils

in der entsprechenden Dimension definiert, z.B. ein Quadrat oder
ein Kreis imR2 oder ein Intervall imR1.
Anschaulich kann die Boxdimension als die logarithmische Ge-
schwindigkeit betrachtet werden, mit derNδ(F ) sich vergr̈oßert,
wennδ gegen0 strebt. Es ist also der Gradient des Graphen, wenn
manlog Nδ(F ) gegen− log δ auftr̈agt.

4.2 Beweis der Äquivalenz

Die Äquivalenz der f̈unf Definitionen f̈ur die Boxdimension ist
nicht in jedem Fall sofort zu sehen und soll jetzt gezeigt werden.
Sei Nδ(F ) die kleinste Anzahl von Mengen mit einem Diameter
von ḧochstensδ, die F überdecken.N ′

δ(F ) sei zun̈achst die An-
zahl von Ẅurfeln einesδ-Gitters, die sich mitF überschneiden.
Diese Ẅurfel sind zugleich Mengen mit einem Diameter vonδ

√
n,

dieF überdecken. Damit gilt:

Nδ
√

n(F ) ≤ N ′
δ(F )

D.h. entweder ist dies schon die minimale Anzahl von solchen
Mengen oder man k̈onnte eine anderëUberdeckung mit Maximal-
Diameterδ

√
n erzeugen, die noch weniger Mengen braucht. Wenn

δ
√

n < 1, dann ist

log Nδ
√

n(F )

− log δ
√

n
≤ log N ′

δ(F )

− log δ
√

n
=

log N ′
δ(F )

− log
√

n− log δ
,

und im Grenzwert

dimB(F ) ≤ limδ→0

log N ′
δ(F )

− log δ



Abbildung 1: Verschiedene Definitionen der Boxdimensionüber (i) die
kleinste Anzahl von geschlossenen Kugeln mit Radiusδ, dieF überdecken,
(ii) die kleinste Anzahl von Ẅurfeln mit Seitenl̈angeδ, dieF überdecken,
(iii) die Anzahl von Ẅurfeln einesδ-Gitters, die sich mitF überschneiden,
(iv) die kleinste Anzahl von Mengen mit einem Diameter von höchstens
δ, dieF überdecken und (v) die größte Anzahl von disjunkten Kugeln mit
Radiusδ und Mittelpunkt inF

und

dimB(F ) ≤ limδ→0
log N ′

δ(F )

− log δ
.

Auf der anderen Seite kann man die umgekehrte Ungleichung her-
stellen, indem man sich klarmacht, dass jede Menge mit einem Dia-
meter von ḧochstensδ in 3n Gitterwürfeln mit Seitenl̈angeδ enthal-
ten ist, n̈amlich jeweils einem Ẅurfel, der einen Punkt der Menge
F entḧalt und den angrenzenden Würfeln. Somit gilt:

N ′
δ(F ) ≤ 3n ·Nδ(F )

⇒ limδ→0

log N ′
δ(F )

− log δ
≤ limδ→0

log 3n ·Nδ(F )

− log δ

und limδ→0
log N ′

δ(F )

− log δ
≤ limδ→0

log 3n ·Nδ(F )

− log δ

⇒ limδ→0

log N ′
δ(F )

− log δ
≤ dimB(F )

und limδ→0
log N ′

δ(F )

− log δ
≤ dimB(F ).

Damit ist dieÄquivalenz der beiden Definitionen gezeigt.
Die Äquivalenz der Diameter-Definition mit der Definition, die die
Anzahl beliebiger Ẅurfel, dieF überdecken, betrachtet, kann auf
dieselbe Art gezeigt werden, da jeder Würfel mit Seitenl̈angeδ ein
Diameter vonδ

√
n hat und jede Menge mit einem Diameter von

höchstensδ in einem Ẅurfel enthalten ist, der eine Seitenlänge von
δ hat. Dasselbe gilt f̈ur dieÜberdeckung durch Kugeln mit Radius
δ, eine solche Kugel hat ein Diameter von2 · δ und eine Menge mit
einem Diameter von ḧochstensδ ist in einer Kugel mit Radiusδ/2
enthalten.
Als Letztes ist die auf dem ersten Blick erstaunlicheÄquivalenz
dieser Definitionen mit der letzten oben aufgeführten zu zeigen. Sei
N ′

δ(F ) die gr̈oßte Anzahl von disjunkten KugelnB1, . . . , BN′
δ
(F )

mit Radiusδ, deren Mittelpunkte inF liegen. Ein Punktx ∈ F
muss innerhalb eines Umkreises von höchstensδ von einem derBi

liegen. Ẅare dies nicht der Fall, so könnte die Kugel mit Mittel-
punkt x und Radiusδ zu der Menge der disjunkten Kugeln hin-
zugef̈ugt werden, was der Maximalität vonN ′

δ(F ) widerspr̈ache.
Man erḧalt also eine vollsẗandigeÜberdeckung vonF , wenn man
den Radius der KugelnB1, . . . , BN′

δ
(F ) verdoppelt. Damit erḧalt

man ein Diameter von4δ und es folgt

N4δ(F ) ≤ N ′
δ(F ).

Seien nunU1 . . . Uk Mengen mit einem Diameter≤ δ, dieF über-
decken. DieUj müssen damit auch die Mittelpunkt derBi überde-
cken, was bedeutet, dass jedesBi mindestens einUj entḧalt. Da die
Kugeln disjunkt sind, gibt es mindestens so vieleUj wie Bi:

N ′
δ(F ) ≤ Nδ(F ).

Wie oben kann man von diesen beiden Formeln den Logarithmus
nehmen und den Grenzwert für δ → 0 betrachten und kommt damit
wiederum auf die Gleichheit beider Definitionen für die Boxdimen-
sion, d.h. man erḧalt denselben Wert, wenn manN ′

δ(F ) für Nδ(F )
in die Definition einsetzt.

4.3 Minkowski-Dimension

SeiF ⊆ Rn undFδ = {x ∈ Rn : |x − y| ≤ δ für y ∈ F} die
δ-Nachbarschaft vonF . Dann gilt:

dimB(F ) = n− limδ→0
log voln(Fδ)

log δ

und

dimB(F ) = n− limδ→0

log voln(Fδ)

log δ

Es wird also betrachtet, wie schnell dasn-dimensionale Volumen
derδ-Nachbarschaft vonF schrumpft, wennδ gegen0 geht. IstF
ein Punkt imRn, so istFδ eine Kugel mitvol3(Fδ) = 4

3
πδ3. Ist

F ⊆ R3 eine Strecke der L̈angel, dann istvol3(Fδ) ∼ πlδ2, daF
durch einen Zylinder angenähert werden kann. WennF ⊆ R3 eine
Fläche mit Fl̈acheninhalta ist, so kann das Volumen mit der Formel
Grundfl̈ache mal Ḧohe angen̈ahert werden:vol3(fδ) ∼ 2aδ. In je-
dem der drei Beispiel-F̈alle istvol3(fδ) ∼ cδ3−s mit s = dim(F ).
Der Koeffizientc wird Minkowski-Inhalt vonF genannt und ist ein
Maß für die Länge, die Fl̈ache oder das Volumen der Menge, je
nach Dimension.
Ders-dimensionale Inhalt vonF ist definiert als der positive endli-
che Grenzwert vonvoln(Fδ)

δn−s für δ → 0, falls dieser exisitert. Durch
Umformung erḧalt man:

voln(Fδ)

δn−s
= c

⇔ log voln(Fδ)− (n− s) log δ = log c

⇔ s =
log c

log δ
+ n− log voln(Fδ)

log δ

⇒ lim
δ→0

s = lim
δ→0

log c

log δ
+ lim

δ→0
n− lim

δ→0

log voln(Fδ)

log δ

⇔ s = n− lim
δ→0

log voln(Fδ)

log δ
,

mit voln(Fδ) > 0, c > 0 und δ > 0. Wenn der Grenzwert nicht
existiert, kann es trotzdem m̈oglich sein, einen oberen und unteren
Grenzwert zu bestimmen. Der oben definierte Zusammenhang von
s (bzw. dem obere und unteren Grenzwert) mit der (oberen und
unteren) Boxdimension lässt sich folgendermaßen beweisen:



WennF ⊆ Rn mit Nδ(F ) Kugeln mit Radiusδ < 1 überdeckt
werden kann, dann kannFδ mit der gleichen Anzahl von Kugeln
überdeckt werden, die dieselben Mittelpunkt und einen Radius von
2δ haben. Wenncn das Volumen der Einheitskugel imRn ist, gilt
also:

voln(Fδ) ≤ Nδ(F )cn(2δ)n,

d.h. das Volumen vonFδ ist höchstens so groß wie das Gesamtvo-
lumen dieserNδ(F ) Kugeln. Mit dieser Ungleichung erhalten wir:

log voln(Fδ)

− log δ
≤ log Nδ(F ) + log 2ncn + n log δ

− log δ

⇒ limδ→0
log voln(Fδ)

− log δ
≤ limδ→0

log Nδ(F )

− log δ

+ limδ→0
log 2ncn

− log δ
+ limδ→0

n log δ

− log δ

und limδ→0

log voln(Fδ)

− log δ
≤ limδ→0

log Nδ(F )

− log δ

+ limδ→0

log 2ncn

− log δ
+ limδ→0

n log δ

− log δ

⇔ limδ→0
log voln(Fδ)

− log δ
≤ dimB(F )− n

und limδ→0

log voln(Fδ)

− log δ
≤ dimB(F )− n

Die entgegengesetzte Ungleichheit erhält man, indem manNδ(F )
disjunkte Kugeln mit Radiusδ und Mittelpunkten inF betrachtet
und deren Volumen aufaddiert. Diese Summe ist höchstens so groß
wie das n-dimensionale Volumen vonF :

Nδ(F )cnδn ≤ voln(Fδ)

⇔ log Nδ(F )

− log δ
+

log cn

− log δ
+

n log δ

− log δ
≤ log voln(Fδ)

− log δ

⇒ dimB(F )− n ≤ limδ→0
log voln(Fδ)

− log δ

und dimB(F )− n ≤ limδ→0

log voln(Fδ)

− log δ
.

Daraus folgt

dimB(F ) = n + limδ→0
log voln(Fδ)

− log δ

und dimB(F ) = n + limδ→0

log voln(Fδ)

− log δ

⇔ dimB(F ) = n− limδ→0

log voln(Fδ)

log δ

und dimB(F ) = n− limδ→0
log voln(Fδ)

log δ
q.e.d.

Im Zusammenhang mit dieser Gleichung wird die Boxdimen-
sion auch Minkowski-Dimension oder Minkowski-Bouligand-
Dimension genannt.

4.4 Vergleich mit der Hausdorffschen Dimension

Es gibt viele F̈alle, in denen die Boxdimension mit der Hausdorff-
Dimensionübereinstimmt. Im Allgemeinen gilt aber

dimH(F ) ≤ dimB(F ) ≤ dimB(F ) ∀F ⊂ Rn,

denn wennF mit Nδ(F ) Mengen mit einem Diameter vonδ über-
deckt werden kann, dann ist

Hs
δ(F ) = inf

n ∞X
i=1

|Ui|s : {Ui} δ − Überdeckungen von F
o

≤ Nδ(F )δs

und mit1 < Hs = limδ→0Hs
δ(F ) undδ klein genug:

log Nδ(F ) + s log δ > 0

⇒ s ≤ limδ→0

log Nδ(F )

− log δ
.

Ähnlich wie bei der Hausdorffschen Dimension lässt sich die
Boxdimension durch einen Graphen veranschaulichen, indem man
Nδ(F )δs gegens auftr̈agt. F̈ur s < dimB(F ) geht dieser Wert ge-
gen∞, für s > dimB(F ) gegen0 (jeweils für kleineδ), der Graph
macht also beidimB(F ) einen Sprung. Der Unterschied zwischen
Boxdimension und Hausdorffdimension wird klar, wenn man die
Definitionen vonNδ(F )δs undHs

δ(F ) direkt vergleicht:

Nδ(F )δs = inf
nX

i

δs : {Ui} (endl.) δ − Überdeckung von F
o

Hs
δ(F ) = inf

nX
i

|Ui|s : {Ui} δ − Überdeckung von F
o

.

Für die Berechnung der Hausdorff-Dimension werden verschiede-
ne Durchmesser|Ui| betrachtet, f̈ur die Boxdimension immer das-
selbeδ. Die Boxdimension gibt einen Indikator dafür, wie effizient
eine Menge von kleinen Mengen gleicher Größeüberdeckt werden
kann, die Hausdorff-Dimension benutzt kleineÜberdeckungsmen-
gen unterschiedlicher Größe. Das hat zur Folge, dass die Boxdi-
mension einfacher zu berechnen ist.

4.5 Eigenschaften und Probleme

Die folgenden Eigenschaften der Boxdimension gleichen denen
der Hausdorff-Dimension:
(1)Eine glatte,m-dimensionale MannigfaltigkeitF ⊂ Rn hat
BoxdimensiondimB(F ) = m.
(2)dimB unddimB sind monoton.
(3)dimB(E ∪ F ) = max {dimB(E), dimB(F )}, d.h.dimB ist
endlich stabil. Dies gilt nicht f̈ur dimB .
(4)dimB unddimB sind Bi-Lipschitz-invariant.

Die folgende Eigenschaft scheint auf den ersten Blick erfreu-
lich, hat aber Nachteile zur Folge:

dimB(F ) = dimB(F )

und
dimB(F ) = dimB(F ),

wobeiF der Abschluss vonF ist, d.h. die kleinste abgeschlossene
Teilmenge vonRn, dieF entḧalt.
Der Beweis verwendet die Kugel-Definition der Boxdimension:
SeienB1 . . . Bk geschlossene Kugeln mit Radiusδ. Wenn die ge-
schlossene Menge

Sk
i=1 Bi F entḧalt, entḧalt sie auchF . Also ent-

spricht die kleinste Anzahl von Kugeln mit Radiusδ, dieF überde-
cken, der kleinsten Anzahl von Kugeln mit demselben Radius, die
die evtl. gr̈oßere MengeF überdeckt und damit ist die (obere und
untere) Boxdimension dieser beiden Mengen gleich.
Eine direkte Folge dieser Gleichheit ist, dassdimB(F ) =
dimB(F ) = n, wennF eine dichte Untermenge eines offenen



Intervalls desRn ist. Abz̈ahlbare Mengen k̈onnen damit eine Box-
dimension haben, die6= 0 ist. WennF z.B. die abz̈ahlbare Menge
der rationalen Zahlen zwischen0 und 1 ist, dann istF = [0, 1],
so dassdimB(F ) = dimB(F ) = 1. Außerdem hat die abzählbare
Vereinigung der Mengen, die jeweils nur eine rationale Zahl enthal-
ten, die Boxdimension1, obwohl jede einzelne dieser Mengen die
Dimension0 hat. Es kann also passieren, dassdim(

S∞
i=1 Fi) 6=

supi{dimB(Fi)}.
Diese Probleme k̈onnen vermieden werden, wenn man nur abge-
schlossene Mengen betrachtet, aber es bleiben trotzdem Schwierig-
keiten erhalten. Z.B. hat die kompakte MengeF = {0, 1, 1

2
, 1

3
. . . }

Boxdimension1
2
, obwohl alle Elemente der Menge bis auf die0

einzeln stehen.
Trotz dieser Nachteile ist die Boxdimension in der Theorie oft nütz-
lich, besonders in ihrem Zusammenhang mit der Hausdorffschen
Dimension.

4.6 Modifikation

Die Boxdimension kann so modifiziert werden, dass die eben auf-
geführten Probleme vermieden und alle Eigenschaften erfüllt wer-
den, die im Abschnitt 3.3 genannt wurden. Dadurch wird aber die
Berechnung verkompliziert.
SeiF eine Teilmenge desRn. Die modifizierte (obere und untere)
Boxdimension ist definiert als

dimMB(F ) = inf
{Fi}

n
sup

i
{dimB(Fi) : F ⊂

∞[
i=1

Fi}
o

und

dimMB(F ) = inf
{Fi}

n
sup

i
{dimB(Fi) : F ⊂

∞[
i=1

Fi}
o

,

wobei{Fi} die abz̈ahlbarenÜberdeckungen vonF sind. Man zer-
legt also F in eine abzählbare Anzahl von TeilmengenF1, F2, . . . ,
so dass die größte Teilmenge eine m̈oglichst kleine Boxdimension
hat. Es gilt:

dimMB(F ) ≤ dimB(F )

und
dimMB(F ) ≤ dimB(F ).

Wenn F abz̈ahlbar ist, dann istdimMB(F ) = dimMB(F ) = 0,
indem man dieFi als Mengen mit jeweils einem einzigen Punkt
wählt.
Für jedesF ⊂ Rn gelten die Beziehungen

0 ≤ dimH(F ) ≤ dimMB(F ) ≤ dimMB(F ) ≤ dimB(F ) ≤ n.

Für kompakte Megen kann man allein durch Betrachtung der Box-
dimension nachprüfen, ob diese mit der modifizierten Boxdimensi-
on übereinstimmt:
Sei F ⊂ Rn kompakt. Wenn gilt, dass für alle offenen Men-
genV , die F schneiden,dimB(F ∩ V ) = dimB(F ), dann ist
dimB(F ) = dimMB(F ). Dasselbe gilt f̈ur die untere Boxdimen-
sion.
Für den Beweis wird Baires Kategorie-Theorem verwendet, das be-
sagt, dass f̈ur F ⊂

S∞
i=1 Fi, Fi abgeschlossen∀i, ein Indexi und

eine offene MengeV ⊂ Rn existieren, so dassF ∩ V ⊂ Fi. Für
diesesi ist dimB(Fi) = dimB(F ). Mit dimB(F ) = dimB(F )
kann die Definition der modifizierten Boxdimension umgeschrie-
ben werden:

dimMB(F ) =

inf
{Fi}

n
sup

i
{dimB(Fi) : F ⊂

∞[
i=1

Fi, Fi abgeschlossene Mengen}
o

≥ dimB(F ).

Die entgegengesetzte Ungleichung wurde oben schon festgestellt,
so dassdimB(F ) = dimMB(F ) folgt. Auf dieselbe Weise beweist
man die Gleichheit der unteren Dimensionen.

5 Packmaß und Packdimension

Für den Nutzen der Boxdimension kann es ein Nachteil sein, dass
diese nicht unter der Verwendung eines Maßes definiert wird, auch
nicht in der modifizierten Version. Es ist aber möglich, die Ideen
der Boxdimension entsprechend weiterzuführen. Daf̈ur betrachtet
man eine dichte Packung aus disjunkten Kugeln mit verschiedenen
kleinen Radien.
Seis ≥ 0, δ ≥ 0 und{Bi} seien Mengen disjunkter Kugeln mit
Radien≤ δ und Mittelpunkten inF . Es wird definiert:

Ps
δ (F ) = sup

nX
i

|Bi|s
o

.

Ps
δ (F ) verkleinert sich mitδ, es existiert der GrenzwertPs

0 (F ) =
limδ→0 Ps

δ (F ). Da Ps
0 (F ) kein Maß ist, wird die Definition ab-

gëandert zu

Ps(F ) = inf
nX

i

Ps
0 (Fi) : F ⊂

∞[
i=1

Fi

o
,

was ein Maß auf demRn ist und s-dimensionales Packmaß genannt
wird. Die Packdimension wird dann definiert als

dimP (F ) = sup {s : Ps(F ) = ∞} = inf {s : Ps(F ) = 0}.

Durch das zugrundeliegende Maß ist diese Dimension automatisch
monoton. Es gilt sogar für alle abz̈ahlbaren Mengen von Mengen
{Fi}, dass

dimP

� ∞[
i=1

Fi

�
= sup

i
{dimP (Fi)},

da, wenn s > dimP (Fi) ∀i, folgt, dassPs(
S

i Fi) ≤P
i P

s(Fi) = 0, wasdimP (
S

i Fi) ≤ s impliziert.
Betrachtet man die Beziehung der Packdimension mit den anderen
Definitionen f̈ur Dimensionen, stellt sich folgender Zusammenhang
heraus:

dimH(F ) ≤ dimMB(F ) ≤ dimMB(F ) = dimP (F ) ≤ dimB(F )

Zunächst muss man beweisen, dassdimP (F ) ≤ dimB(F ): Für
dimP (F ) = 0 ist dies klar. Sonst ẅahlet unds so, dass0 < t <
s < dimP (F ). Dann istPs(F ) = ∞ und damitPs

0 (F ) = ∞.
Sei nun0 < δ ≤ 1 gegeben, dann gibt es disjunkte Kugeln{Bi}
mit Radien≤ δ und Mittelpunkten in F, so dass1 <

P∞
i=1 |Bi|s.

Abgenommen, f̈ur jedesk gäbe es genaunk Kugeln, f̈ur die
2−k−1 < |Bi| ≤ 2−k gilt, dann ẅare 1 <

P∞
k=0 nk2−ks. Es

muss eink geben mitnk > 2kt(1 − 2t−s), ansonsten ẅare die-
se Summe ḧochstens

P∞
k=0 2kt−ks(1 − 2t−s) = 1 (mit der geo-

metrischen Reihe). Diesenk Kugeln enthalten Kugeln mit Radius
2−k−2 ≤ δ, deren Mittelpunkte inF liegen. Wenn nunNδ(F )
die gr̈oßte Anzahl disjunkter Kugeln mit Radius inδ und Mittel-
punkten inF ist, dann ist demzufolgeN2−k−2(F ) · (2−k−2)t ≥
nk ·(2−k−2)t > 2−2t ·(1−2t−s), wobei2−k−2 < δ. Hieraus folgt,
dasslimδ→0Nδ(F )δt > 0, so dassdimB(F ) ≥ t mit der Defini-
tion der Boxdimension, die disjunkte Kugeln verwendet. Dies gilt
für jedest mit 0 < t < dimP (F ), und damit folgt die Behauptung.
Mit dieser Ungleichung l̈asst sich nun auch die Gleichheit von
Packdimension und oberer modifizierter Boxdimension beweisen:
Aus F ⊂

S∞
i=1 Fi folgt zusammen mitdimP

�S∞
i=1 Fi

�
=



supi {dimP (Fi)}, dass dimP (F ) ≤ supi {dimP (Fi)} ≤
supi {dimB(Fi)}. Mit der Definition der oberen modifizierten
Boxdimension erḧalt man nundimP (F ) ≤ dimMB(F ). Umge-
kehrt folgt auss > dimP (F ), dassPs(F ) = 0, so dass mit der
Definition des PackmaßesF ⊂

S
i Fi für alle Mengen von Men-

genFi mit Ps
0 (Fi) < ∞ für jedesi. Für jedesi und für δ klein

genug gilt nun, dassPs
δ (Fi) < ∞. Mit der Definition vonPs

0 (F )
ist dannNδ(Fi)δ

s beschr̈ankt, wennδ → 0, wobei Nδ(Fi) die
kleinste Anzahl disjunkter Kugeln mit Radiusδ und Mittelpunkten
in Fi ist. Die entsprechende Definition der Boxdimension führt nun
zudimBFi ≤ s ∀i und mit der Definition der oberen modifizierten
Boxdimension folgt danndimMB(F ) ≤ s. Damit ist die Behaup-
tung bewiesen.
WennF ⊂ Rn kompakt ist unddimB(F ∩ V ) = dimB(F ) für
alle offenen MengenV , die F schneiden, dann istdimP (F ) =

dimB(F ), was direkt aus der entsprechenden Feststellung für die
modifizierte Boxdimension zusammen mit der eben bewiesenen
Gleichheit folgt.
Die Packdimension ist schwieriger zu berechnen als die Boxdimen-
sion, aber hat sie wesentliche Beiträge zur geometrischen Maßtheo-
rie für Fraktale geliefert und erweist sich insbesondere im Zusam-
menhang mit der Hausdorff-Dimension als nützlich.

6 Weitere Definitionen

6.1 Eine Variante der Hausdorffschen Dimension

Im Folgenden sei eine Kurve definiert als Bild eines Intervalls
[a, b] unter einer stetigen Bijektionf : [a, b] → Rn.
Es ist m̈oglich, für Kurven eine Dimension zu definieren, die
Abschnitte der Kurve selbst als Hüllmenge benutzt. Hierfür
betrachtet maninf

�Pm
i=1 |f([ti−1,ti ])|s

	
über alle m̈oglichen

Aufteilungena = t0 < t1 < · · · < tm = b, so dass alle Diameter
|f([ti−1, ti])| ≤ δ sind. Dann l̈asst manδ nach0 streben und sucht
den Wert f̈ur s, bei dem der Grenzwert von∞ nach0 springt.
Dieser wird dann als Dimension der Kurve definiert.
Für selbsẗahnliche Kurven entspricht diese Definition der
Hausdorff-Dimension, f̈ur andere Bespiele ist der Wert aber etwas
höher.

6.2 Einseitige Dimension

Die einseitige Dimension bezieht sich auf Fraktale, die der Rand
einer Menge sind. SeiA ⊂ Rn also eine Menge,F deren Rand und
Fδ die δ-Nachbarschaft vonF . Dann ist

dimOS(F ) = n− lim
δ→0

log voln(Fδ ∩A)

log δ
.

Diese Definition ist eine Abwandlung der Definition der Boxdimen-
sion, die den s-dimensionalen Inhalt einer Menge verwendet. Sie
wird z.B. in der Oberfl̈achen-Physik von K̈orpern verwendet.

6.3 Kritischer Exponent

Eine Cantormenge erhält man, indem von einem Intervall (z.B.
[0, 1]) eine Reihe von IntervallenI1, I2, . . . entfernt wird. Betrach-
tet man eine Menge, die auf solche Art entstanden ist, so kann
man ihre Dimension so definieren, dass

P∞
j=1 |Ij |s konvergiert,

wenn s < dimCE(F ) und divergiert, wenns > dimCE(F ).
dimCE(F ) wird dann kritischer Exponent der Reihe genannt und
entspricht der oberen BoxdimensiondimB(F ). Das Interessante
an dieser Definition ist, dass sie nicht die Menge selbst, sondern ihr
Komplement benutzt, also die Intervalle, die nicht dazugehören.

6.4 Dimensionsabdrücke

Als weiteres und letztes Beispiel einer Dimensions-Definition
möchte ich den Dimensionsabdruck als Variation der Hausdorff-
schen Dimension vorstellen, derÜberdeckungen mit Rechtecken
verwendet. Es ist eine Art Fingerabdruck einer Menge, der sich
selbst bei Mengen mit gleicher Hausdorff-Dimension unterschei-
det. Ein Dimensionsabdruck unterscheidet sich insofern von den
vorangegangenen Definitionen, als dass er nicht als einzelne Zahl,
sondern als Menge von Zahlentupeln definiert ist. Hier sollen nur
Untermengen einer Ebene betrachtet werden. In diesem Fall sind
die Dimensionsabdrücke ebenfall planar.
SeiU ein Rechteck (die Seiten m̈ussen nicht parallel zu den Koor-
dinatenachsen sein) und seiena(U) ≥ b(U) die Seitenl̈angen von
U . Für s, t ≥ 0, F ⊂ R2 und{Ui} Rechtecks-δ-Überdeckung von
F sei

Hs,t
δ (F ) = inf

nX
i

a(Ui)
sb(Ui)

t
o

.

Das MaßHs,t(F ) ist der Grenzwert vonHs,t
δ für δ → 0. Der

Dimensionsabdruckprint(F ) von F ist dann die Menge der
nicht-negativen Paare(s, t), für die Hs,t(F ) > 0 ist. Er ist
monoton, abz̈ahlbar stabil und es gilt außerdem für einen Punkt
(s, t) ausprint(F ) und (s′, t′) mit s′ + t′ ≤ s + t und t′ ≤ t,
dass(s′, t′) ∈ print(F ).

Abbildung 2:Die Dimensionabdr̈ucke von einige planaren Mengen

Dimensionsabdr̈ucke sind schwierig zu berechnen, können aber
nützlich sein. Betrachtet man die Graphen von Dimensionsab-



drücken, so sieht man, dass die Hausdorff-Dimension durch den
rechten Schnittpunkt mit derx-Achse gegeben ist. Ein Nachteil
von Dimensionsabdrücken ist, dass sie nicht Bi-Lipschitz-invariant
sind. Dies kann man dadurcḧandern, dass manprint(F ) umde-
finiert als Menge aller(s, t), für die gilt, dassHs,t(F ′) > 0 für
alle Bi-Lipschitz-BilderF ′ vonF . Das ẅurde aber die Berechnung
wiederum weiter verkomplizieren. Auch die Definition von Dimen-
sionabdr̈ucken in Analogie zur Boxdimension, d.h. mitÜberde-
ckungen von Rechtecken gleicher Größe, vereinfacht die Berech-
nung nicht.

7 Zusammenfassung und Bewertung

Neben der Hausdorffschen Dimension und ihren Variationen er-
weist sich insbesondere die Boxdimension in Theorie und Praxis als
nützlich. Sie wurde wahrscheinlich zusammen mit der Hausdorff-
schen Dimension entwickelt, musste aber aufgrund von mathemati-
schen Nachteilen schließlich hinter dieser zurückstehen. Der große
Vorteil der Boxdimension ist die leichte Berechenbarkeit, bei den
meisten anderen Definitionen gibt es hier Probleme. Bei der Be-
trachtung von fraktalen Dimensionen muss immer abgewogen wer-
den zwischen rechnerischem Aufwand und gewünschten mathema-
tischen Eigenschaften einer Definition. Außerdem kommen manche
Definitionen f̈ur die betrachtete Menge, bzw. das betrachtete Fraktal
oder das spezielle Anwendungsproblem meist gar nicht in Frage.
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