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Kapitel 1

Einfuhrung

1.1 ABSTRACT

Im Folgenden werden wir uns mit verschiedenen Begriffen der Selbstabhbil-
dung und der Dimension beschaftigen um dann sehr schnell den Begrifl des
Fraktals zu erkldren. Zudem werden Wege aufgezeigt, wie man Fraktale kon-
struieren kann und welchen Nutzen sie haben.

1.2  Die Cantor-Drittelmenge

[0, 1]
0, 73T S

Abbildung 1.1: Cantor-Drittelstaub

Obiges Bild zeigt uns den sogenannten Cantor Drittelstaub bew. das Cantor Diskon-
timuum, welches von Georg Cantor {1845 - 1918) entdeckt wurde. Dabel startet man mit
einer Strecke, etwa dem abgeschlossenen Intervall [0, 1], Das Intervall wird in 3 gleiche
Teile geteilt. Das mittlere offene Intervall wird herausgewischt und es bleiben die Inter-
valle [0, '-!_| uned |=: 1] fibrig. Diese werden wieder dreigeteilt... das Verfahren wiederholt
gich. Nach n Schritten erhalten wir 2 abgeschlossene Intervalle der Linge —',, Betrachiet
man diesen Vorgang Bir im, ..% so bleibt eine Menge von disjunktem Staub®



6 KAPITEL 1. EINFUHRUNG
1.3 Eigenschaften des Cantor-Staubes

1.3.1 Miaichtigkeit

Unter Verwendung einer geeigneten ﬂ:iL]mmLiEi:‘rnmg, etwa durch Umwandlung von |[]. 1|
in , Terndrzahlen®, anschliessender Einteilung in die drei Klassen ,abirechend oder peri-
odisch mit Periode 2, L periodiseh mil Periode von 2 verschieden®, Jweder abbrechend
noch periodisch” und dem Wissen, dass dieses Intervall diberabzihlbar ist, kann man
zeigen, dass der Cantor-Staub iiberabzihlbar ist.

Nun berechnen wir doch einmal provokativ die Gesamtlinge aller herausgewischten In-
tervalle

1. Schritt: :T

2. Schritt: 2. 2
3. Schritt: 27 . &

4. Schriet: ...

n. Schrigg: 2%=-1. ﬁ

und erhalten mit der geometrischen Reihe £ 377 (21° = 1. Dieses Ergebnis entlockt
Verblitffung, denn der Cantor-Staub ist liberabzihlbar.

1.3.2 Wahrscheinlichkeit

Die Wahrscheinlichkeit, beim Werfen eines Pleils auf das Intervall [0, 1], einen Punke des
Cantor-Staubes zu treffen ist 0, denn

relative Haufigheit

— 10

Zahl der giinstigen Fille 25"
Lahl der moglichen Falle A

Fazit des ersten Kapitels: Wir haben eine Menge, das Intervall [0, 1], entdeckt, bei
der jalles” herausgewischt wird und dennoch etwas lbrig bleibt, das die Machtigheit des
Kontinuums hat.



Kapitel 2

Fraktale in 2D - Selbstahnlichkeit und
der Begriff des Fraktals

2.1 Selbstihnlichkeit im strengen Sinn

Definition 1 Gegeben sei pine kompakte Punkimenge €@ in einem melrischen Roum.
Sie werde in N = 1, bis guf Rondelemente paarweise disfunkle, kongruenle Teilmengern
i, i £ {12, N} zerlegt, also 7 L_J;" (i Wenn es dann fiir alle © eine Ahnlick-
keitsablildung ~ mil (02,) = & gibl, donn heisst O selbsidhnlich im sivengen Sinn. Der
sugeordnete Vergriferungsfaklor wird mil p bezeichnet, p = 1.

Beispiel 1

Ads
= i fu '_ :
-~
.-"f'-.
__.-"-- EE— - - - -
.‘I-'f.: ..___.-" ME

| L -
A M 19 "

=z F=u

Abbildung 2.1: Einfache Beispiele filr selbstihnliche Mengen im strengen Sinn
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2.2 Die Selbstahnlichkeitsdimension 45

Wenn wir uns obiges Heispiel 1 etwas genaver betrachten, so stellen wir einen Zusam-
menhang zwischen den dort angegebenen GréBen fest. Es gile p¢ = N. Dabel ist o die
anschauliche, uns vertraute Dimension.

Deflnition 2 Punktmengen & die dim strengen Sinne selbstdhnlich sind, mit N Zerle-
gungsrmengen und dem Vergrdferungsfaktor p besitzen die Dimension
logl V)

ds(G) = =

Muan spricht von der Selbstéhnlichkeitsdimension (Inder 5).

2.3 Der Begriff des Fraktals

Wegen N 2 und p — 3 hat unser Cantor-Staub, selbst bel einer Verfeinerung mit
p=3 und ¥ — 2" die Selbstihnlichkeitadimension

log(2™) - log(2)  log(2)

ds logi3™)  w-log(3)  log(3)

== [, BACE

Dhese Jrumme® Dhmension st eine echie ﬂl::lﬂr:ﬂm:}.umg. Dennoch war soetwas zu er-
warten, denn unser Cantor-Stanb ist weder ein Punkt mit Dimension « — 0 noch eine
Strecke mit Dimension 4 — 1. Irgendwie liegt er dazwischen. Als Dimension ergibt sich

in vielen Fillen eine nicht-ganze Zahl, weshalb man auch von fraklaler Geomelrie spricht
und die betrachteten (Punki-)Mengen auch Frakfale nennt.

Beispiel 2

PO A i ]
HEE EEN HEEE
(1 [L Il e nr m i m

Abbildung 22: N =3p =25
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logi 3)
Togl 2}

Im Vergleich zum Cantor-Staub wird nun mehr entferne: = ! Die Dimension
wird aber griber. Dies hilngt damit zusammen, dass die Staubdimension kein Mag fiir

das Gesamtgewicht® des Staubes ist, sondern viel mehr ein Mak fir seine gleichmikige
Verteilung.

= (0, GR2G

g

= lia

. legin 4+ 1) . 2r41
dg = lim —————=2 = lim ————=
Tk leg(2n 4 1) e 2(n 4 1)

2.4 Beispiele

Beispiel 3 Das Sierpinski Dreieck {Waclaw Sierpinski 1889 - 1969)

Fx)
£ 8
& A
LA S8
A 2
Lb A8
AT A AT A
Iy Y YV YYY
A 2
&8 &8
A A A A
LA S S LA S S
2 2 2 A
;?L& Lb A8 A4
A A A A A A A

Abbildung 2.3: ¥V =3 p =2

log( 3]

- 1, 5850
5 gz
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Strecken | Dreiecke
Liange Anzahl | Inhalt Anzahl
@ 3 o 1
3 3® LF, 3
._,% gntl ﬁ o an

mit i ﬁrl:2 l..-"'_i

Gesamlumfang der Limesmenge:

an
[ lim 3a| = | — =
()

(Fesambinhall der Lamesmenge:

Beispiel 4 Die Kochkurve (Helge von Koch 1870 - 1924)

P

’ 7 E
Lol Lt ek

Abbildung 2.4: Koch-Kurve
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Die Kochkurve entsteht, indem man die abgeschlossene Strecke [0, a| in drei kongru-
ente Leile teilt, diber dem mittleren Teil ein gleichseitiges Dreiock errichtet und dann die
Grundlinie dieses Drelecks herauswischt. Mit den verbleibenden Strecken verlRhrt man
auf die selbe Weise.

Die Hochkurve besitzt folgende Eigenschalten:

= Die Kochkurve ist iiberall stetig und nirgends differetierbar. Stetig, da sie ein
stiickweise stetiger Polvgonzug ist und nirgends differentierbar, da jeder Punkt
einmal Spitze® ist. Durch die Betrags-Funktion wissen wir, dass Spitzen” nicht
differentierbar sind.

= Die Kochkurve ist ist selbstihnlich im strengen Sinn mit NV 4, » 3. Man
betrachte die Koch-Kurve iiber den vier Strecken mit Linge %ﬂ nach der ersten
Iteration. Jede davon gibt aufgeblasen” die gesamie Kochkurve.

« Die Dimension der Koch-Kurve ist ds = (2550 = 212825 ~ 1 2618, Mit der Koch-
Kurve erkennt man nun: je gerknitterter, :i-EELn griker die Dimension.

= [Mig Linge der hoch-lourve ist oo,

Strecken
Linge | Anzahl
i 1
én |
#: r] n

Beispiel 5 Die Schneeflockenkuruve

A ¥ %

Abbildung 2.5: Schneellockenkurve
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e Die Schneeflockenkurve ist nicht selbstdhnlich, denn nimmt man einen Teil der
Kurve und _blikt” ihn auf, so ist darin nicht die gesamte Schoneeflockenkurve ent-

halten.

e Die Schnecflockenkurve hat die selbe Dimension wie die Koch-Kurve.

o Die LAnge (Umfbang) der Schneeflockenkurve ist oo,

Beispiel 68 Weilere Beispicle filr Kock-Kuroen

ﬁﬁhh
rtrr{fﬁ EEL:}..

S







I4KAPITEL 2. FRAKTALE IN 2D - SELBSTAHNLICHKEIT UND DER BEGRIFF DES FRAK



Kapitel 3

1111151011

Fraktale hoherer D

Einfache Beispiele fir selbstihnliche Mengen

Schwamm

3.1 Der Menger-
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Abbildung 3.1: Menger-Schwamm (Karl Menger 1902 - 1985)
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Das Volumen

Wiirfel
Inhalt Anzahl
o 1
Lip |2r—7=m
L 212
= a0

mit Vo = o

204 ™
V.. — lim 1-'.3(_) f
L — [ 2?

Beim Start haben wir die Oberfliche F 6. Nach der ersten Iteration bleiben
2 Wiirfel fibrig. Hatten sie keine gemeinsamen Flichen, so gibe es insgesami 20 . 6
Cuadrate des Inhalts a'n:. Das sind aber zuviele, Die 12 Kantenwiirfel haben mit den
anderen Wiirfeln je zwel Quadrate und die 3 Eckenwiirfel je drei gemeinsam. Dies be-
deutet Fy — [20. 6 — 48] La®.

Die Oberfliche

Nach der zweiten Interation bleiben noch 207 Wiirfel ibrig. Hatten sie keine gemein-
samen Flichen, so gibe es insgesamt 207 6 Quadrate, jedes mit Inhalt J;e®. Das sind
zuviele. Im Inneren eines einzigen Wiirfels der Kante ért miigsen 43, also 20 . 48 Flichen
abgezogen werden. Nun haben aber diese Wiirlel selber Quadrate der Kante E'rr gFemein-
sam und zwar & . 48, Dies bedeutet Fz = (207 .6 — 20 . 48 — 8. 48) e’

Mit vollstdndiger Indubtion ergilbt sich

F= [207 .6 — AR(20"1 L 20728 4. 80 et
207 (120 —48(1 4 2+ ..+ ()G
%.I}El%jﬂl 'a*[120 — 48 - £(1 - (3)")]
L 1a7 40+ 80(3)).

S0 erhalten wir

rl.ﬂ Ilmﬂ =4 ra

3.2 Physiologische Flachen

Definition 3 Maotivation: Forscher aus der Anaflomie suchen noch Modellen zur mao-
themalischen Beschretbung von Lungen oder Nieren. Daber stellen sie § Fordernungen:
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1. Die Flichenmafzabd I, soll unendlich graf sein.

2, Dhe Fliche soll in eine Grenzfliche (geschlossen ¥ endlick) eingebettel sein. Diese
Grenze wird erreicht ober nicht dberschriften.

5. Der Grenzkdrper und das Flichenfraktal besilzen die selbe Volumenmaofizahl,
4. Die Fliche soll fraklal sein. (Ungerade Dimension)
Flachen, die diese § Bedingungen erfillen, heissen physiologisch.

3.3 Erstes Wiirfelfraktal

Abbildung 3.2: Erstes Wilrfelfraktal

Eigenschaften

s Der Flicheninhalt £, des W-Fraktals ist oo

= Das Volumen 17, des W-Fraktals betrigt Za®

s Das W-Fraktal ist in ein Rhombendodekaeder eingebettet mit dem Inhalt V; =
o 1 B(La*la) - 2a°

s Das W-Fraktal ist selbstihnlich mit & = 13 und p = 3

 log(13)

= e 2 33T
° log(3)
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3.4 Zweites Wiirfelfraktal

| HT O

Abbildung 3.3: Zweites Wilrlelfrakial

Eigenschaften
+ Der Flacheninhalt /. des W-Fraktals ist o
= Das Volumen V.. des W-Iraktals betragt %n;’

= Das W-Fraktal ist in ein gestutztes Rhombendodekaeder eingebettet mit dem In-
halt Vi; = a®

« Das W-EFraktal ist selbstdhnlich mit & = 37V und ¢ =5

log(37
de log(37) 5 243
log ()

Fazit: Beide Wilrfelfraktale sind nicht physiclogisch, denn das erste Fraktal filllt den
Grenzkirper nur 2o T1% aus und das andere =u B6%

3.5 Weitere Fraktale und hohere Dimensionen

Das Tetraeder-Fraktal und das Oktaeder-Frakial sind physiclogisch, wohingegen die bis-
herigen Verfahren bel lkesaeder- und Dodekaeder-Fraktalen nicht klappen. In Dimension
4 und hiher lassen sich Wilrfel-Fraktale villig analog zu den bisherigen Verfahren kon-
struieren und berechnen. Andere Polveder hingegen scheitern daran, dass sie sich nicht
mehr in kongruente Teilfldchen zerlegen lassen. Eventuell milsste man dann neue Ver-
fahren konstruieren.
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Abbildung 3.4: Oktaeder-Fraktal und Tetraeder-Fraktal
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Kapitel 4

Selbstahnlichkeit 1m weilteren Sinn

Definition 4 Gegeben sei eine kompakte Punklmenge @ in einem melrischen Roum.
Sie werde in N = 1, bis ouf Rondelemente paarweise disfunkie, kongruente Teilmengen
G, i e (L2, N} zerlegl, also & = UY .. Wenn es dann fiir alle § eine Ahnlich-
keitsablildung ~, mit (5] = gibt, dann heisst © selbstihnlick im weileren Sinn. Die
lelll'lllifﬁ.’hlif‘ihfﬂktuf'ﬂﬂ seten p; und es gelte p; = 1.

Worin besteht der Unterschied zur Definition Jjm strengen Sinn™?

In der vorigen Definition gab es eine einzige Ji]m]idlkﬂilﬂﬂbhﬂﬂung und die Teilmengen
(7; waren paarweise kongruent. Jetzt existieren verschiedene Ahnlichkeitsabbildungen
und die Teilmengen (&; gind nicht kongroent.

Beispiel T Sierpinski-Dreieck mil Variationen

21
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4.1 Ein ,neuer* Dimensionsbegriff

Der bisherige Dimnnsimmhtgri[f galt nur fiir Punktmengen die selbstihnlich im strengen

Sinn waren. Wir bendtigen also eine Erweiterung.

Wir definierten: d= ﬁﬁ-—:;uunr N = also N . ¢?F — 1mit g ';-:]

Stellen wir doch einmal folgende Beobachtungen an:

N=N +N,=6

Gz %I

Nygy + Nogi = 56(1)° + 1(2)° =1

Definition 5 d-

Punktmengen G, die im weiteren Sinne selbstdhinlich sind mit N, und p; = 1, sowie
N =% N, besitzen die Dimension dz, wobei 5 N, . (g% = 1.
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Existenz von dg

N
Ni- (@) = () + (@)™ +.. 4+ (@) =D

T -
N, Surmmaenden =1

Betrachte die Funktion
F:Rif — R

N
T — E qr-:
=1

mit den Eigenschaften

o [7(x) ist stetig, weil g7 stetig ist.

o F(r) > 0weil z € B und ¢; > 0

o lim, o Fir) =0, well 0 < g < 1 also im, e g =0
o F(0) =N =1 weil g =1

o Flir) = E?l g7 - loglq;) < 0 denn g7 = 0 und log(q:) < 0 wegen
(< <1

Graph ger Funidion F

L 2

I 18t streng monoton fallend und mit dem Zwischenwertzatz folgt, dass
der Wert 1 genau einmal angenommen wird.

de lasst sich oft nur numerisch bestimmen.



KAPITEL 4. SELBSTAHNLICHKEIT IM WEITEREN SINN



Kapitel 5

Selbstaffinitat

5.1 Die Barnsley-Maschine

Abbildung 5.1: Michael Barnsley

Die Barnsley-Maschine betrachtet einen anderen Ansatz bei der Erzeu-
gung von Fraktalen. Bisher haben wir Fraktale durch wegwischen® gene-
riert. Die Maschine erschafft Fraktale durch 3 Arbeitgéinge, niamlich durch
Verkleinern, Kopieren & Anordnen, [terieren.

Mit Hilfe des Computers lisst sich diese Maschine sehr leicht realisieren,
denn die 3 Arbeitsgéinge lassen sich durch affine Abbildungen beschreiben:

G’ = Ax +

Es geniigt dann einen solchen IFS-Code (Iteriertes Funktionen System)
vorliegen zu haben:

235
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(s i b ] = LY L3
i It Il LA
et R R
0 I LU TR
&ly A i —43 i 3

Abbildung 5.2: Tabelle mit IFS-Cade

Definition 6 Gegeben sei etne kompakte Punktmenge & in einem mefri-
schen Rawm. Ste werde in N > 1, bis auf Randelemente poarweise disjunk-
te, kongruente Teilmengen (&;, i € {1.2..... N} zerlegt, also & = UY (5.
Wenn es dann fiir alle i affine Abbildungen ~ mit +(G;) = & gibt, dann
heisst O selbstaffin.

Fin Beispiel fiir die Anwendung des [F5-Codes 1st das Farnblatt von
Michael Barnsley:

ay; i ag Am h iy

il [ 0 0 0niG 04 009

| 8: ] D85 Ol 0.04 085 407 06
|84 02 =13 025 02 035 O.04

o |—-01h 028 025 0 052 048

Abbildung 5.3: IFS-Code fir das Farnblatt
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Abbildung 5.4: Durch IFS-Code erzeugter Farn

5.2 Verwendung von IFS5-Codes

o Verwendung als Bildkompression

o Schaffung neuer, vorallem naturihnlicher Gebilde durch probieren
e Erschaffung von Kulissen in Hollywood

o Schaffung von dsthetischen Kunstwerken durch Kinstler

o Sehr wirtschaftlich, kleiner Speicherbedarf im Vergleich zum Fernseh-
bild mit etwa 300 00 Pixeln.

Barnsley:

o Interesse am codieren von beliebigen Bildern mit Hilfe von affinen
Transformationen

o Liek sich solche Verfahren patentieren und nutzt sie kommerziell. Als
Folge gibt es dazu kaum wissenschaftliche Publikationen.
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