TECHNIKEN ZUR BERECHNUNG DER DIMENSION
KATHARINA KIESEL

ZUSAMMENFASSUNG. Im Folgenden werden Techniken zur Berechnung der Di-
mension von Fraktalen aufgezeigt. Es wird unter anderem definiert was eine
Masse-Verteilung ist und wie mit dem Masse-Verteilungs-Prinzip die Dimensi-
on abgeschétzt werden kann. Es folgen zwei Beispiele, eines zur Cantor-Menge
und eines zur modifizierten Cantor-Menge, dabei wird das Masse-Verteilungs-
Prinzip angewendet. Im letzten Teil wird die Potential-theoretische Methode
vorgestellt.

1. EINLEITUNG

Fiir die Berechnung der Dimension von Fraktalen wird unter anderem mit
der Hausdorff und der Box-Dimension gearbeitet. Im Folgenden werden dafiir
notwendige Definitionen gegeben.

Definition 1.1. U sei eine nicht-leere Teilmenge des R™. Der Durchmesser |U|
sei definiert als |U| = sup {|x —y| : 2,y € U}. U; ist eine 6-Uberdeckung von F,
falls U; eine abzdhlbare Anzahl von Mengen ist, mit grofitem Durchmesser d, die
F' diberdecken.

Sei F' eine Teilmenge des R™ und sei s eine nicht-negative Zahl, fiir jedes o > 0
definieren wir HY(F) = {inf 3.2 |U;|* : U;6 Uberdeckung von F}.

H*(F) = lims_o, Hj(F) ist das s-dimensionale Hausdorff-Mafl von F'.

Als Hausdorff-Dimension wird Folgendes bezeichnet: dimy F' = inf {s : H*(F') = 0} =
sup {s : H*(F) = oo}

Bemerkung: Die Hausdor(f-Dimension ist der Wert fir s an dem H*(F) von oo
nach 0 springt.

Definition 1.2. F' sei eine nichl-leere beschrinkte Teilmenge des R™, Ns(F') sei
die kleinste Anzahl der Mengen, die hochstens den Durchmesser § > 0 haben und
F diberdecken. Die obere Box-Dimension wird definiert als:

— log Njs(F
dimg(F') = liminf Og—‘s().
k—o0 — lOg )

Die untere Box-Dimension wird definiert als:

log Ns(F
dimg(F) = liirisogp O%T(;((S)‘
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2. MASSE-VERTEILUNGS-PRINZIP

Theorem 2.1. Angenommen F kann von ny Mengen mit mazximalen Durchmes-
ser 0, > 0, wobei 0 — 0 fiir k — oo, tiberdeckt werden. Dann gilt:

: : .. log(ng)
dimy (F) < dimg(F) < 111£I—1>£fm'
Gilt zusdtzlich 6g11 > o, Yk € N mit einem ¢ € (0,1), so folgt:
- : log(ny)
dimp(F) < limsup —————.
Gilt zusdtzlich lim sup ngd;, < 0o, so ist H*(F') < oo.

k—o0

Beweis. Die erste Ungleichung folgt aus den Definitionen. Wir werden nur die
zweite Ungleichung bewiesen.

- . log(Ns(F'))
dimg(F') := limsup ————=
B( ) 5—>oop - 10g<5>
Fiir alle o gibt es eine Folge a,,, die gegen Null geht.
log(Na, (F))

dimgp(F) :=li
m(F) = = e (an)

Zu jedem a, wihle ein k,, mit
5kn+1 S an S 5kn
= O,y < Oppp1 < Gy < Oy,
= log(dx) > log(ay)
Hiermit folgt:
log(Na, (F))
—log(ay)
: log(Ns, +1(F))
< limsup ———+*"~+ 72~
- n—>oop - 10g(5kn)
|
< i sup 1811 (F)
n—00 IOg ¢ — log(éknﬂ-l)

log(Ns, +1(F))
—log(dk,,+1)

log ¢
log(dry,+1) +1

ey BN (F)
n—oo T log(ékn—s—l)
log(Ns, (F
< lim sup —Of(lo;k(gk )>)

dl_mB(F> = lzmnﬂoo

= lim sup
n—oo
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Im Folgenden werden wir den Begriff Masse—VerteilungBenutzen, welche eine
wichtige Rolle spielen wird.

Definition 2.2. Sei F' C R" eine beschrinkte Menge und p ein dufSeres Borel-
Maf$ auf R™. Ist supp(p) C F und gilt 0 < p(R"™) < oo, so wird u als Masse-
Verteilung auf F' bezeichnet. O.B.d.A. konnen wir u(R™) = 1 wdhlen indem wir
w durch pn(R™) =y ersetzen.

Theorem 2.3. Masse-Verteilungs-Prinzip (MVP)
Sei p eine Masse-Verteilung auf F'. Wir nehmen an, dass es fiir ein s > 0 Kon-
stanten ¢ = ¢(s) > 0 und 6y = Jo(s) > 0 gibt, so dass fir alle Mengen U mit
Durchmesser |U| < 0 gilt:
pU) <c-|UP.
F

Dann folgt daraus, dass H*(F) > 1) ynd

C

s < dimg(F) < dimg(F) < dimg(F).
Beweis. U; sollen Uberdeckungen von F sein.

0 < p(F) = pUl;) < ZM(Uz‘) <c: Z Uil?

F
= M) gy
Es wird nun auf beiden Seiten das Infimum angewendet. 0J

2.1. Beispiel zur Cantor-Menge. Es folgt nun ein Beispiel zur Cantor - Men-
ge, in dem die untere Grenze fiir die Hausdorff-Dimension berechnet wird.

Das MVP ermdéglicht es schnell eine untere Grenze fiir die Hausdorff-Dimension
zu finden.
Sei u(F) die natiirliche Massen-Verteilung auf F, so dass fiir jedes k die Intervalle
I von E}, der Linge 37%, die Masse u(I) = 2% haben. Die Gesamtmasse von
E}. wird bei jedem Schritt geteilt und gleichméfBig auf die Fjy,; Unterintervalle
verteilt.

k | Anzahl Intervalle | Intervall-Lénge | Masse

1 2 1/3 1/2
4 1/9 1/4
k 2k 3~k 2k

Sei U eine Menge mit Durchmesser |U| < 1/3 und sei k € N so dass

37(/64’1) S ’U’ < 37]6
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e U kann hochstens eins der Intervalle von E) schneiden. U hat hochstens
die Lénge eines Teilintervalls, die Liicken sind gleich grofl wie die Intervalle
oder grofer.

° M(U) S 2714: — efklogQ —

log(2 Toa(Z)
B|U R < c|U|=s®

og(2)
e Aus dem MVP folgt: Hﬁ(}?) >0 = dimyg F > }Zggg

2.2. Modifizierte Cantor-Menge. Es folgt nun ein weiteres Beispiel mit einer
modifizierten Cantor-Menge. Im Allgemeinen gilt: R” x -R™ hat die Dimension
n + m. Es wird gezeigt, dass diese Aussage im folgenden Beispiel gilt.

Sei F} = F x [0,1] € R? : Produkt der Cantor-Menge mit dem Einheits-
Intervall.

Dann soll dimy Fy =1+ {23} = s sein mit 0 < H*(F)) < oo

_ log(3) _ log(2) log(2)
e klog(2)log(3) — ¢ klog(3)10g(3) — (37k)10g(3) <

Zunichst wird gezeigt, wie man s = 1 + }Zig; erhilt.
Additivitat des Mafles:

H(F) = H*(Fy) + M (F)

Fiir ein Intervall gilt:

3H*(F) = H*(3FL)
Skalierungs-Eigenschaft:

HY(AH) = \N"H*(H)

H*(3FL) = 3°H*(FL)

M (Fp) =37 "H*(F)

Damit folgt fiir beide Intervalle:
HE(F) =2- 3" 5H(F)

Ist H* € (0,00), dann folgt:

1=2.3"°
1/2=3"*
o—108(2) _ ,(1-5)log(3)
log(2)
" log(3)
Aso ist s = }Zig; + 1 ist ein Kandidat fiir die Hausdorff-Dimension

Es folgt nun die Berechnung;:
Fiir jedes k wird F von 2% Intervallen der Linge 37* iiberdeckt.
Ein Rechteck bestehend aus 3% Quadraten mit Seitenlinge 37% (Durchmesser
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3k \/5) iiberdeckt den Teil von F} iiber jedem Intervall.
Wenn man alle Rechtecke zusammen nimmt, dann wird £} von 2% - 3* Quadraten
mit Seitenlinge 3% iiberdeckt.

M 5(F1) < 3°25(375V2)°
— 3k—ks .9k 93

— gk—ks ok 93

— k(1=9)10g(3) | Jklog(2) | 93

N|w

log(2)
_ k(- (Togzy T1)10g(3) | eklog(2) | 9

ok 1os(®) 125C) thlog(2) | 95

_ e—klog(2)+klog(2) . 2%

[N
(V1)

=2

= H*(F}) <22 und dimy(F}) < s

=2

Wir wollen nun zeigen, dass H® > 0 ist.

Berechnung;:
Sei u eine Masseverteilung.
U ist ein Rechteck mit Seiten parallel zu den Koordinatenachsen und Hohe h
= w(U)=h-27"
Jede Menge U kann von einem Quadrat mit Lange |U| {iberdeckt werden.
Wenn 3-*+1) < |U| < 3% dann iiberdeckt U héchstens ein Basis-Intervall von
F mit Seitenlinge 37%.

5(2)

= u(U) <|UI- 27" <|U|-3 kIoE)

< |- B8 < 38 U
= mit dem Masse-Verteilungs-Prinzip folgt: H*(Fy) > 0

3. THEOREM 3
3.1. Theorem 3.

Theorem 3.1. Sei F' eine Borel-Menge des R™ mit H*(F') = oo, dann gibt es
eine kompakte Teilmenge E von F, so dass 0 < H*(F) < oo.

Beweis. Fir den Beweis siehe Seite 62 des Buches 'Mathematical foundations and
applications’ von K. Falconer. O
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3.2. Anwendungen des Theorems 3.

e Man extrahiert sich aus der Menge F' eine Untermenge mit positiver,
endlicher Masse und schaut sich die Eigenschaften dieser Menge an. An-
schliefend versucht man von diese Eigenschaften im Zusammenhang mit
der grofleren Menge F' zu interpretieren.

e Eine Menge F' mit der Hausdorff-Dimension ¢ > 0 hat H*(F) = oo, falls
0 < s <t und beinhaltet somit eine s-dimensionale Menge.

4. POTENTIAL-THEORETISCHE METHODE

4.1. Korollare. Die Folgenden zwei Propositionen werden fiir den Beweis des
Theorems 4 benoétigt.

Corollary 4.1. Sei p eine Masse-Verteilung im R™ und sei F eine Teilmenge
des R"; ¢ sei eine Konstante, mit 0 < ¢ < co. B,.(z) sei die Kugel um x mit
Radius r > 0. Dann gilt:

o Wenn limsup, ., 222 <0 fir alle x € F dann ist H*(F) > 45

rs c

>
e Wenn limsup,_,, BTT—Ex) > 0 fiir alle x € F dann ist H*(F) < 254&%)

c

Corollary 4.2. F sei eine Borel-Menge des R™ mit H*(F') = oo. Dann gibt es
eine kompakte Menge E C F, so dass 0 < H*(F) < oo; fiir eine Konstante b gilt:

H*(E N By(x)) < br

4.2. Potential-theoretische Methode. Die Potential-theoretische Methode ist
ein Hilfsmittel um die Hausdorff-Dimension zu berechnen. Seither mussten wir
dazu eine grofle Anzahl an kleinen Mengen abschétzen. Dies wird nun durch das
Untersuchen eines bestimmten Integrals auf Konvergenz ersetzt.

Wer sich etwas mit Gravitation oder Elektrostatik auskennt, der hat schon mal
etwas von Potentialen und Energie gehort.

Definition 4.3. Fiir s > 0 ist das s-Potential an einem Punkt x im R™ auf-
grund der Masse-Verteilung p im R"™ definiert als

o) = [t ut) = (o) @)

Bemerkung: Wenn wir uns im R3 befinden und s = 1, dann erhalten wir das
Newton’sche Gravitationspotential.
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Definition 4.4. Die s-Energie einer Masse-Verteilung pv auf R™ ist

160 = [ e@dnte) = [ [ ——caula)auty)

Theorem 4.5. Sei F' ein Unterraum des R™

(1) Falls es eine Masse-Verteilung p auf F mit I°(n) < oo gibt, dann ist
H*(F) = oo und dimy(F) > s.

(2) Falls F eine Borel-Menge mit H*(F) > 0 ist, dann exisiert eine Masse-
Verteilung p auf F mit I'(p) < oo fiir alle t < s.

Beweis. Beweis zu Teilaussage 1: p sei eine Masse-Verteilung mit Support in F.
Definiere nun F; mit Fy := (z € F : limsup,_, @ > 0) wobei B,(x) eine
geschlossene Kugel um x mit Radius r ist. Wenn = € F', dann finden wir eine
Folge von Zahlen r; die gegen 0 strebt, so dass p(B,(x)) > er?

uw(B(x,r)) — p(x) =0
r—0

O.b.d.A sei p(x) =0 (Wenn u(x) > 0, dann ist klar, dass I5(p) = 0 ist). Es folgt
wegen der Stetigkeit von g mit 0 < ¢; < r; und ¢; klein genung;:

1
#(Ai) 2 geri(i € N)
mit A; = B,,(z) By (z)

p(Ai) = p(By; (x)) — p( By ()
Wir nehmen an, dass ;.1 < ¢; fiir alle 7, so dass A; disjunkte Ringe mit Mittel-
punkt z sind.

= ¢s(z
!9«" y!
yl Hw)
Z —erf = 0o
da |z —y| > r;7® Aber I ( fgbsdu ) < 00, so dass ¢s(x) < oo fiir u-fast alle
x uw(F1) =0 — lim(F) = 0
B
limTHOLS(x)) — 0, fallsz € F/Fy

Mit dem Corollary 4.1 und ¢ > 0 folgt:

HS(F) sz(F/Fl) > M(F/Fl) > :U’(F>_:LL<F1) _ N(F) _)HS(F) = 00

- c c
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Beweis der Teilaussage 2: Angenommen H*(F) > 0. H® wird benutzt um eine
Masse-Verteilung p auf F mit I(u) < oo fiir alle ¢ < s zu konstruieren. Mit
dem Corollary 4.2 folgt: Es gibt ein £ C F mit 0 < H*(E) < oo, so dass
H*(E N By(x)) < br®, wobei b eine Konstante sei. p sei eine Einschrinkung von
H? auf E, dass heifit:

wu(A):= H*(E € A)
u ist Masse-Verteilung auf F mit 0 < p(F) < oo Sei x € R fest:

() : m(r) :== u(B.(z)) = H*(E € B,(x)) < br®
mit 0 <t < s folgt:

1 1
(z) = ———d ———d
9(2) /w_y@ w— )+ /|| P aat)

< /IM>1 ldu(y) < / ldu(y) = p(R")

< / rtdm(r) + p(R")

mit partieller Integration und der Gleichung (*) folgt:

[rtm(r)]% + t/l r_(tH)m(r)dT + pu(R™)

0
<b-0+ bt/ e + u(R™Y)
1

< b(1+ ﬁ) + H°(F)

= ¢(x) < ¢y
so dass:
L) = [ dadue) < [ edu < e (R < o0
O
4.3. Verwendung Theorem 4. Theorem 4 stellt eine Verbindung zwischen
der Hausdorfl-Dimension und der Potential-Theorie her. Wenn es eine Masse-

Verteilung p auf der Menge F' gibt, die eine endliche s-Energie hat, dann hat F
wenigstens die Dimension s.
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4.4. Anwendungen.

e Anwendungen folgen vor allem noch in spéteren Vortrdgen (z.B. beim
Beweis des Projektions-Theorems)

e Anwendung des Satzes 4 vor allem auch bei Fraktalen Fj, die von einem
Parameter abhéngen.
Es gibt einen natiirlichen Weg eine Masseverteilung s, auf Fy fiir alle ¢
zu definieren, wenn wir zeigen kénnen, dass fiir ein s Folgendes gilt:
[ I(pe)do = [ [ [ ﬁdu(ﬁ(x)du(ﬁ(y)dgzﬁ < 00, dann ist I(us) < oo und
dimy(Fy) > s fiir fast alle ¢.
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