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1 Projektionen von Fraktalen

In diesem Kapitel befassen wir uns mit orthogonalen Projektionen im RR?
und deren Erweiterungen auf den R". Insbesondere interessiert uns dabei die
Anderung der Dimension bei der Projektion und die Anderung der Linge im
R? bzw. allgemein eines k-dimensionalen Mafl im R".

1.1 Einfiihrende Beispiele

Betrachten wir zunichst ein paar Beispiele von Projektionen im R? auf eine
Ebene: In Abbildung 1 links sieht man eine Kurve, die die Dimension 1 be-
sitzt, die Projektion dieser Kurve hat ebenfalls die Dimension 1. Ahnlich bei
der Fldche in der Mitte, die vor und nach der Projektion Dimension 2 hat.
Anders beim Wiirfel der die Dimension 3 hat, nach der Projektion jedoch
nur noch Dimension 2.
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Abbildung 1: Abbildung 2:
Projektion klassischer Mengen Projektion fraktaler Mengen
auf eine Fldache auf eine Fliche

In Abbildung 2 sehen wir zwei fraktale Mengen: F7 ist eine fraktale Menge
mit dimy F7 < 2, bei einer solchen Menge bleibt die Dimension im Allgemei-
nen bei der Projektion erhalten, F3 ist eine fraktale Menge mit dimyg Fy > 2,
deren Projektion die Dimension 2 hat.

1.2 Projektionen beliebiger Mengen

Sei Lg eine Ursprungsgerade im R?, die mit der x-Achse den Winkel @ bildet
(wie in Abbildung 3). Die orthogonale Projektion auf Lg bezeichnen wir mit
proje. I sei eine Teilmenge des R2.
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Abbildung 3: Abbildung 4:
Projektion fraktaler Mengen Projektion zweier Punkte
auf eine Flache aus der Menge F

Fiir zwei Punkte z,y € F gilt offensichtlich (nach dem Satz des Py-
thagoras): |projo(x) — projg(y)| < |z — y| (wie in Abbildung 4 veranschau-
licht), dh. projg ist eine Lipschitz Abbildung. Nach Korollar 2.4 [I] gilt:
dimg (projg F) < dimy F, auBerdem gilt dimy (projoF’) < 1, da projg F eine
Teilmenge von Lg ist. Somit gilt:

dimy (projgF') < min {dimy F, 1} (1)
Theorem 1.1 (Das Projektionstheorem). Sei F' C R? eine Borelmenge

(a) Wenn dimpy

(F) < 1, dann gilt: dimy(proj,(F)) = dimg(F) fir fast
alle 6 € [0, )

(b) Wenn dimy(F) > 1, dann hat proj,(F') (als Teilmenge von Lg) positive

Léinge und hat somit die Dimension 1 fir fast alle 6 € [0, )

Beweis. Fiir s < dimy F' < 1 existiert nach Theorem 4.13(b) [I] eine Mas-
senverteilung p auf F mit 0 < p(F') < oo und

/ / du?i)_‘ Cyl/rs(y) “ 2)

Um eine Massenverteilung g auf projg £’ zu bekommen, projeziert man fiir
jedes 6 die Massenverteilung i auf die Gerade Ly. Daher definiert man pg:

o ([a, b]) ::u{x:agx-gg b}
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fiir jedes Intervall [a, b], oder dquivalent:

| 0t = [t Biuto 3)

o0

fiir jede nicht-negative Funktion f. (5 sei der Einheitsvektor in Richtung )

Dann ist:
/ [/ / dﬂeu_iﬁbe( )} 20
/ // dp(z dua dp(z) - duo(v) |

///\ :
///‘x_

™

du

_ wegen(x)
T und(xk)

eyl yl
fiir beliebige feste Einheltsvektoren T.
) |@=9) 8] =[lz =l |0 cos 2] =

lz —y|°- ‘5‘ Jcos Z|°
(**) ‘5‘5 “|cos Z|° = M 7" - Jcos £]7 = ‘5 ‘S (mit 7 in (x — y)-Richtung)

~—

1
gilt in der Gleichung oben auch fiir ein beliebiges 7, da der Betrag von Ko-
sinus m-periodisch ist.

T do T do T do
- = s= | s <o (4)
0 |7.9 0 o |cos(T —0)]

7| - ‘ﬂ -cos(T — 0)

-

Somit gilt wegen (2) und (4):

e
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Nach Theorem 4.13(a) [I] gilt: dimpy(proj,(F)) > s, fiir alle s < dimg(F).
Auerdem gilt (1), somit:

dimg (projy(F)) = dimg(F)
fir dimy(F) <1 O

1.3 Projektionen von s-Mengen ganzzahliger
Dimension

In diesem Kapitel betrachten wir Projektionen von s-Mengen (Borelmengen
mit positiv finitem s-dimensionalem Hausdorffmafl und Hausdorffdimension
s).

Betrachten wir also eine 1-Menge F' C R?, dann besagt das Projektionstheo-
rem 1.1, dass die Projektion einer solchen Menge auf Ly fiir fast alle 6 die
Dimension 1 besitzt, jedoch wird keine Aussage iiber die Linge gemacht.

Theorem 1.2. Sei F eine requlire 1-Menge im R2.
Dann besitzt proj,F' positive Linge, aufler fiir mazimal ein 6 € [0, ).

Beweis (Kurzbeschreibung). Aufgrund von Theorem 5.9 [I] geniigt es, das
Theorem zu beweisen, wenn F eine Untermenge positiver Lange einer rektifi-
zierbaren Kurve C ist. Verwendet man das Lebesguesche Dichtetheorem, um
ein solches F durch kurze Unterkurven von C zu approximieren, dann geniigt
es, wenn wir den Fall betrachten, in dem F selbst eine rektifizierbare Kurve
C} zwischen zwei verschiedenen Punkten x und y darstellt. Die Projektion
einer solchen Kurve auf ein Ly besitzt eine positive Lange aufler fiir den einen
Wert von 6, fiir den die Linie Ly orthogonal auf der Geraden durch x und y
steht. O]

Im Allgemeinen wird eine Projektion proj, F' fiir alle 6 eine positive Léinge
besitzen. Einen abweichenden Wert wird es nur in dem Fall geben, in dem F
von einer zu Ly orthogonalen Menge von parallelen Liniensegmenten einge-
schlossen ist (wie bei Ly in Abbildung 5, die Projektion auf Ly in Abbildung
5 hat positive Lange)

Theorem 1.3. Sei F' eine irrequlire 1-Menge im R?.
Dann besitzt die Projektion proj,F fir fast alle € [0,7) eine Linge von
Null.

Im Allgemeinen hat eine irreguldre Menge die Lange Null, man kann sich
jedoch vorstellen, dass es Mengen gibt die, wie in Abbildung 6, aus unendlich
vielen Punkten bestehen, die so verteilt sind, dass die Projektion eine positive
Lénge hat.
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Lo

Abbildung 5: Projektion einer Abbildung 6: Projektion einer
reguldren 1-Menge irreguldren 1-Menge

1.4 Projektionen von beliebigen Mengen ganzzahliger
Dimension

In den bisherigen Theoremen haben wir keine vollstdndige Antwort auf die
Frage bekommen, ob Projektionen in der Ebene positive Lénge oder eine
Lange von Null besitzen.

Eine Teilmenge F des R? mit Hausdorffdimension 1 muss nicht unbedingt
eine 1-Menge sein. Fiir solche Mengen ist jedoch eine mathematische Analyse
schwierig, daher zeigen wir, dass es zu jeder dieser Mengen, eine Borel-Menge
gibt, fiir die stellvertretend die Lénge bestimmt werden kann.

Theorem 1.4. Sei Gy eine Teilmenge von Ly fir alle 6 € [0, 7).
Dann existiert eine Borelmenge ' C R?, so dass:

(a) proj,F O Gy, und
(b) length(proj, F' \ Gy) =0

Beweisidee (iterierten Jalousiekonstruktion). Sei E ein Liniensegment der Lange
A. € sei ein kleiner Winkel und k eine grofle ganze Zahl. Wir ersetzen E durch

k Liniensegmente der Lange von ungefahr \/k, wobei jedes Segment um den
Winkel € zu E gedreht ist. Diese Menge von Liniensegmenten bezeichnen wir
mit F,. Wir wiederholen diesen Vorgang mit allen Segmenten von F;, um
die Menge F, zu bilden, welche aus k? Segmenten, die jeweils eine Linge
von ungefihr A/k? haben und zu E um den Winkel 2 - € gedreht sind (wie

in Abbildung 7(a)). Wir fahren so fort bis wir die Menge E, erhalten, die
zu E den Winkel r - € hat, dieser Winkel soll ungefihr 7/4 sein, und deren
Segmente ungefihr die Linge \/k" haben.
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Wenn wir nun die Projektion von F, mit der Projektion der urspriinglichen
Menge E vergleichen, so sehen wir, dass die Projektionen der beiden Mengen
fir 0 < 0 < /2 nahezu identisch sind. Fiir —7/4 < 6 < 0 besitzt projyE,
eine sehr kleine Lénge, da die meisten zu Ly orthogonalen Linien, durch die
,schriggestellten Latten der Jalousie* hindurch gehen (Abbildung 7(b)). Die
Projektionen von E,. sind also in bestimmten Richtungen sehr dhnlich zu
denen von E, wihrend sie in anderen Richtungen fast verschwinden. Diese
Idee kann nun benutzt werden, um Mengen zu gewinnen, deren Projektionen
in einem bestimmten schmalen Projektionswinkel fast das gesamte Gy abde-
cken, die aber fiir andere Winkel gegen Null gehen. Durch Vereinigung solcher
Mengen erhalten wir eine Menge mit den geforderten Eigenschaften. O

E
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Abbildung 8: Fraktale Sonnenuhr
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Abbildung 7: Abbildung zum iterier-
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Abbildung 9: Sonnenuhr im Abbildung 10: kleine
Sonnenuhrenpark Glenk Taschensonnenuhr
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Diese Konstruktion kann auf hohere Dimensionen iibertragen werden. Ins-
besondere ist es moglich im R? eine Menge zu finden, deren Schatten Zif-
fern darstellen, die sich mit dem Projektionswinkel (dem Stand der Sonne)
dndern. So erhélt man eine digitle Fraktale Sonnenuhr (Abbildung 8)

Eine solche digitale Sonnenuhr wurde tatsidchlich 1994 gebaut. Die Erfin-
der der Sonnenuhr waren Werner Krotz-Vogel, Hans und Daniel Scharstein
[2]. In Abbildung 9 sieht man die grofie digitale Sonnenuhr, die im Sonnen-
uhrenpark in Glenk (Belgien) steht, in Abbildung 10 sieht man eine kleine
digitale Taschensonnenuhr.
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2 Produkte von Fraktalen

In diesem Kapitel befassen wir uns mit Produkten von Fraktalen. Diese sind
eine interessante Moglichkeit, neue Fraktale aus alten zu gewinnen. Insbeson-
dere interessieren wir uns dafiir, wie die Dimensionen der Ausgangsmengen
mit der Dimension der Produktmenge zusammenhéngen.

2.1 Einfiihrung

Sei £ € R" und F' € R™. Dann ist das (Kartesische) Produkt der beiden
Mengen definiert als:

ExF:={(z,y) e R :x € E,y € F}

In Abbildung 11 sieht man das Produkt aus dem Einheitsintervall E im R
und dem Einheitsintervall F im R?, diese Produktmenge bildet ein Einheits-
quadrat im R3. Abbildung 12 zeigt das Produkt zweier Kantoschen Drittel-
mengen.

Abbildung 11: Produkt Abbildung 12: Produkt zweier
zweier Intervalle kantorscher Drittelmengen

2.2 Produktformeln

Bei der Dimension klassischer Mengen gilt: dim(E x F') = dim(F) 4+ dim(F'),
bei fraktalen Mengen gilt dies jedoch nicht immer. Insbesonder fiir die Haus-
dorffdimension kann man hierfiir, wie wir spéter sehen werden, nur eine Un-
gleichung angeben.

Satz 2.1. Seien E € R" und F € R™ Borelmengen
mit H*(E), H'(F) < oo, dann gilt:

HH(E x F) > ¢ M (EYH!(F),
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wobet ¢ > 0 nur von s und t abhdingt.

Beweis. Sei E, F € R (allgemeiner Beweis nahezu identisch)

H*(E) oder H'(F') ist Null. Gleichung trivial.

Fiir 0 < H*(E), H'(F) < oo definieren wir eine Massenverteilung u iiber das
Rechteck I x J(I,J € R):

u(Ix J)=H(ENDH(FNJ)

Es kann gezeigt werden, dass hierdurch eine Massenverteilung p auf £ x F
mit u(R?) = H*(E)H!(F) definiert wird.
Mit Hilfe der Dichteschitzung aus Satz 5.1(b) [I] ergibt sich:

lim, _oH*(E N B(x,r))-(2r)* <1 (5)
fiir H* -fast alle z € E und

lim, oH'(F N B(y,r))-(2r)" <1 (6)
fiir H' -fast alle y € F

Da die Scheibe B((x,y),r) in dem Quadrat B(x,r)xB(y,r) enthalten ist gilt:
p(B((z,y),r)) < p(B(x,r) x Bly,r)) = H(EN B(x,r))H'(F N B(y,r)).

Also:
pB((z,9),1)) _ H(ENB(x,r)) H'(FNBy,r)

()t~ (2r)* (2r)*
Unter Verwendung von (5) und (6) folgt:

lim,—op(B((z,y),r))(2r) ¢+ <1
fiir p-fast alle (x,y)e E x F.
1

Nach Satz 4.9(a

) [1] gilt dann:
HAYE x F)>276

) (B x F) = 27K (B) - HY(F)

Produktformel 2.2. Seien EC R", FC R™ Borelmengen, dann gilt:

Beweis. Seien s,t beliebige Zahlen mit s < dimy(FE) und ¢ < dimg(F'), also
HE(E), H(F) =

Theorem 4.10 [I] besagt, dass es Borelmengen Ey C E und Fy C F mit
0 < H*(Ey) H!(Fy) < oo gibt.



2 PRODUKTE VON FRAKTALEN 12

Nach Satz 2.1 gilt:
HSH(E X F) > HSH(EO X Fo) >c- HS(Eo)Ht(F()) >0
Somit ist dimpg(E X F) > s+ t.

Wiéhlt man s und t beliebig nahe an dimg (F) und dimg (F'), so folgt
Produktformel 2.2.

Die umgekehrte Ungleichung gilt im Allgemeinen nicht. Sie gilt jedoch,
wenn die Hausdorffdimension und die obere Boxdimension von E oder F
iibereinstimmen, damit gilt dann Gleichheit.

Produktformel 2.3. Fiir jede Menge E C R™ und FF C R™ gilt:
dimy(E x F) < dimy(E) + dimg(F)

Beweis. Zur Vereinfachung sei £ € R und F' € R. Man wéhlt Zahlen s und
t mit s > dimy F und t > dimpF. Dann gibt es eine Zahl 6, > 0, so dass
F mit N5(F) < 6! Intervallen der Linge ¢ fiir alle § < §y iiberdeckt werden
kann. Sei {U;} eine beliebige §-Uberdeckung von E mit Intervallen, fiir die

gilt:
MU <1

Fiir jedes i sei U;; eine Uberdeckung von F durch Ny, (F) Intervalle der
Lénge |U;|. Dann ist U; x F' durch Ny, |(F') Quadrate {U; x U; ;} der Sei-
tenldnge |U;| iiberdeckt.

Daher ist £ x F' C |J;U;(U; x U;) und somit:

H8+t E x F < ZZ |U % U”|s+t < ZN|U, . s+t |U|s+t

< 2(s+t /QZ|U|7 |U|S+t s+t)/2

7

Fiir 6 — 0 ergibt H**(E x F) < oo fiir alle s > dimy F und ¢t > dimgp, also
ist dimy(E x F) < s+t O

Korollar 2.4. Wenn dimy(F) = dimpg(F), dann gilt:
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Beweis. Aus Produktformel 2.2 und 2.3 folgt:
dimy (E) + dimy(F) < dimy(E x F) < dimg(E) + dimg(F)

0

Eine niitzliche Verallgemeinerung der Produktformel setzt die Dimension
einer Menge in Beziehung zu den Dimensionen paralleler Ebenen. Wir
bezeichnen im R? die Gerade parallel zur y-Achse durch den Punkt (x,0)
mit L.

Satz 2.5. Sei F eine borelsche Teilmenge von R?.
Wenn 1 < s <2 dann gilt:

/Oo HHF N Ly)de < HE(F) (7)

[e.9]

Beweis. Sei € > 0 und {U;} eine §-Uberdeckung, so dass gilt:

Z|Ui|5 < HY(F) + €

U; ist im Quadrat S; der Seitenlénge |U;| enthalten, dessen Seiten parallel zu
den Koordinatenachsen sind (Abbildung 13). Sei x; Indikatorfunktion von S;
mit y;(z,y) = 1, wenn (z,y) € S; und =0 sonst.

i y

{a)

L X

X

Abbildung 13: (a) S; N L,

(b) Seitenlinge |U;| des Quadrats S; Abbildung 14: (a) x;

Fiir jedes x bilden die Mengen {S; N L,} eine -Uberdeckung von F N Ly,
also gilt:
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Hy (FNL) <) |Sin L)
= SN Ly[* S N Ly|

=N U8 N Lo

=ty |Ui|5_2/xi(:v,y)dy
(*) da das Quadrat die Seitenlédnge |U;| hat.(Abbildung 13)
(**) [ xi(z,y)dy entspricht der Seitenlinge des Quadrates (Abbildung 14)

Somit:

/ Wy (F 0 Ly)de < |Uyf* / / Vil y)dady
= U2 U
= ]Ui|s < HE(F) + €

Da € > 0 beliebig, gilt: [H; ' (F N L,)dz < H3(F)
Lésst man § gegen Null gehen folgt Ungleichung (7).

[
Korollar 2.6. Sei F' eine borelsche Teilmenge des R2.
Dann gilt fir fast alle x:
dimpy(F N L,) < max {0,dimy (F) — 1}
Beweis. Sei s > dimgy(F), so dass: H*(F) =0
Wenn s > 1 ist ergibt Satz 2.5: H*"'(F N L,) = 0 und damit ist
dimg(F N L,) <s—1, fir fast alle x.
[

Zum Schluss noch eine weitere niitzliche Verallgemeinerung:

Satz 2.7. Sei F eine beliebige Teilmenge des R? und sei E eine Teilmenge
der z-Achse. Angenommen, dass es eine Konstante ¢ gibt, so dass
HY{(FNL,) >c firalezekE
Dann gilt:

HT(F) > b-c-H(E)

wobet b > 0 nur von s und t abhdingt.
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