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Iteriertes Funktionensystem

Definition
Sei D eine geschlossene Teilmenge des R". Eine Abbildung S : D — D heisst

Kontraktion, falls es eine Konstante ¢ mit 0 < ¢ < 1 derart gibt, dass
|S(x)—S(y)| < c|x—y| fur alle x,y € D gilt.

Falls |S(x) — S(y)| = c|x — y| gilt, so bildet S Mengen auf geometrisch &hnliche
Mengen ab, und heisst dann Kontraktionsdhnlichkeit. ¢ wird dann auch
Skalierungsfaktor genannt.
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Sei D eine geschlossene Teilmenge des R". Eine Abbildung S : D — D heisst

Kontraktion, falls es eine Konstante ¢ mit 0 < ¢ < 1 derart gibt, dass
|IS(x)—S(y)| < c|x—y| fur alle x,y € D qilt.

Falls |S(x) — S(y)| = c|x — y| gilt, so bildet S Mengen auf geometrisch &hnliche
Mengen ab, und heisst dann Kontraktionsdhnlichkeit. ¢ wird dann auch
Skalierungsfaktor genannt.

Definition
Eine endliche Familie von Kontraktionen {Sy, ..., Sm}, mit m > 2, heisst

Iteriertes Funktionensystem oder IFS. Eine kompakte Teilmenge F von D
heisst Attraktor oder invariante Menge fir ein IFS, falls

F= Lm) Si(F).
i=1
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Hausdorffmetrik

Definition

Sei S das Mengesystem aller nicht-leeren, kompakten Teilmengen eines
metrischen Raums. Die Hausdorffmetrik auf S d ist dann wie folgt definiert.

d(A,B):=inf{5: A c Bs und B C As}

Abbildung: Veranschaulichung die Hausdorffmetrik
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Existenz und Eindeutigkeit des Attraktors

Theorem

Betrachten wir das IFS, gegeben mittels der Kontraktionen {Ss, ..., Sm} auf
D cR", so dass

1Si(x) = Si(y)l < cilx -y (1)

mit x,y € D und c¢; < 1 fiir alle i. Dann existiert ein eindeutiger Attraktor F, d.h.
eine nicht-leere kompakte Menge, so dass

F=(_si(F). £
i=1
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Theorem

Definieren wir ferner eine Abbildung S auf der Klasse S der nicht-leeren,
kompakten Mengen wie folgt:

S(E)=(_JS(E). (3)
i=1

mit E € S und schreiben S* fiir die k-te Iteration von S (also S°(E) = E und
SK(E) = S(SK-1(E)) fiir k > 1), dann gilt

F=()S"E) (4)
k=0

fir jede Menge E € S mit S;(E) c E fir alle .
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Beobachtung

Sei E € S beliebig.
» d(SK(E),F) — 0 (k — )
» SK(E)=U7, Sy 0...0 S (E)
mit I = {(iy,...,ik) : 1 < i < m}.
» Falls S;(E) C E:

F=UX jp,..)
mit Xiy i, = mioﬂ S,‘1 0..0 Sik(E)
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Algorithmen

1.

» Wahle initiale Menge E beliebig.
~ Stelle SK(E) fir ein k das groB genug ist dar.

2.
x€g R,
iteriere {
iergf{l,.. m}
x = §j(x)

male x sobald es ,nahe genug” an F liegt;
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Definition
Falls ein IFS aus Kontraktions&hlichkeiten S1, ..., Sm auf dem R" besteht, also

1Si(x) = Si(y)l = cilx -y,

wird der Attraktor dieses IFS selbstahnliche Menge genannt.
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Dimensionen selbstahnlicher Mengen: Betrachtung

Angenommen 0 < H5(F) < co mit s = dimyF
und F =J, Si(F) eine ,fast disjunkte” Vereinigung.

HE(F)= Y H(Si(F) = ) cFHE(F)
i=1 i=1
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Bedingung fir offene Mengen

Definition

Gegeben ein IFS mit Sy, ..., Spm. Man sagt, die S; erflllen die Bedingung flir
offene Mengen, falls eine nicht-leere, beschrénkte, offene Menge V existiert,
so dass

V> LmJ Si(V)
i=1

eine disjunkte Vereinigung der S;(V) ist.
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Lemma

Sei {V;} ein Mengensystem disjunkter, offener Teilmengen des IR", so dass
jedes V; eine Kugel mit dem Radius aqr beinhaltet und andereseits von einer
Kugel mit Radius aor eingeschlossen wird. Dann schneidet jede Kugel B mit
Radius r héchstens (1+2az)"a;" der abgeschlossenen Mengen V.
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Beweis.

Falls V; B schneidet, dann beinhaltet die Kugel mit gleichem Mittelpunkt wie B
und Radius (1 +2a0)r V. Angenommen, dass q der Mengen aus (V) B
schneiden, dann folgt aus der Aufsummierung der Volumina der
eingeschlossenen Kugeln mit den Radien a;r, dass g(a;r)" < (1 +2a0)"r",
woraus die behauptete Schranke fir q folgt. O

Abbildung: Veranschaulichung des Beweises von (2.1)
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Berechnung der Dimension selbstahnlicher Mengen

Theorem

Vorrausgesetzt die Bedingung flir offene Mengen (5) gilt flir die
Kontraktionsahnlichkeiten S; auf R" mit den Skalierungsfaktoren 0 < ¢; < 1 fiir
1 <i< m. Falls F der Attraktor des IFS {S;, ..., Sm} ist, d.h.

m
F=|Jsip), (5)
i=1
dann ist dimyF = dimgF = s, wobei s durch die Lésung der Gleichung
¢’ =1 (6)

m
i=1

gegeben ist. Ferner gilt fiir dieses s, 0 < HS(F) < 0.
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Abbildung: Beweisskizze
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Beispiel

Das Sierpinsky-Dreieck F kann als der Attraktor der Kontraktionsahnlichkeiten

8:0= 3% S:00= e 2 ) sa= g V7 ),

beschrieben werden. Die Bedingung fiir offene Mengen (5) ist fiir V als das
Innere von Ey gewahlt erflllt. Damit ist nach obigen Theorem

dimyF = dimgF =log3/log2, was gerade die Lésung von 3(1)° = ¥.3(3)° = 1
ist.
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Allgemeine untere Schranke

Proposition

Sei F der Attraktor eines IFS bestehend aus den Kontraktionen Sy, ..., Sy auf
einer abgeschlossenen Teilmenge des R". D.h. also, dass

1Si(x) = Si(y)l < cilx -yl
mit0 <c; <1 undx,y e R" fir alle i erfillt ist. Dann gilt:
dimyF < s und dimgF < s

wobei s die Lésung von Y, ¢f =1 ist.
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Allgemeine obere Schranke

Proposition

Sei {Sy,...,Sm} ein IFS auf einer abgeschlossenen Teilmenge D des R", flir
das

bilx -yl <1Si(x) = Si(y)| (7)

mit 0 < b; < 1 fiir alle i gilt. Angenommen der Attraktor F erfillt

F=[Jsip), ®)
i=1

wobei die Vereinigung disjunkt ist, dann ist F total unzusammenhéngend und
dimyF > s, wobei s die Lésung von Y[y c? =1 ist.
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Satz

Theorem

Sei V C R ein offenes Intervall. Seien S;, ..., Sm Kontraktionen auf V, die
zweimal differenzierbar sind, und fir die a <|S/(w)| < ¢ fir alle i und w € V gilt,
wobei 0 < a < ¢ Konstanten sind. Angenommen die S; erfiillen die Bedingung
fiir offene Mengen mit der offenen Menge V, dann existiert der Grenzwert

Jim ZI(SH 08 (@) | = p(s) (9)

fir alle s > 0, ist unabhéngig von w € V und ist fallend in s. Falls F der
Attraktor des IFS ist, dann ist dimyF = dimgF gleich der Lésung von ¢(s) = 1
und F ist eine s-Menge, d.h. 0 < H®(F) < oo fiir dieses s.
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Affine Abbildung

Definition

Eine Abbildung S : IR" — IR" heisst affin, falls sie sich als
Sx)=T(x)+b

schreiben lasst, wobei T eine lineare Transformation auf dem IR" und b € R"
ein Vektor ist.

Definition
Falls ein IFS aus affinen Kontraktionen Sy, ..., Sy, auf dem R" besteht, wird der
Attraktor dieses IFS selbstaffine Menge genannt.

W
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Singularwertfunktion

Definition
Seien 1 > a4 > ... > a, > 0 die Singularwerte von T. Fir 0 < s < nist die
Singuldrwertfunktion als

P3(T) = aqag - ap_gaf T,

definiert, wobei r € IN so gewahlt ist, dass r—1 < s <r gilt.

Beobachtung:
» @5(T) ist submultiplikativ, d.h. ®(TU) < p5(T)pS(U)
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Summe des k-ten Levels

Definition
Die Summe des k-ten Levels ist als

Wy = ZgoS(T,-‘ 0..0T;)
Ty

definiert.

Beobachtung:
» Die Folge W} ist auch submultiplikativ.
- (H)VE— WS, (k - o)
» p®N\ins > WS \Jins
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Vorausgesetzt W1, < 1, dann existiert ein eindeutiges s, so dass
1=WS, = liMkLe0(L7, (T, 0...0 Tj,))'/S. Umgestellt also:

d(Ty,..., T, /nf{s ZZ(p (Tipe Tip) <00

k=1 Iy

Theorem

Seien Ty,..., Ty lineare Kontraktionen und seien yj,...,ym € R" Vektoren. Falls
F die selbstaffine Menge ist, die

F=()(TiF)+y)
i=1

erflillt, dann ist dlmHF dimgF < d(Ty,..., Tm). Falls | Ti(x)— Ti(y)| < c|x —y| fdr
alle i, wobei 0 < ¢ < 2, dann gilt Glelchhelt fir fast alle (y1, ..., ym) € R™ im
Sinne des nm-dimensionalen Lebesgue-Mases.
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Approximierbarkeit

Theorem
Sei{S;,...,Sm} ein IFS und nehmen wir an, dass |Sj(x) — Sj(x)| < c|x —y| fir alle
x,y € R" mitc <1 gilt. Sei E c R" eine nicht-leere, kompakte Menge. Dann gilt

(10)

d(E, F) < d[E,U Si(E)] (1%0)
=i

wobei F der Attraktor des IFS ist und d die Hausdorffmetrik (siehe (3)).

Korollar

Sei E eine nicht-leere Teilmenge des R". Fiir jedes 6 > 0 existieren
Kontraktionsdhnlichkeiten S, ..., Sm mit einem Attraktor, der d(E, F) < 6 erfillt.
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