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Statistische Selbstédhnlichkeit

Zufillige Fraktale sind statistische selbstdhnlich.

Statistische Selbstihnlichkeit

Ein Fraktal ist statistisch selbstdhnlich, wenn VergréBerungen von
Teilen der Menge die gleiche Zufallsverteilung haben.
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Theorem 1
Analyse einer zufilligen Cantor Menge Theorem 2

Analyse einer zufalligen Cantor Menge
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Theorem 1

Analyse einer zufilligen Cantor Menge Theorem 2

Beschreibung der zufalligen Cantor Menge:
m G i = “ilv---ﬂ'k’/“il,---7fk—1’
ma<GC j,<bmtabeRmtO<a<b<i

m fiir jede Folge i1, ..., ix haben G j, 1 und G = || sowie
Ci....i.,2 und G = |b| dieselbe Wahrscheinlichkeitsverteilung

m Grundmenge 2 die Klasse von fallenden Folgen der Menge
[0, 1] =E D E D..
m Fraktal F = (2, Ex
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Theorem 1

Analyse einer zufilligen Cantor Menge Theorem 2

Mit der Wahrscheinlichkeit 1 hat die oben beschriebene Cantor
Menge die Hausdorff Dimension dimyF = s, wobei s die Losung
der Gleichung

E(C;+C5) =1 (1)
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Theorem 1

Analyse einer zufilligen Cantor Menge Theorem 2

m Abschidtzung nach unten iiber die s Energie

Theorem 4.13 a

Sei F eine Teilmenge von R"”. Wenn es eine Masseverteilung p auf
F gibt mit s-Energie /s(1) < oo, dann ist H*(F) = oo und

dimyF > s,
w=[ [H2E @)
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Theorem 1

Analyse einer zufilligen Cantor Menge Theorem 2

m Abschidtzung nach unten iiber die s Energie
m/cE
mu(l)=limioc {D|JF:JeEANICI}
m E(u(NIF) = 1°

Theorem 4.13 a

Sei F eine Teilmenge von R"”. Wenn es eine Masseverteilung p auf
F gibt mit s-Energie /s(1) < oo, dann ist H*(F) = oo und

dimyF > s,
) = [ [ ) @
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Theorem 1

Analyse einer zufilligen Cantor Menge Theorem 2

m fiir ein festes t mit 0 < t < s gilt:

[, eyt

= 2/ / Ix — y[Ttdu(x)du(y)
xel Jy€lg
< 2d7 " u( i) u(lR)
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Theorem 1

Analyse einer zufilligen Cantor Menge Theorem 2

m fiir ein festes t mit 0 < t < s gilt:

[, eyt

= 2/X6IL /yelR x =y du(x)du(y)
< 2d 1" u(l)n(IR)
m Wenn | € E,
B[ [ by dnan ) P

< 2d™ 1|7 E(u(/0) | Fi 1) E(1(/R) [ Fit1)
< 2d IR P
< 2d—t|”2s—t
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Analyse einer zufilligen Cantor Menge Theorem 2

/ / ey du)
< 2d7IE(|I>7Y)
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Theorem 1

Analyse einer zufilligen Cantor Menge Theorem 2

// =y du)du(»)

< 2d7IE(|I>7Y)

m Uber alle I € E; summieren

B [ ey duGodu)

ICE, Ny=l

< 2d7t]E(Z ‘”2571“)
1€ Ey
=2d7'\K

mit A\ =E(CF '+ ) <1
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Theorem 1
Theorem 2

Analyse einer zufilligen Cantor Menge

m Uber alle k aufsummieren:

B[ [ b=y dn0duy)
— B> z / /
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Theorem 1

Analyse einer zufilligen Cantor Menge Theorem 2

Verallgemeinerung der Konstruktion:
m Zerteilung des Intervalls in m Teilmengen V
m V eine offene Teilmenge von R” mit dem Abschluss V

m Die Menge Ej ist eine Vereinigung von m* abgeschlossenen

Mengen V/, ., wobei jj =1,..m
m Vj, ; ist entweder dhnlich zu V oder = ()
m N Anzahl der Mengen Vi, ..., V) die nicht leer sind.
m Fraktal F = (2, Ex
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Analyse einer zufdlligen Cantor Menge Theorem 2

Theorem 2

Die zuféllige Menge F, die so konstruiert wurde, ist mit
Wahrscheinlichkeit g leer, mit t = g die kleinste nicht negative
Loésung der Polynom Gleichung.

:iP N =t (3)

J=

Mit der Wahrscheinlichkeit 1 — g hat die Menge F die Hausdorff
und Box Dimension s mit

E(Y ) =1 (4)
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Theorem 3

Fractal percolation

Fractal Percolation
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Theorem 3

Fractal percolation

Proposition

Sei p € [0,1] gegeben und sei t = g die kleinste positive Ldsung
der Gleichung

t=(pt+1—p)° (5)

Dann ist F, mit Wahrscheinlichkeit q leer. Wenn p < % ist g =1.
Wenn % < p<1ldannist 0 < g <1 und mit Wahrscheinlichkeit
1— g ist dimyF = dimgF = log9p/log3.
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Theorem 3
Fractal percolation
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Fractal percolation

Klaus Scheufele Zufillige Fraktale



Theorem 3
Fractal percolation

= Mit § < p < 3 gilt mit Wahrscheinlichkeit 1, dass F, = () oder
dimyF, = log9p/log3 < 1 und F total unzusammenhangend.

m Sei 0,999 < p < 1. Dann exisitiert eine positive
Wabhrscheinlichkeit, dass das zufallige Fraktal F, die linken
und rechten Seiten von Eg verbindet.

Definition
Wenn F die linken und rechten Seiten des Quadrats Eg verbindet,
sagen wir, dass Percolation (Filtration) zwischen den Seiten von Egy

auftritt.
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Theorem 3

Fractal percolation

Theorem

Es gibt eine kritische Zahl p. mit 0,333 < p. < 0,999 so dass gilt,
wenn 0 < p < pc dann ist F, mit Wahrscheinlichkeit 1 total
unzusammenhangend, aber wenn p. < p < 1 dann gibt es eine
positive Wahrscheinlichkeit, dass F, die linken und rechten Seiten
von Ep verbindet.
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