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= Kapitel 13 — Dynamical Systems
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EITAUNG .

PRATWERGURG fitr Dynamische Systeme in
= Zahlentheorie
~ Jrov'r';
- raphle
=\ 1ri:§chaft
"~ Physik
;:‘-%_-.{-._ Biologie
~ = Maschinenbau

e  Es werden auch vor allem PCs aufgrund immer
komplizierter werdenden Modelle benotigt
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BREINdiskretes) Dynamisches System ISt ein
jtaire] FJ\/’ Programm (%)}
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i -rel |ntereSS|eren wir uns fur das

= Verhalten von {f(x)}._,*® fiir groBe k und
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~ verschiedene Startpunkte xeD, wobei D
eine Teilmenge von R" ist
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ERayamIsches System ist gegeben durch eine
Jf']r)r)‘—‘f Jrkung Genauer:

Sfyrdyn mlsches System ist ein Tripel (G,92,®),
worf (G, . e) eine Halbgruppe, Q eine
= —nichtleere Menge und ®: QxG— Q eine

;-._ bblldung sei, so dass flr alle xeQ2, g,heG gilt:

= e —— —

_" — Pp(xe) = und
= q>(<l>(x,9),h) = O(x,9°h)
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SRIVIENSIENT dass die ObEM gegebenen GIeichungen
zltjen) rJJUJ eln gelten

> u(x = fN(x) und neN,

>_ ) -‘qa(x m)n) mit meN,

= f(e(xm))

.,-—'l-_

=G

— = fn+m(x)
=®(x,n+m)
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ret es emr
Star dsanderungen bel Zeitsprungen
‘_~: t gegen 0 erhalt man Gleichungssystem

J "or juierliches System

| ' n bhanglges System

"'ffft Werden diese Systeme chaotisch, wenn man
- sje fir groBe Zeitintervalle t betrachtet.
AuBerdem betrachtet man die sogenannten
Attraktoren.



Abuaktoren .. - —
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EfALtraktor A ist eine Untermenge des
Pligsenraums, die unabhangig von der
/ejrenn |cklung eines dynamischen Systems ist.

ies bedeutet er hat die Eigenschaft, dass jeder Punkt dieser Untermenge
AR Y Gl *das dynamische System wieder auf einen Punkt in derselben
i ur 2hildet wird; hinzu kommt dass jeder Punkt auch Bildpunkt zumindest

| —t s‘Punktes ist, kurz S(t)A=A.)

-Ili-'

Dle zweite Eigenschaft des Attraktors ist, dass er
‘eine offene Umgebung besitzt, dessen Punkte
sich im Laufe der Zeit immer mehr dem Attrakor
nahern.
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SMALLraKtor Eist genauldann chaotisch wenn
iolgen de Bedingungen gelten:
Jer fblt von des Schritts {fX(x)} ist dicht in F fir einige xeF

*Dielperiodischen Abbildungspunkte von f auf F (fP(x)=x fir
= éﬁeblges peN) sind dich in F

f hat sensitive dependence on initial conditions. Das

- bedeutet soviel wie, dass es flr einen Punkt x und Punkte,
= die in einer sehr kIelnen Umgebung um x liegen, nicht

~+  Dbedeutet dass diese auch nach der Abbildung mit f wieder
=~ nah zusammen liegen.

(In Worten bedeutet dies, dass man F nicht mehr in kleinere Mengen
zerteilen kann (i) dass es eine regularen Aufbau hat (ii) und dass das
Verhalten von F nicht vohersagbar ist (iii).)
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2 Dijg 1;:st'ische Abbildung wird meistens
sisnbildliches Beispiel verwendet, wie
ROmplExes, chaotisches Verhalten aus sehr
— ein achen nlcht linearen dynamischen
—=€ leichungen entstehen kann

- 4-0 Mathematlsch kann dieses wie folgt
-~ _geschrieben werden:

Xn+1™ an(l-Xn)
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— X, u ﬂe Zahl zwischen null und eins ist und

rJJg evolkerung im Jahr n bezeichnet, und
: _J;g-_xE; glich vertritt X, die Ausgangsbevolkerung
— :a‘h“ Jahr 0),
~—das r eine positive Zahl ist und stellt eine
- kombinierte Rate fiir Reproduktion und

Verhungern dar.
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;?-:-—0- Zwel- und drei-

~—— dimenstionale
Phasendiagramme zeigen
die Falt-und-
Streckstrukturen der

logistischen; Abbuldung.



http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/7d/LogisticMap_BifurcationDiagram.png
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f] r@lr anden; num enige hauﬂge PZW.
rlstlschen Beispiele fr
c)\ /J’JrLEF che Systeme mit Attraktoren:
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{_513|e Backer Transformation
— D|e Hufeisen-Transformation
— Die Henon-Transformation
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( ”'J'mr | ensformatlon)

SpIENIISPrungsmenge wird um
EERfache gestreckt undl dabei b
Ir] rJér*i Bhe gestaucht (wie 0.001

BEIMNIEIT Ziehen). Danach
il *das entstandene Bild

—== e blert und mit Abstand in die
f_;—-g:?;;AnfangsgroBe“ abgebildet E

=
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> ForpEll ann diese Prozedur so beschrleben
W#J”FPE dass die Backer-Transformation eine
FiRKuenRIaes Einheitsintervalls (entspricht einem
Jmensmnalen Teig) in sich ist, d.h.
_-,-i:;;;g4 1]—>[O 1] mit:

'...:_FI__

falls = € [0,1/2]

—2r +2 fallsxe(1/2,1



DIERJMICISEN-ADDIIAUNG
(Flog se djrans ormatlon) |st
EINE J ~‘,JJ-" ‘Abbildungj
cli= s aostheorie
\/erwm lu ;;fqndet Sie dient
dazu g grundlegende
EIgenschaften dynamischer
- Syster e zu untersuchen

= n_Quadrat wird zuerst
_,;_ _;gestaucht und dann gestreckt. i
‘Im nachsten Schritt wird der (@) 7
- entstandene Streifen in die o 1 e e
Form eines Hufeisens
umgebogen.

_|.

# sed that o locally » product of @ kne segment and a Cantor sat
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rller sigm an
IJJDF)J”lJJ’JJ]J(*E Quadrat
JORAI0) T1f undl welche
J\/Jémgém al “Wwelche
2|0) ﬁ_)L det Werden

) “ﬁnﬁ'ttmenge F der
= pf den ist:das Produkt
~.=-::2We|er Cantormengen

“ FJSt kein Attraktor, da es
“Punkte gibt die sehr dicht e s
an F liegen, aber e
auBerhalb von E iteriert
werden
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— fu’ htllneare Verbiegung der y-
: brdlnate

= bb2(x,y) = (bx,y) fiir 0<b<1,

= — Spiegelung an der Hauptd|agonalen
e =

e By = (1,%).

—  Eine weitere wichtige Eigenschaft dieser
—_— “Abbildung;ist die Selbstahnlichkeit.

(Inieinfachen Worten ausgedriickt
verstehen wir darunter eine fraktale
Ver%roBerung eines beliebigen
Teillbereichs, der wieder ahnlich zu seinem
Anfangsobjekt ist.)

Hénon-Abbildung fiir die Parameter a=1,4
und b=0,3: hufeisenformiges Gebilde


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/de/2/23/Henonabbildung.jpg
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jolmEl dars der Autor'die' Henon-

T rrerorm SO dar:

Funktlon fiR2—R2 mit

(y+1 -axZ,bx) mit Konstanten a und b

-

Man kann die Henon-Transformation auch
mehrfach hintereinander anwenden so dass
man eine Figur folgender Form bekommt
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DEIFSOIEN:

OlerOJFJ v_, gediewir
\H:;f einem sollden
er |m oberen Bild
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= ‘,; o f fk(D) ist eine Menge, die
-~ vom sollden Torus in den selben

= _abbildet und im k-ten Schritt 2k
mal in diesem verlauft und dabei

sich auch der Radius verandert.
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VVIENm E 2ile oben auch gezelgt W|rd der
en DE:J idene ,,Schiauch™ in sichi selbst:
m*abgeblldet und so weiteriteriert.

» rH,r e| nimmt die Anzahl der ,Schlauche®
f;¢ m Schritt k um 2% zu und verringert sich
—= *der Durchmesser der neuen ,Schlauche”
~ Im gleichen Verhaltnis.

(Dimensionsberechnung in der Ausarbeitung)
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n Pefinitionsbereich D und eine
tnktion f:D—R" hat die Gleichung

D= /.. =0
&=Gine Familie von Flugkurven, die D fiillen.
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'QPI:I erbei ist flr jeden Startpunkt x, die
dazugehorige Flugkurve x(t) eindeutig
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2]t JrJrJE 1angiges Gleichungssystem

IWIERSEN uch die Kurve auf Grund der

Pelrelnlee T variiert, sie geht immer durch den
Sicllit unkt x;

=% Kein & solcher Kurven kreuzen sich

"f ur begrenze Menge and Attraktoren, wenn

. e

:.. —15 finitionsmenge D eben ist (|soI|erte Punkte
- und geschlossene Ringe)

I

,/ " - . " -
ERtipuieriiches Dynamischesiss
vsirelp _1* .
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NORLRLUIEHICheS Dy_{_llsmisch

ndestens 3! Dimensionen moglich.

2 '/Oﬁ ﬂ"gft nach den bekannten Methoden gelost werden
:B'sﬁ Transformleren von hoherer auf niedrigere
jDImensmn)

= 0_ MUssen einzeln untersucht werden da keine
Verallgemeinerung moglich

= -u—"
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= Schmetterlingsform eines
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-—~ | 1schen Lorenz

q-—

—_— At'tra ktors

~® Charakteristisch: Wechsel =
zwischen den Kreisen oo o R




"des lLorenz Attraktors ist:

o Dzl Gle_ ungssys en

2> /rlr == '_.- . -X)
W = x(p-2)-y und

”f./.* xy Bz

—F |é“rbe| sind o die Prandtl-zahl und o wird die
: =Raylelgh -Zahl genannt. Alle Zahlen g,p, sind >0
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® Im Folgenden ein paar Veranschaulichungen:
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g = 10, b = 8/5

Time t=3

~ ~ Diese | ?if'lder, die mit den Werten p=28, o = 10 and B = 8/3 gemacht wurden,
-~ zeigen drei Zeitsegmente der 3D-Entwicklung zweier Flugkurven (eine in
~ Blau, eine in Gelb) des Lorenz Attraktors, die zwei verschiedene Startpunkte
- haben und sich lediglich um 10-5 im x-Wert unterscheiden. Anfénglich
scheinen die beiden Flugkurven lbereinstimmend zu sein (man sieht nur die

gelbe) aber mit der Zeit wird der Unterschied deutlich.


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/5b/Lorenz_attractor_yb.svg

S

3d Plot

roessler.dat

~ Dieser ist ebenfalls ein seltsamer Attraktor, der durch das folgende
Differentialgleichungssystem definiert wird:

Die numerische Losung sieht flir Parameter a=0.15, b=0.20, c=10.0, 10000
Schritte, dt=0.5, wie oben.
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