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Julia-Menge

Definition (ausgefiillte Julia-Menge)

Die ausgefiillte Julia-Menge des Polynoms f ist definiert als
K(f) = {z € C: f*(z) » oo (k — c0)}

wobei f* die k-fache Komposition von f ist.
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Julia-Menge

Definition (ausgefiillte Julia-Menge)

Die ausgefiillte Julia-Menge des Polynoms f ist definiert als

K(f) = {z € C: f*(z) » oo (k — c0)}
wobei f* die k-fache Komposition von f ist.

Definition (Julia-Menge)

Die Julia-Menge von f ist der Rand der ausgefiillten Julia-Menge.

J(f) = 0K(f)
e Abkiirzungen: J = J(f), K = K(f).
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Julia-Menge

Definition (ausgefiillte Julia-Menge)

Die ausgefiillte Julia-Menge des Polynoms f ist definiert als

K(f) = {z € C: f*(z) » oo (k — c0)}
wobei f* die k-fache Komposition von f ist.

Definition (Julia-Menge)

Die Julia-Menge von f ist der Rand der ausgefiillten Julia-Menge.

J(f) = 9K(f)

e Abkiirzungen: J = J(f), K = K(f).

e im Folgenden: Grad n > 2

@ mit kleinen Anderungen: Theorie auch fiir rationale Funktionen
giiltig
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e Beispiel f(z) =z

° fXz) =
° f"(zg

—>0(k—>oo)fur|z|<1
FX(z) = oo (k — oo) fiir |z] > 1

f*(z) auf Einheitskreis fiir |z| = 1
@ Spezialfall: J kein Fraktal
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e Modifikation: f(z) = z* + ¢, kleine Zahl ¢ € C

-
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|
e f*(z) — w, z klein, w Fixpunkt von f nahe 0
fH(z) — 00, z groB
@ J fraktale Kurve
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Fixpunkt, periodischer Punkt

Definition (Fixpunkt, periodischer Punkt)

Gilt f(w) = w, dann heifit w ein Fixpunkt von f.

Wenn fP(w) = w fiir ein p > 1 gilt, dann heiBt w ein periodischer
Punkt von f.

Solch ein p heilit Periode von w.

w,f(w), . ..,fP(w) heiBt Periode p Orbit.
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Fixpunkt, periodischer Punkt

Definition (Fixpunkt, periodischer Punkt)

Gilt f(w) = w, dann heifit w ein Fixpunkt von f.

Wenn fP(w) = w fiir ein p > 1 gilt, dann heiBt w ein periodischer
Punkt von f.

Solch ein p heilit Periode von w.

w,f(w), . ..,fP(w) heiBt Periode p Orbit.

Definition (anziehend, abstof3end)

Sei w ein periodischer Punkt mit Periode p und (f7)" (w) = .

w heiBt anziehend, wenn 0 < |A\| < 1. In diesem Fall werden nahe
Punkte an das Orbit angezogen (durch Iteration von f).

w heifit abstoBend, wenn |A| > 1. In diesem Fall bewegen sich die
Punkte nahe dem Orbit weg.
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Divergenzkriterium

Einfiihrung
Eigenschaften von Julia-Mengen

Lemma (Divergenzlemma)

n
Seif(z) = Z a;z mit a, # 0. Dann gilt:
j=1

JreR: |zl >r=|f(z)| > 2|7

Insbesondere: Wenn |f"(z)| > r fiir ein m > 0, dann

fH(z) — oo (k — o).

Folglich gilt: Entweder f*(z) — oo oder {f*(z) : k =0,1,2,...} ist
eine beschrinkte Menge.

Beweis.

Resultat der Analysis. L]
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Kompaktheit, Invarianz, Komposition

Satz (Kompaktheitssatz*)

Sei f(z) ein Polynom. Dann sind die ausgefiillte Julia-Menge KC(f)
und die Julia-Menge J (f) nicht-leer und kompakt mit J (f) C IC(f).
Fernerhin hat J (f) ein leeres Inneres.
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Kompaktheit, Invarianz, Komposition

Satz (Kompaktheitssatz*)

Sei f(z) ein Polynom. Dann sind die ausgefiillte Julia-Menge KC(f)
und die Julia-Menge J (f) nicht-leer und kompakt mit J (f) C IC(f).
Fernerhin hat J (f) ein leeres Inneres.

Satz (Invarianzsatz*)

Die Julia-Menge J = J(f) von f ist vorwdirts und riickwdirts
invariant unter f, das heift 7 = f(J) =f~'(J).
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Kompaktheit, Invarianz, Komposition

Satz (Kompaktheitssatz*)

Sei f(z) ein Polynom. Dann sind die ausgefiillte Julia-Menge KC(f)
und die Julia-Menge J (f) nicht-leer und kompakt mit J (f) C IC(f).
Fernerhin hat J (f) ein leeres Inneres.

Satz (Invarianzsatz*)

Die Julia-Menge J = J(f) von f ist vorwdirts und riickwdirts
invariant unter f, das heift 7 = f(J) =f~'(J).

Satz (Kompositionssatz*)

VpeN,p>1:J(f") = IT).
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normale Funktionenfamilie

Definition (normal auf einer Menge)

Sei eine offene Teilmenge U C C gegeben. Sei
gr:U—C, k=1,2,...cine Familie von komplexen analytischen
Funktionen (d.h. differenzierbar auf U).

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen



Allgemeine Theorie
Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge Einfiihrung
Julia-Mengen von quadratischen Funktionen Eigenschaften von Julia-Mengen
Computer-generierte Bilder

normale Funktionenfamilie

Definition (normal auf einer Menge)

Sei eine offene Teilmenge U C C gegeben. Sei
gr:U—C, k=1,2,...cine Familie von komplexen analytischen
Funktionen (d.h. differenzierbar auf U).

Die Familie {g;} heit normal auf U, wenn jede Folge von
Funktionen aus {g;} eine Teilfolge hat, die gleichmiBig auf jeder
kompakten Teilmenge von U entweder gegen eine beschrdinkte
analytische Funktion oder gegen oo konvergiert.
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normale Funktionenfamilie (2)

Definition (normal in einem Punkt)

Sei eine offene Teilmenge U C C gegeben. Sei
gr:U—C, k=1,2,...cine Familie von komplexen analytischen
Funktionen (d.h. differenzierbar auf U).
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normale Funktionenfamilie (2)

Definition (normal in einem Punkt)

Sei eine offene Teilmenge U C C gegeben. Sei
gr:U—C, k=1,2,...cine Familie von komplexen analytischen
Funktionen (d.h. differenzierbar auf U).

Die Familie {g } ist normal im Punkt w € U, wenn eine offene
Teilmenge V C U, w € V existiert, so dass {gx } eine normale
Familie auf V ist.
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normale Funktionenfamilie (2)

Definition (normal in einem Punkt)

Sei eine offene Teilmenge U C C gegeben. Sei
gr:U—C, k=1,2,...cine Familie von komplexen analytischen
Funktionen (d.h. differenzierbar auf U).

Die Familie {g } ist normal im Punkt w € U, wenn eine offene
Teilmenge V C U, w € V existiert, so dass {gx } eine normale
Familie auf V ist.

dquivalent: Es existiert eine Umgebung V von w, in der jede Folge
{gr} eine Teilfolge hat, die gegen eine beschrinkte analytische
Funktion oder gegen oo konvergiert.
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Eigenschaft komplexer,analytischer Funktionen

Satz (Satz von Montel)

Sei {g} eine Familie komplexer analytischer Funktionen auf einer
offenen Menge U. Wenn {gy} keine normale Familie ist, dann gilt fiir
alle w € C mit maximal einer Ausnahme, dass g;(z) = w fiir ein

z € U und ein k.

Beweis.

Siehe Literatur zu komplexer Funktionentheorie. [
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alternative Definition der Julia-Menge

Satz (alternative Definition der Julia-Menge*)

J(f) = {z € C : Die Familie {f*} ist nicht normal in z}
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alternative Definition der Julia-Menge

Satz (alternative Definition der Julia-Menge*)

J(f) = {z € C : Die Familie {f*} ist nicht normal in z}

Bemerkung (Rationale Funktionen)

@ als Definition von Julia-Mengen fiir allgemeine Funktionen (z.B.
rationale oder meromorphe Funktionen)

@ Beachte: rationale Funktionf : CU {oo} — C U {oo}
= J abgeschlossen

@ aber nicht unbedingt: J beschrinkt
o J = C moglich
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Abbildungseigenschaft

Lemma

Sei f ein Polynom. Sei w € J(f) und U eine Umgebung von w. Dann
oo

gilt: Fiirallej = 1,2, ... ist die Menge W = | f*(U) ganz C mit
k=j

Ausnahme von maximal einem moglichen isolierten Punkt.

Jede solche Ausnahme ist nicht in J (f) und ist unabhdingig von w und
U.
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Beweisskizze.
Seiw € J(f).
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Seiw € J(f).

alternative Definition der Julia-Menge: = {f* }i2; nicht normal in w.
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Beweisskizze.
Seiw € J(f).

alternative Definition der Julia-Menge: = {f* }i2; nicht normal in w.

Satz v. Montel > . .
atzy. Montel —yyr — U f4(U) = C (mit max. einer Ausnahme)
k=j
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Beweisskizze.
Seiw € J(f).

alternative Definition der Julia-Menge: = {f* }i2; nicht normal in w.

Satz v. Montel > . .
atzy. Montel —yyr — U f4(U) = C (mit max. einer Ausnahme)
k=j

Angenommen: v ¢ W
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Beweisskizze.
Seiw € J(f).

alternative Definition der Julia-Menge: = {f* }i2; nicht normal in w.

Satz v. Montel > . .
atzy. Montel —yyr — U f4(U) = C (mit max. einer Ausnahme)
k=j

Angenommen: v ¢ W

Satz v. Montel . .
= maximal ein solches v
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Beweisskizze.
Seiw € J(f).

alternative Definition der Julia-Menge: = {f* }i2; nicht normal in w.

Satz v. Montel > . .
atzy. Montel —yyr — U f4(U) = C (mit max. einer Ausnahme)
k=j

Angenommen: v ¢ W

Satz v. Montel . .
= maximal ein solches v

— v einzige Losung von f(z) = v, wegen Invarianz der Julia-Menge
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Beweisskizze.
Seiw € J(f).

alternative Definition der Julia-Menge: = {f* }i2; nicht normal in w.

Satz v. Montel
="

W = | f4(U) = C (mit max. einer Ausnahme)
k=j

Angenommen: v ¢ W

Satz v. Montel . .
= maximal ein solches v

— v einzige Losung von f(z) = v, wegen Invarianz der Julia-Menge
= f(z) — v = ¢(z — v)" fiir eine Konstante ¢
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Beweisskizze.

Seiw € J(f).
alternative Definition der Julia-Menge: = {f* }i2; nicht normal in w.

Satz v. Montel > . .
atzy. Montel —yyr — U f4(U) = C (mit max. einer Ausnahme)
k=j

Angenommen: v ¢ W

Satz v. Montel . .
= maximal ein solches v

— v einzige Losung von f(z) = v, wegen Invarianz der Julia-Menge
= f(z) — v = ¢(z — v)" fiir eine Konstante ¢

: I
— zausreichend nah zu v = f(z) —v £5 0

(zB.auf {z: |z—v| < (2¢) =T}
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Beweisskizze.

Seiw € J(f).
alternative Definition der Julia-Menge: = {f* }i2; nicht normal in w.

Satz v. Montel > . .
atzy. Montel —yyr — U f4(U) = C (mit max. einer Ausnahme)
k=j

Angenommen: v ¢ W

Satz v. Montel . .
= maximal ein solches v

— v einzige Losung von f(z) = v, wegen Invarianz der Julia-Menge
= f(z) — v = ¢(z — v)" fiir eine Konstante ¢
= z ausreichend nah zu v = f*(z) — v LL)
zB.auf {z:|z—v| < (2c)*ﬁ}
= {f*} normal in v
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Beweisskizze.
Seiw € J(f).

alternative Definition der Julia-Menge: = {f* }i2; nicht normal in w.

Satz v. Montel
="

W = | f4(U) = C (mit max. einer Ausnahme)
k=j

Angenommen: v ¢ W

Satz v. Montel . .
= maximal ein solches v

— v einzige Losung von f(z) = v, wegen Invarianz der Julia-Menge
= f(z) — v = ¢(z — v)" fiir eine Konstante ¢

: I
— zausreichend nah zu v = f(z) —v £5 0

zB.auf {z:|z—v| < (2c)*ﬁ}
= {f*} normal in v
= v ¢ J(f) und v nur vom Polynom f abhiingig 0
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Generierung der Julia-Menge

Lemma (Generierungslemma)

(a) Das folgende gilt fiir alle 7 € C mit maximal einer Ausnahme:
Wenn U eine offene Menge ist die J (f) schneidet, dann
schneidet f~*(z) U fiir unendlich viele Werte von k.

(b) z€ J(f) = J(f) ist der Abschluss von G fz)
k=1
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Beweis.

(a) Vorauss: z ist nicht der Ausnahmepunkt aus vorigem Lemma.
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Beweis.

(a) Vorauss: z ist nicht der Ausnahmepunkt aus vorigem Lemma.
= z€fYU) = f*(z) schneidet U fiir unendlich viele k
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Beweis.

(a) Vorauss: z ist nicht der Ausnahmepunkt aus vorigem Lemma.
= z€fYU) = f*(z) schneidet U fiir unendlich viele k

(b) z€ J(f) = f*z) C J(f) wegen Invarianz der Julia-Menge
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Beweis.

(a) Vorauss: z ist nicht der Ausnahmepunkt aus vorigem Lemma.
= z€fYU) = f*(z) schneidet U fiir unendlich viele k

(b) z€ J(f) = f*z) C J(f) wegen Invarianz der Julia-Menge

— U/ ca¢) wa UFHE ()
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Beweis.

(a) Vorauss: z ist nicht der Ausnahmepunkt aus vorigem Lemma.
= z€fYU) = f*(z) schneidet U fiir unendlich viele k

(b) z€ J(f) = f*z) C J(f) wegen Invarianz der Julia-Menge

— U/ ca¢) wa UFHE ()

Andererseits: z € J(f). Sei U offene Menge mit z € U.

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen



Allgemeine Theorie
Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge Einfiihrung
Julia-Mengen von quadratischen Funktionen Eigenschaften von Julia-Mengen
Computer-generierte Bilder

Beweis.

(a) Vorauss: z ist nicht der Ausnahmepunkt aus vorigem Lemma.
= z€fYU) = f*(z) schneidet U fiir unendlich viele k

(b) z€ J(f) = f*z) C J(f) wegen Invarianz der Julia-Menge

— U/ ca¢) wa UFHE ()

Andererseits: z € J(f). Sei U offene Menge mit z € U.
i ~*(z) schneidet U fiir ein k
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Beweis.

(a) Vorauss: z ist nicht der Ausnahmepunkt aus vorigem Lemma.
= z€fYU) = f*(z) schneidet U fiir unendlich viele k

b) z€ J(f) = f*z) C J(f) wegen Invarianz der Julia-Menge
— U+ < 7() wd Us™e) cI¢)
k=1 k=1

Andererseits: z € J(f). Sei U offene Menge mit z € U.

i ~*(z) schneidet U fiir ein k
—> z kann nicht der Ausnahmepunkt sein.
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen Eigenschaften von Julia-Mengen
Computer-generierte Bilder

Beweis.

(a) Vorauss: z ist nicht der Ausnahmepunkt aus vorigem Lemma.
= z€fYU) = f*(z) schneidet U fiir unendlich viele k

(b) z€ J(f) = f*z) C J(f) wegen Invarianz der Julia-Menge

— U/ ca¢) wa UFHE ()

Andererseits: z € J(f). Sei U offene Menge mit z € U.

i ~*(z) schneidet U fiir ein k
—> z kann nicht der Ausnahmepunkt sein.

—ze UfHR)
k=1
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perfekte Menge

J(f) ist eine perfekte Menge (d.h. abgeschlossen und ohne isolierte
Punkte) und daher nicht abzihlbar.
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Beweisskizze.

ve J(f)und U := U(v). Z.z.: U enthilt andere Punkte von J (f).
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Beweisskizze.

veE J(f)und U := U(v). Z.z.: U enthilt andere Punkte von J(f).
3 Fille unterscheiden:

(1) v kein Fixpunkt, kein periodischer Punkt von f:
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Beweisskizze.

veE J(f)und U := U(v). Z.z.: U enthilt andere Punkte von J(f).
3 Fille unterscheiden:
(1) v kein Fixpunkt, kein periodischer Punkt von f:

76 = Ure)

Generierungslemma(b)
—
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Beweisskizze.

veE J(f)und U := U(v). Z.z.: U enthilt andere Punkte von J(f).

3 Fille unterscheiden:

(1) v kein Fixpunkt, kein periodischer Punkt von f:

Generierungslemma(b)
—

Invarianzsatz
—

76 = Ure)

Jzef*v)C J(f) : z€ Ufiireink>lundz #v
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Beweisskizze.

veE J(f)und U := U(v). Z.z.: U enthilt andere Punkte von J(f).
3 Fille unterscheiden:
(1) v kein Fixpunkt, kein periodischer Punkt von f:

76 = U0
Jzef*v)C J(f) : z€ Ufiireink>lundz #v
Andere Fille auf (1) zuriickgefiihrt.

Generierungslemma(b)
—

Invarianzsatz
—
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Beweisskizze.

veE J(f)und U := U(v). Z.z.: U enthilt andere Punkte von J(f).
3 Fille unterscheiden:
(1) v kein Fixpunkt, kein periodischer Punkt von f:

76 = U0
Jzef*v)C J(f) : z€ Ufiireink>lundz #v
Andere Fille auf (1) zuriickgefiihrt.

Generierungslemma(b)
—

Invarianzsatz
—

— J(f) keine isolierten Punkte. [7(f) auch abgeschlossen = 7 (f)
perfekt. Jede perfekte Menge nicht abzéhlbar. L]
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wichtiges Resultat

Ist f ein Polynom, dann ist J (f) der Abschluss der abstof3enden
periodischen Punkte von f.

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen



Allgemeine Theorie

Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge Einfiihrung
Julia-Mengen von quadratischen Funktionen Eigenschaften von Julia-Mengen

Computer-generierte Bilder

wichtiges Resultat

Ist f ein Polynom, dann ist J (f) der Abschluss der abstof3enden
periodischen Punkte von f.

Beweis aus Zeitgriinden erst am Ende des Vortrags (falls gewiinscht)
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Bew.(1): Abschluss der abst., period. Punkte von f in J (f)

Beweis (w abst., period. Punkt = w € J(f)).

Sei w abstofiender; periodischer Punkt von f mit Periode p.
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Bew.(1): Abschluss der abst., period. Punkte von f in J (f)

Beweis (w abst., period. Punkt = w € J(f)).

Sei w abstofiender; periodischer Punkt von f mit Periode p.
= w ein abstofiender Fixpunkt von g := fP
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Bew.(1): Abschluss der abst., period. Punkte von f in J (f)

Beweis (w abst., period. Punkt = w € J(f)).

Sei w abstofiender; periodischer Punkt von f mit Periode p.
= w ein abstofiender Fixpunkt von g := fP

Ann.: {g"} normal in w
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Bew.(1): Abschluss der abst., period. Punkte von f in J (f)

Beweis (w abst., period. Punkt = w € J(f)).

Sei w abstofiender; periodischer Punkt von f mit Periode p.
= w ein abstofiender Fixpunkt von g := fP

Ann.: {g"} normal in w
= 3V := V(w) offen : {gh} — go (nicht oo, da gk(w) = w Vk)
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Bew.(1): Abschluss der abst., period. Punkte von f in J (f)

Beweis (w abst., period. Punkt = w € J(f)).

Sei w abstofiender; periodischer Punkt von f mit Periode p.
= w ein abstofiender Fixpunkt von g := fP

Ann.: {g"} normal in w

= 3V := V(w) offen : {gh} — go (nicht oo, da gk(w) = w Vk)
!/

= (g4) (z) — go/(z), wennz € V

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen



Allgemeine Theorie
Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge Einfiihrung
Julia-Mengen von quadratischen Funktionen Eigenschaften von Julia-Mengen
Computer-generierte Bilder

Bew.(1): Abschluss der abst., period. Punkte von f in J (f)

Beweis (w abst., period. Punkt = w € J(f)).

Sei w abstofiender; periodischer Punkt von f mit Periode p.
= w ein abstofiender Fixpunkt von g := fP

Ann.: {g"} normal in w
= 3V := V(w) offen : {gh} — go (nicht oo, da gk(w) = w Vk)
!/
= (¢4) (z ) — go’(z) wennz € V
Kettenregel: = ‘ ))k"‘ — 00, da w ein abstoBender

Fixpunkt ist (\g( )| > l)
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Bew.(1): Abschluss der abst., period. Punkte von f in J (f)

Beweis (w abst., period. Punkt = w € J(f)).

Sei w abstofiender; periodischer Punkt von f mit Periode p.
= w ein abstofiender Fixpunkt von g := fP

Ann.: {g"} normal in w
= 3V := V(w) offen : {gh} — go (nicht oo, da gk(w) = w Vk)
!/
= (¢4) (z ) — go’(z) wennz € V
Kettenregel: = ‘ )k"‘ — 00, da w ein abstoBender

Fixpunkt ist (\g( )| > l)
Widerspruch! zur Endlichkeit von go'(w)
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Bew.(1): Abschluss der abst., period. Punkte von f in J (f)

Beweis (w abst., period. Punkt = w € J(f)).

Sei w abstofiender; periodischer Punkt von f mit Periode p.
= w ein abstofiender Fixpunkt von g := fP

Ann.: {g"} normal in w
= 3V := V(w) offen : {gh} — go (nicht oo, da gk(w) = w Vk)
!/
= (¢4) (z ) — go’(z) wennz € V
Kettenregel: = ‘ )k"‘ — 00, da w ein abstoBender

Fixpunkt ist (\g( )| > l)
Widerspruch! zur Endlichkeit von go'(w)
= {g*} in w nicht normal
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Bew.(1): Abschluss der abst., period. Punkte von f in J (f)

Beweis (w abst., period. Punkt = w € J(f)).

Sei w abstofiender; periodischer Punkt von f mit Periode p.
= w ein abstofiender Fixpunkt von g := fP

Ann.: {g"} normal in w
= 3V := V(w) offen : {gh} — go (nicht oo, da gk(w) = w Vk)
!/
= (¢4) (z ) — go’(z) wennz € V
Kettenregel: = ‘ )k"‘ — 00, da w ein abstoBender

Fixpunkt ist (\g( )| > l)

Widerspruch! zur Endlichkeit von go'(w)

= {g*} in w nicht normal

= we J(g) = J(P) = J(f) nach dem Kompositionssatz. O
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Bew.(2): Abschluss der abst., period. Punkte von f in J (f)

Beweis (Abschluss).

J(f) abgeschlossen (Kompaktheitssatz)

Gunnar Vélkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen



Allgemeine Theorie

Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge Einfiihrung
Julia-Mengen von quadratischen Funktionen Eigenschaften von Julia-Mengen

Computer-generierte Bilder

Bew.(2): Abschluss der abst., period. Punkte von f in J (f)

Beweis (Abschluss).

J(f) abgeschlossen (Kompaktheitssatz)

— {w € C: wabst., period. Punkt von /} C J(f)
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Bew.(2): Abschluss der abst., period. Punkte von f in J (f)

Beweis (Abschluss).

J(f) abgeschlossen (Kompaktheitssatz)

— {w € C: wabst., period. Punkt von /} C J(f)

Zz.:
we J(f) = we {ze C:zabst., period. Punkt von f} O
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Bew.(3): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

Beweis (Konstruktion einer Hilfsfunktion).

SeiE={we J(f):Iv#w:f(v)=w, f'(v) # 0}
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Bew.(3): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

Beweis (Konstruktion einer Hilfsfunktion).
SeiE={we J(f):Iv#w:f(v)=w, f'(v) # 0}
Anmn..w e E
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Bew.(3): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

Beweis (Konstruktion einer Hilfsfunktion).

SeiE={we J(f):Iv#w:f(v)=w, f'(v) # 0}

Ann.:w € E

= AV :=V(w)offen I~ :V-C\V, f'w)=v#wundf~!
lokal analytisch.
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Bew.(3): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

Beweis (Konstruktion einer Hilfsfunktion).

SeiE={we J(f):Iv#w:f(v)=w, f'(v) # 0}

Ann.:w € E

= IV:=V(w)offen I 1 :V—-C\V, f!w)=v#wundf!
lokal analytisch.

Sei {h;} Familie von analytischen Funktionen auf V:

z) o= 10

f1@) -z
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Bew.(4): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

Beweis (Analyse von {/}).

Sei U := U(w) beliebig und offen mit U C V.
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Bew.(4): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

Beweis (Analyse von {/}).

Sei U := U(w) beliebig und offen mit U C V.
we J(f) = {f*} nicht normal auf U
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Bew.(4): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

Beweis (Analyse von {/}).

Sei U := U(w) beliebig und offen mit U C V.
we J(f) = {f*} nicht normal auf U
= {h} nicht normal auf U
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Bew.(4): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

. z) -z
@ Erinnerung: /i (z) := =—~—
B = g
Beweis (Analyse von {/}).
Sei U := U(w) beliebig und offen mit U C V.
weJ(f) = {f*} nicht normal auf U
= {h} nicht normal auf U

Satz y. Montel 5 o ntweder hi(z) = 0 oder hy(z) = 1 fiireinz € U
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Bew.(4): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

i fiz) -z
@ Erinnerung: h(z) (= —-——
g hulz) fz2) —z
Beweis (Analyse von {/}).

Sei U := U(w) beliebig und offen mit U C V.

we J(f) = {f*} nicht normal auf U

= {h} nicht normal auf U

Saz LMontel 3 - entweder /iy (z) = 0 oder /iy (z) = 1 fiir ein z € U
2 Fiille:

1) f¥(z) = zfireinz € U
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Bew.(4): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

i fiz) -z
@ Erinnerung: h(z) (= —-——
g o) fz2) —z
Beweis (Analyse von {/}).

Sei U := U(w) beliebig und offen mit U C V.

we J(f) = {f*} nicht normal auf U

= {h} nicht normal auf U

Saz LMontel 3 - entweder /iy (z) = 0 oder /iy (z) = 1 fiir ein z € U
2 Fiille:

1) f¥(z) = zfireinz € U

D) =) = [T ()=zfireinzeU
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Bew.(4): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

i fiz) -z
@ Erinnerung: h(z) (= —-——
g o) fz2) —z
Beweis (Analyse von {/}).

Sei U := U(w) beliebig und offen mit U C V.

we J(f) = {f*} nicht normal auf U

= {h} nicht normal auf U

Saz LMontel 3 - entweder /iy (z) = 0 oder /iy (z) = 1 fiir ein z € U
2 Fille:

1) f¥(z) = zfireinz € U

D) =) = [ (z)=2zfiireinzeU

= U enthilt period. Punkt von f.
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Bew.(4): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

i fiz) -z
@ Erinnerung: h(z) (= —-——
g o) fz2) —z
Beweis (Analyse von {/}).

Sei U := U(w) beliebig und offen mit U C V.

we J(f) = {f*} nicht normal auf U

= {h} nicht normal auf U

Saz LMontel 3 - entweder /iy (z) = 0 oder /iy (z) = 1 fiir ein z € U

2 Fille:

1) f¥(z) = zfireinz € U

2 2)=f"'(z) = f*Uz)=zfiireinzeU

= U enthilt period. Punkt von f.

— VweE:we {ze C:zabst, period. Punkt von f } O
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Bew.(5): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

Beweis.

fPolynom = E enthilt fast alles von J (f)
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Bew.(5): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

Beweis.

fPolynom = E enthilt fast alles von J (f)
J (f) keine isolierten Punkte (perfekt)
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Bew.(5): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

Beweis.

fPolynom = E enthilt fast alles von J (f)
J (f) keine isolierten Punkte (perfekt)

= J(f) CE C {z € C: zabst., period. Punkt von f}
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Bew.(5): J(f) im Abschluss der abst., period. Punkte von f

Beweis.

fPolynom = E enthilt fast alles von J (f)
J (f) keine isolierten Punkte (perfekt)

= J(f) CE C {z € C: zabst., period. Punkt von f}

—> Behauptung
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Anziehungsbereiche

Definition (Anziehungsbereich)

Wenn w ein anziehender Fixpunkt ist, dann ist
Aw) = {z€C ) Py

der Anziehungsbereich von w. Diese Definition gilt genauso fiir
A(o0).
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Anziehungsbereiche

Definition (Anziehungsbereich)

Wenn w ein anziehender Fixpunkt ist, dann ist
A(w) = {z € C: () Py

der Anziehungsbereich von w. Diese Definition gilt genauso fiir
A(o0).

Bemerkung (Anziehungsbereich offen)

o w anziehend = 3V offen in A(w) mitw € V.= A(w) offen,
weil: f*(z) € V fiir ein k => z € f%(V), welches offen ist.

e fiir w = oo wiihle {z : |z| > r} fiir ausreichend grofies r
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Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge Einfiihrung
Julia-Mengen von quadratischen Funktionen Eigenschaften von Julia-Mengen

Computer-generierte Bilder

Julia-Menge als Rand der Anziehungsbereiche

Sei w ein attraktiver Fixpunkt von f. Dann gilt: 0A(w) = J (f). Das
gilt auch, wenn w = oo.

kein Beweis. (aus Zeitgriinden)
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Sei J(f) die Julia-Menge vom Polynom f, dann gilt:
° J()=0{: e C110) =% )

[m]

(=
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen Eigenschaften von Julia-Mengen

Computer-generierte Bilder

Zusammenfassung: Eigenschaften von Julia-Mengen

Sei J(f) die Julia-Menge vom Polynom f, dann gilt:
° j(f)za{ze((f:fk(z)kjgoo}

@ J(f) ist eine nicht-abzéhlbare, nicht-leere, kompakte Menge, die keine
isolierten Punkte enthélt.
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Computer-generierte Bilder

Zusammenfassung: Eigenschaften von Julia-Mengen

Sei J(f) die Julia-Menge vom Polynom f, dann gilt:
° j(f)za{ze((f:fk(z)kjgoo}

@ J(f) ist eine nicht-abzéhlbare, nicht-leere, kompakte Menge, die keine
isolierten Punkte enthélt.

@ J(f) ist invariant unter f und f .
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen Eigenschaften von Julia-Mengen

Computer-generierte Bilder

Zusammenfassung: Eigenschaften von Julia-Mengen

Sei J(f) die Julia-Menge vom Polynom f, dann gilt:
° j(f)z&'{ze(c:fk(z)kjgoo}
@ J(f) ist eine nicht-abzéhlbare, nicht-leere, kompakte Menge, die keine
isolierten Punkte enthélt.
@ J(f) ist invariant unter f und f .

°© J(f)=J([")vpeN,p>0
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Computer-generierte Bilder

Zusammenfassung: Eigenschaften von Julia-Mengen

Sei J(f) die Julia-Menge vom Polynom f, dann gilt:
° j(f)z&'{ze(c:fk(z)kjgoo}

@ J(f) ist eine nicht-abzéhlbare, nicht-leere, kompakte Menge, die keine
isolierten Punkte enthélt.

@ J(f) ist invariant unter f und f .
° J()=J(f")VpeN,p>0

0oicql) — I0)=Lr*0
k=1
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Zusammenfassung: Eigenschaften von Julia-Mengen

Sei J(f) die Julia-Menge vom Polynom f, dann gilt:
° j(f)z&'{ze(c:fk(z)kjgoo}

@ J(f) ist eine nicht-abzéhlbare, nicht-leere, kompakte Menge, die keine
isolierten Punkte enthélt.

@ J(f) ist invariant unter f und f .
° J()=J(f")VpeN,p>0

0oicql) — I0)=Lr*0
k=1

® J(f) = 0A(w) Vw, w anziehender Fixpunkt von f
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Zusammenfassung: Eigenschaften von Julia-Mengen

Sei J(f) die Julia-Menge vom Polynom f, dann gilt:
° j(f)z&'{ze(c:fk(z)kjgoo}

@ J(f) ist eine nicht-abzéhlbare, nicht-leere, kompakte Menge, die keine
isolierten Punkte enthélt.

@ J(f) ist invariant unter f und f .
° J()=J(f")VpeN,p>0

0oicql) — I0)=Lr*0
k=1

o J(f) = 0A(w) VYw, w anziehender Fixpunkt von f
@ J(f) ist der Abschluss der abstoBenden periodischen Punkte von f.
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen ‘ IS ) )
< . . Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge
Computer-generierte Bilder :

Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge

Demoprogramm starten
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@ Untersuchung von f.(z) = 2> + ¢

@ scheinbar starke Einschrinkung

«Or <Fr A=r = = waw



@ Untersuchung von f.(z) = 2> + ¢

@ scheinbar starke Einschrinkung

@ Seih(z) = az+ 3 (a#0)

«Or <Fr A=r = = waw
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen
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Einschrinkung?

Konjugierte Quadratische Funktionen
Mandelbrot-Menge
Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

e Untersuchung von f(z) = 2> + ¢
@ scheinbar starke Einschriankung
@ Seih(z) =az+ f (a#0)

Definition (Konjugation)

Die Transformation # wird Konjugation zwischen f und f. genannt.
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen
Computer-generierte Bilder

Einschrinkung?

Konjugierte Quadratische Funktionen
Mandelbrot-Menge
Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

e Untersuchung von f(z) = 2> + ¢
@ scheinbar starke Einschriankung
@ Seih(z) =az+ f (a#0)

Definition (Konjugation)

Die Transformation # wird Konjugation zwischen f und f. genannt.

o?? +2ap7+ 3 +c—
«

o = h!(fu(h(z))) =
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen
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Einschrinkung?

Konjugierte Quadratische Funktionen
Mandelbrot-Menge
Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

e Untersuchung von f(z) = 2> + ¢
@ scheinbar starke Einschriankung
@ Seih(z) =az+ f (a#0)

Definition (Konjugation)

Die Transformation # wird Konjugation zwischen f und f. genannt.

» a4 20Bz+ B +c—f
o = h (fe(h(2))) = -

e fiir jede quadr. Funktion: Ja, 3, ¢
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ofi=h"'ofioh = Vk:fi=h"lofoh

«O> «Fr A=r <> = VAR



of =hlofioh = Vk:fi=h"lofkon
Genauer:

@ h transformiert das dynamische Bild von f zu dem von f,.

) w0 = fHz)— o0



of =hlofioh = Vk:fi=h"lofkon
Genauer:

@ h transformiert das dynamische Bild von f zu dem von f,.

2 =0 = fMz)— o
= J)=h"(T{))
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Konjugierte Quadratische Funktionen
Mandelbrot-Menge
Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Konjugation

ofi=h"lofoh = Vk:f=h"lofkon
o h transformiert das dynamische Bild von f zu dem von f,.
Genauver: f¥(z) - o0 <= fk(z) =

= J()=r(I))

Bemerkung (zur Konjugation)

@ jede quadratische Funktion konjugiert zu f,
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Konjugation

ofi=h"lofoh = Vk:f=h"lofkon
o h transformiert das dynamische Bild von f zu dem von f,.

Genauver: f¥(z) - o0 <= fk(z) =
= J)=r"(IF))

Bemerkung (zur Konjugation)

@ jede quadratische Funktion konjugiert zu f,
o Aussagen iiber J (f.) auch fiir alle J(f), f quadr. Polynom
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Computer-generierte Bilder undamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Konjugation

ofi=h"lofoh = Vk:f=h"lofkon
o h transformiert das dynamische Bild von f zu dem von f,.

Genauver: f¥(z) - o0 <= fk(z) =
= J)=r"(IF))

Bemerkung (zur Konjugation)

@ jede quadratische Funktion konjugiert zu f,
o Aussagen iiber J (f.) auch fiir alle J(f), f quadr. Polynom

o h Ahnlichkeitstransformation = Nf 3c € C : J(f) geometrisch
dhnlich zu J (f;)
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Mandelbrot-Menge

Konjugierte Quadratische Funktionen
Mandelbrot-Menge
Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Definition (Mandelbrot-Menge)

Die Mandelbrot-Menge M ist die Menge der Parameter c, fiir die
die Julia-Menge von f, zusammenhéngend ist.

M ={c € C: J(f,) ist zusammenhingend }
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Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge
Julia-Mengen von quadratischen Funktionen
Computer-generierte Bilder

Zweige, Schleife

Konjugierte Quadratische Funktionen
Mandelbrot-Menge
Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Definition (Zweige)

f.7'(z) = £1/z — ¢ werden auch als zwei Zweige von f. 1(z)
bezeichnet (z # c).

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen



Allgemeine Theorie Konjugierte Quadratische Funktionen
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen anee o
C . . Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge
omputer-generierte Bilder

Zweige, Schleife

Definition (Zweige)

£~ (z) = £+/z — ¢ werden auch als zwei Zweige von f.~!(z)
bezeichnet (z # ¢).

Definition (Schleife)

Eine glatte (d.h. differenzierbare), geschlossene, einfache (d.h. sich

nicht selber schneidende) Kurve in der komplexen Zahlenebene hei3t
Schleife.
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Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge
Julia-Mengen von quadratischen Funktionen
Computer-generierte Bilder

Zweige, Schleife

Konjugierte Quadratische Funktionen
Mandelbrot-Menge
Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Definition (Zweige)

£~ (z) = £+/z — ¢ werden auch als zwei Zweige von f.~!(z)
bezeichnet (z # ¢).

Definition (Schleife)

Eine glatte (d.h. differenzierbare), geschlossene, einfache (d.h. sich
nicht selber schneidende) Kurve in der komplexen Zahlenebene hei3t
Schleife.

Die Teilmengen von C innerhalb bzw. auB3erhalb der Kurve heiflen
Inneres bzw. AuBeres der Schleife.

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen



Allgemeine Theorie

Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge
Julia-Mengen von quadratischen Funktionen
Computer-generierte Bilder

Zweige, Schleife

Konjugierte Quadratische Funktionen
Mandelbrot-Menge
Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Definition (Zweige)

£~ (z) = £+/z — ¢ werden auch als zwei Zweige von f.~!(z)
bezeichnet (z # ¢).

Definition (Schleife)

Eine glatte (d.h. differenzierbare), geschlossene, einfache (d.h. sich
nicht selber schneidende) Kurve in der komplexen Zahlenebene hei3t
Schleife.

Die Teilmengen von C innerhalb bzw. auB3erhalb der Kurve heiflen
Inneres bzw. AuBeres der Schleife.

Eine glatte, geschlossene Kurve, die sich an einem einzigen Punkt
selber schneidet, heiit Achtschleife.
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Abbildungseigenschaften von ;!

Konjugierte Quadratische Funktionen
Mandelbrot-Menge
Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Lemma (Abbildungslemma)

Sei C eine Schleife in der komplexen Zahlenebene.

(a) Wenn c innerhalb von C ist, dann ist {.~'(C) eine Schleife mit
dem inversen Bild des Inneren von C als Inneres von f.~'(C).

(b) Wenn ¢ auf C liegt, dann ist f.~'(C) eine Achtschleife mit
Schnittpunkt mit sich selbst in 0, so dass das inverse Bild vom
Inneren von C das Innere der zwei Schleifen ist.

(c) Wenn c aufserhalb von C ist, dann besteht ffl(C ) aus zwei nicht
zusammenhdngenden Schleifen mit dem inversen Bild des
Inneren von C als Inneres der beiden Schleifen.
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Konjugierte Quadratische Funktionen
Mandelbrot-Menge
Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Eigenschaften der Zweig

£@ =2 -o)?und (1) (@) = £i(z— )2
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Konjugierte Quadratische Funktionen
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Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Beweis: Eigenschaften der Zweige.
1 1
£ Nz) = £(z — ¢)? und (fc_l)/(z) =+i(z—¢c)2

Ableitung: endlich, nicht-null (z # ¢)
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Konjugierte Quadratische Funktionen
Mandelbrot-Menge
Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Beweis: Eigenschaften der Zweige.
1 1
£ Nz) = £(z — ¢)? und (fc_l)/(z) =+i(z—¢c)2

Ableitung: endlich, nicht-null (z # ¢)

Fiir jeden der Zweige f. ! ist £. 7 (C) eine lokal, glatte Kurve. (¢ ¢ C)
L]
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Beweis

Konstruktion des Urbilds aus beiden Zweigen = £.~!'(C) glatte
Kurve.
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Beweis (a).

Konstruktion des Urbilds aus beiden Zweigen = £.~!'(C) glatte
Kurve.

cgC = 0¢£7(C)
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Beweis (a).

Konstruktion des Urbilds aus beiden Zweigen = £.~!'(C) glatte
Kurve.

cgdC = 0¢£71(C) = f/(z)#0auff.7(C)
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen W el e
& d . . Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge
Computer-generierte Bilder

Beweis (a).

Konstruktion des Urbilds aus beiden Zweigen = £.~!'(C) glatte
Kurve.

c¢gC = 0¢f71(C) = [f/(z)#0auff,”'(C)

= f. lokal eine glatte, bijektive Abb. nahe f.~!(C)
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Konjugierte Quadratische Funktionen
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Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Beweis (a).

Konstruktion des Urbilds aus beiden Zweigen = £.~!'(C) glatte
Kurve.

c¢gC = 0¢f71(C) = [f/(z)#0auff,”'(C)

= f. lokal eine glatte, bijektive Abb. nahe f.~!(C)

z € £.71(C) kein Schnittpunkt von £, ~!(C) mit sich selbst,
sonst: f;(z) Schnittpunkt von C mit sich selbst
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Konjugierte Quadratische Funktionen
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Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Beweis (a).

Konstruktion des Urbilds aus beiden Zweigen = £.~!'(C) glatte
Kurve.

c¢gC = 0¢f71(C) = [f/(z)#0auff,”'(C)

= f. lokal eine glatte, bijektive Abb. nahe f.~!(C)

z € £.71(C) kein Schnittpunkt von £, ~!(C) mit sich selbst,

sonst: f;(z) Schnittpunkt von C mit sich selbst

= £.7}(C) eine Schleife O
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Beweis

Fortsetzung.

f. stetig und nur £, ~'(C) — C
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Beweis (a). Fortsetzung.

f. stetigund nur £, ~1(C) - C

= f. bildet ab:
o Inneres(f.~!(C)) + Inneres(C)
o AuBeres(f.~!(C)) — AuBeres(C)
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Beweis (a). Fortsetzung.

f. stetig und nur £, ~'(C) — C
= [, bildet ab:
o Inneres(f.~!(C)) + Inneres(C)
o AuBeres(f.~!(C)) — AuBeres(C)
= f.~!: Inneres(C)—Inneres(f, ' (C)) O
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Beweis (

Beweis gleich zu (a).
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Beweis

Beweis gleich zu (a).
Sei Cy Stiick einer glatten Kurve, ¢ € Cy
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Beweis gleich zu (a).
Sei Cy Stiick einer glatten Kurve, ¢ € Cy

= f.71(Cy) besteht aus 2 glatten Stiicken von Kurven durch 0
schneiden sich im 90°-Winkel
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Beweis gleich zu (a).

Sei Cy Stiick einer glatten Kurve, ¢ € Cy

= f.7!(Cp) besteht aus 2 glatten Stiicken von Kurven durch 0
schneiden sich im 90°-Winkel

= Schnittpunkt der Achtschleife O
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Beweis

Beweis gleich zu (a).
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Beweis (c).

Beweis gleich zu (a).
£t (z) kann nur einen der Werte annehmen, fiir z € C
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Beweis (c).

Beweis gleich zu (a).
£t (z) kann nur einen der Werte annehmen, fiir z € C
= 2 Schleifen. []

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen



Allgemeine Theorie

Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge
Julia-Mengen von quadratischen Funktionen
Computer-generierte Bilder

Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Konjugierte Quadratische Funktionen
Mandelbrot-Menge
Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Satz (Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge)

M = {c € C: {£5(0)} s> ist beschrinkt} (1)
= {c € C: £50) » oo (k = o0)} (2)

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen
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Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge Ma nJ d glhrot—\/[c‘nu o
Julia-Mengen von quadratischen Funktionen ° relss
C . . Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge
omputer-generierte Bilder

Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Satz (Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge)
M = {c € C: {£5(0)} s> ist beschrinkt} (1)
= {c € C:£4(0) » co (k — 00)} )

Beweis(1): Gleichheit (1) & (2).

Divergenzlemma: f,(0) - oo <= {£.X(0)} ist beschriinkt
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Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Satz (Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge)
M = {c € C: {£5(0)} s> ist beschrinkt} (1)
= {c € C:£4(0) » co (k — 00)} )

Beweis(1): Gleichheit (1) & (2).

Divergenzlemma: f,(0) - oo <= {£.X(0)} ist beschriinkt
= (1) und (2) gleich.
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Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Satz (Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge)

M = {c € C: {£5(0)} s> ist beschrinkt} (1)
= {c € C:£(0) » o0 (k = 00)} @

Beweis(1): Gleichheit (1) & (2).

Divergenzlemma: f,(0) - oo <= {£.X(0)} ist beschriinkt
= (1) und (2) gleich.

zwei Schritte:

(a) {£.(0)} beschrinkt = J(f.) zusammenhingend
(b) {£.5(0)} unbeschrinkt = J(f.) nicht zusammenhingend

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen



Allgemeine Theorie

Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge
Julia-Mengen von quadratischen Funktionen
Computer-generierte Bilder

Konjugierte Quadratische Funktionen
Mandelbrot-Menge
Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

‘(0)} beschrinkt = J(f.) zusammenhingend.

<...1innerhalb, . ..aufBerhalb
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen
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Konjugierte Quadratische Funktionen
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Beweis(2): {f.X(0)} beschrinkt = 7(f.) zusammenhingend.

<...innerhalb, >-...auferhalb
Sei C groBer Kreis mit: {£.(0)} < C, £.7!(C) < C und
Vi~ C = f.k(z) — oo.
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Beweis(2): {f.X(0)} beschrinkt = 7(f.) zusammenhingend.

<...innerhalb, >-...auferhalb
Sei C groBer Kreis mit: {£.(0)} < C, £.7!(C) < C und
Vi~ C = f.k(z) — oo.

¢ =£.(0) < € 2™ Sehleife £.71(C) < €
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen
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Konjugierte Quadratische Funktionen
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Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Beweis(2): {f.X(0)} beschrinkt = 7(f.) zusammenhingend.

<...innerhalb, >-...auferhalb
Sei C groBer Kreis mit: {£.(0)} < C, £.7!(C) < C und
Vi~ C = f.k(z) — oo.

¢ =£.(0) < € 2™ Sehleife £.71(C) < €

also auch: f.(c) = £.2(0) < C
und £ 7! : AuBere(C) — Aupere(f.”(C)).
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Beweis(2): {f.X(0)} beschrinkt = 7(f.) zusammenhingend.

<...innerhalb, >-...auferhalb
Sei C groBer Kreis mit: {£.(0)} < C, £.7!(C) < C und
Vi~ C = f.k(z) — oo.

¢ =£.(0) < € 2™ Sehleife £.71(C) < €

also auch: f.(c) = £.2(0) < C
und £ 7! : AuBere(C) — Aupere(f.”(C)).

= c<f.YO).
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Konjugierte Quadratische Funktionen
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Beweis(2): {f.X(0)} beschrinkt = 7(f.) zusammenhingend.

<...innerhalb, >-...auferhalb
Sei C groBer Kreis mit: {£.(0)} < C, £.7!(C) < C und
Vz = C = f*z) — oo

¢ =£.(0) < € 2™ Sehleife £.71(C) < €

also auch: f.(c) = £.2(0) < C
und £ 7! : AuBere(C) — Aupere(f.”(C)).

= c<f.1(O).
Nochmal Abb.Lemma: Schleife £, ~2(C) < £.~'(C). usw.
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Beweis(2): {f.X(0)} beschrinkt = 7(f.) zusammenhingend.

<...innerhalb, >-...auferhalb
Sei C groBer Kreis mit: {£.(0)} < C, £.7!(C) < C und
Vz = C = f*z) — oo

¢ =£.(0) < € 2™ Sehleife £.71(C) < €

also auch: f.(c) = £.2(0) < C
und £ 7! : AuBere(C) — Aupere(f.”(C)).

= c<f.1(O).
Nochmal Abb.Lemma: Schleife £, ~2(C) < £.~'(C). usw.
= {f.7%(C)} Folge von ineinander geschachtelten Schleifen.

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen

Ol
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k(0)} beschrinkt = J(f.) zusammenhingend.

Sei K abgeschlossene Menge der Punkte auf oder innerhalb der Schleifen

{74 (O)} k.

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen
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k(0)} beschrinkt = J(f.) zusammenhingend.

Sei K abgeschlossene Menge der Punkte auf oder innerhalb der Schleifen

{740} k.

z€C\Kmitfr(z) - C = ftz)— oo
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k(0)} beschrinkt = J(f.) zusammenhingend.

Sei K abgeschlossene Menge der Punkte auf oder innerhalb der Schleifen
{740} k.

z€ C\Kmitf*(z) = C = fHz) > o0

= A(c0) = {z:f*(z) = 0} =C\K
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Konjugierte Quadratische Funktionen
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k(0)} beschrinkt = J(f.) zusammenhingend.

Sei K abgeschlossene Menge der Punkte auf oder innerhalb der Schleifen
{740} k.

z€ C\Kmitf*(z) = C = fHz) > o0

= A(c0)={z:£5(z) >0} =C\K = K=K
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Beweis(3): {f.X(0)} beschrinkt = 7(f.) zusammenhingend.

Sei K abgeschlossene Menge der Punkte auf oder innerhalb der Schleifen
{£.7(C)} Vk.

€ C\Kmitfi(z) = C = frz)—

= Alo)={z:fz) -0} =C\K = K=K()

Lemma Anz.breiche: J(f.) = (C \ K) = 0K - K Schnitt zshgd. Mengen
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen
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Beweis(3): {f.X(0)} beschrinkt = 7(f.) zusammenhingend.

Sei K abgeschlossene Menge der Punkte auf oder innerhalb der Schleifen
{£.7(C)} Vk.

€ C\Kmitfi(z) = C = frz)—

= Alo)={z:fz) -0} =C\K = K=K()

Lemma Anz.breiche: J(f.) = (C \ K) = 0K - K Schnitt zshgd. Mengen
= Kuzshgd. = J(f.) zshgd. O
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Beweis(4): {f.X(0)} unbeschrinkt = 7(f.) nicht zusammenhingend.
Sei C groBer Kreis mit: . ~1(C) < Cund Vz = C = f.k(z) — 0.
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Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge IKermupoiiie Quaili el IR iterTn
Julia-Mengen von quadratischen Funktionen hwdll ()t—i\/lcngc b
Computer-generierte Bilder Fundamentaler Satz der Mandelbrot-Menge

Beweis(4): {f.X(0)} unbeschrinkt = 7(f.) nicht zusammenhingend.

Sei C groBer Kreis mit: f,~!(C) < Cund Vz = C = f.(z) — oc.
AuBerdem gelte: Ip : £.P~(c) = £.P(0) € C mit:
° fX0)<C, k<p

o fK0)~C,k>p
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Beweis(4): {f.X(0)} unbeschrinkt = 7(f.) nicht zusammenhingend.

Sei C groBer Kreis mit: f,~!(C) < Cund Vz = C = f.(z) — oc.
AuBerdem gelte: Ip : £.P~(c) = £.P(0) € C mit:
° fX0)<C, k<p

Sei . ~%(C) Folge von ineinander liegenden Schleifen. O
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%(0)} unbeschrinkt = 7(f.) nicht zusammenhingend.

Beif.!”(C) gilt c € £.'7(C).
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Beweis(5): {f.X(0)} unbeschrinkt = 7(f.) nicht zusammenhingend.

Beif.,! ”(C) giltc € £.'7(C). = Abb.Lemma (a) gilt nicht mehr.
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen
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Beweis(5): {f.X(0)} unbeschrinkt = 7(f.) nicht zusammenhingend.

Beif.' 7(C) giltc € £.'77(C). = Abb.Lemma (a) gilt nicht mehr.
Abb.Lemma (b): E = f.77(C) Achtschleife innerhalb Schleife f.' 7 (C).
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Beweis(5): {f.X(0)} unbeschrinkt = 7(f.) nicht zusammenhingend.

Beif.' 7(C) giltc € £.'77(C). = Abb.Lemma (a) gilt nicht mehr.
Abb.Lemma (b): E = f.77(C) Achtschleife innerhalb Schleife f.' 7 (C).
J (f.) muss im Inneren der beiden Schleifen von E liegen, da alle andern
Punkte gegen co.
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Beweis(5): {f.X(0)} unbeschrinkt = 7(f.) nicht zusammenhingend.

Beif.' 7(C) giltc € £.'77(C). = Abb.Lemma (a) gilt nicht mehr.
Abb.Lemma (b): E = f.77(C) Achtschleife innerhalb Schleife f.' 7 (C).
J (f.) muss im Inneren der beiden Schleifen von E liegen, da alle andern
Punkte gegen oo.

Invarianzsatz: Teile von 7 (f;) in jeder der Schleifen von E.
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Beweis(5): {f.X(0)} unbeschrinkt = 7(f.) nicht zusammenhingend.

Beif.' 7(C) giltc € £.'77(C). = Abb.Lemma (a) gilt nicht mehr.
Abb.Lemma (b): E = f.77(C) Achtschleife innerhalb Schleife f.' 7 (C).

J (f.) muss im Inneren der beiden Schleifen von E liegen, da alle andern
Punkte gegen oo.

Invarianzsatz: Teile von 7 (f;) in jeder der Schleifen von E.

Abb.Lemma (c): J(f.) vollig unzusammenhingend. ]

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen



wenn ¢ variiert

@ Untersuchung der Anderung der Struktur der Julia-Menge J (f.),
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen

e Untersuchung der Anderung der Struktur der Julia-Menge 7 (f;.),
wenn c variiert

o anziehende, periodische Punkt von f. bedeutend fiir Form von

J(fe)

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen

e Untersuchung der Anderung der Struktur der Julia-Menge 7 (f.),
wenn ¢ variiert

o anziehende, periodische Punkt von f. bedeutend fiir Form von
J(fe)

o Es kann gezeigt werden, dass f. maximal einen anziehenden,
periodischen Orbit hat.
Idee: w # oo anziehender, periodischer Punkt von Polynom f
= Jz:f'(z) = 0, so dass f*(z) vom periodischen Orbit
angezogen wird, das w enthélt. Der einzige kritische Punkt von f,
ist 0.

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen

e Untersuchung der Anderung der Struktur der Julia-Menge 7 (f;.),
wenn c variiert

o anziehende, periodische Punkt von f. bedeutend fiir Form von
J(fe)

o Es kann gezeigt werden, dass f. maximal einen anziehenden,
periodischen Orbit hat.
Idee: w # oo anziehender, periodischer Punkt von Polynom f
= Jz:f'(z) = 0, so dass f*(z) vom periodischen Orbit
angezogen wird, das w enthélt. Der einzige kritische Punkt von f,
ist 0.

e Wenn ¢ ¢ M, dann folgt mit dem Fundamentalen Satz der
Mandelbrot-Menge £.X(0) — oo, so dass f. keinen anziehenden,
periodischen Orbit haben kann.

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen (2)

@ Vermutung: Menge von c’s, fiir die f, einen anziehenden,
periodischen Orbit hat, fiillt das Innere von M.

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen



Allgemeine Theorie
Quadratische Funktionen & die Mandelbrot-Menge Eigenschaften
Julia-Mengen von quadratischen Funktionen Untersuchung des Zusammenhangs
Computer-generierte Bilder

Julia-Mengen von quadratischen Funktionen (2)

@ Vermutung: Menge von c’s, fiir die f, einen anziehenden,
periodischen Orbit hat, fiillt das Innere von M.

o Kategorisierung von f. nach der Periode p des (endlichen)
anziehenden Orbits, falls existent

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen
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Julia-Mengen von quadratischen Funktionen (2)

@ Vermutung: Menge von c’s, fiir die f, einen anziehenden,
periodischen Orbit hat, fiillt das Innere von M.

o Kategorisierung von f. nach der Periode p des (endlichen)
anziehenden Orbits, falls existent

@ Die Werte von c, die zu verschiedenen p gehoren, konnen als
verschiedene Regionen der Mandelbrot-Menge M identifiziert
werden.

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen
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unzusammenhingende Julia-Mengen

Satz (unzusammenhingende Julia-Mengen)

Angenommen |c| > 1(5 + 2v/6) ~ 2,475. Dann ist J (f.) total
unzusammenhdngend und ist Attraktor (im Sinne wie im
Vorgdingervortrag verwendet) der Kontraktionen, die durch die zwei

Zweige von f.1(z) = +(z — c)% fiir z nahe J gegeben sind. Wenn |c|
grofs ist, gilt:
_ 2log2

ohne Beweis.

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen
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einfache, geschlossene Kurve

Satz (einfache, geschlossene Kurve)

Wenn |c| < %, dann ist J (f.) eine einfache, geschlossene Kurve. (Eine
Kurve ist einfach, wenn sie keine Schnittpunkte mit sich selbst hat.)

ohne Beweis.
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einfache, geschlossene Kurve

Satz (einfache, geschlossene Kurve)

Wenn |c| < %, dann ist J (f.) eine einfache, geschlossene Kurve. (Eine
Kurve ist einfach, wenn sie keine Schnittpunkte mit sich selbst hat.)

ohne Beweis.

Bemerkung (Dimensionsschédtzung)

Es kann gezeigt werden, dass fiir kleine |c|, die Dimension durch
folgenden Ausdruck abgeschditzt werden kann:
2
s=1+ el” + Terme mit |c|* und hoheren Exponenten
4log?2
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Darstellung von Ji
Darstell

ulia-Mengen
er Mandelbrot-M
Expedition

o Bilder von Julia-Mengen. Zwei Darstellungsmoglichkeiten:
@ farbige Darstellung
@ Darstellung des Rands

o Bild der Mandelbrot-Menge

[m]
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e ¢ € C und maximale Anzahl an Iterationen k gegeben

o Bildflache besteht aus Pixeln, iiber die ein geeigneter Ausschnitt
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e Anwendung des Divergenzlemma: Test £.X(z) > max{|z|,2}

Gunnar Volkel Fraktale Geometrie: Julia-Mengen



@ ¢ € C und maximale Anzahl an Randpunkten 71 gegeben.

«4Or <Fr A=) «=)>» = Q¥






@ ¢ € C und maximale Anzahl an Randpunkten 71 gegeben.
e abstoBenden Fixpunkt berechnen: z = f.(z)

= 22—z+c=0= z,=

1++v1—-4c
2
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Darstellung des Randes

¢ € C und maximale Anzahl an Randpunkten 7 gegeben.

abstofenden Fixpunkt berechnen: z = f.(z)

1+v1—4c

= 2—z7+c=0 = Z1p =

2
e abstoBender Fixpunkt € 7(f.) = iiber Generierungslemma 7
Punkte berechnen: £, 7'(z) = vz — ¢
= o =f") (zn) und zpp41 := —f. ! (za) 21 abst. Fixpunkt
o komplexe Quadratwurzel: z := x 4 oy, w := u + w Ziel: 22 = w
nach z
= XX =y +2xy=u+w = u=x>—y> und v =2xy

2
= x:j:{ u+vu?+v? und y:2L
X

Randpunkte bspw. schwarz auf weiller Flidche darstellen
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